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 بسم الله الرحمن الرحيم

 مقدمة

التحليل العددي مـن العلـوم المشـتركة بـين علـوم الرياضـيات و الهندسـة  ميُعد عل
روط مسائل رياضية، وذلك ضـمن شـلحل  ةحيث يبين كيفية بناء خوارزمي ،والإحصاء

بأقــل  ةرياضــية تضــمن وجــود الحــل ووحدانيتــد وشــروط هندســية تتحقــق فيهــا الخوارزميــ
 .كلفة ممكنة

لأهـــم  تمـــن الخوارزميـــا ا  العدديـــة و عـــدد طرائـــقيعـــرذ هـــذا الكتـــاب بعـــذ ال
 جـــتُ أدر قـــد  و  ، (3)وهـــو الجـــزء الثـــاني لكتـــابي التحليـــل العـــددي  ،المســـائل الرياضـــية

فتتشـكل عنـد   طرائـقالعزيز من استيعاب ال طالبنا يتمكّنلالعديد من الأمثلة المتنوعة، 
ورجـائي مـن اع عـز وجـل أن  ،باحثا   أن نبني عليهاقاعدة علمية قوية ومتينة نستطيع 

ولـــذلك ننصـــا ط بنـــا بحـــل الأمثلـــة و يتطـــور هـــذا العلـــم علـــى أيـــدي ط بنـــا الأعـــزاء، 
ين غيــر المحلولــة، وبــذلك التمــار  حــل التأكــد مــن الأجوبــة مــن الكتــاب ثــم الانتقــال  لــى

رزميـات، االخو  أن الاهتمام يتركز على و مع .مرونة وسرعة في الحلالطالب يكتسب 
 .رزمياتابناء هذ  الخو لالأسس النظرية  وضع فيدد ي لم أتر لا أنن 

 :فصول  خمسةيتألف الكتاب من 
 موضـــــوق التقريبـــــات وقـــــد حاولـــــت ذكـــــر أهـــــم القواعـــــد  الفصـــــل الأول يتنـــــاول

جدا ، وهو يتطور بشكل سريع ،  المهمة لد، و يُعد من الموضوعات الأساسية
التقريبــات : قمــتُ بعــرذ التقريبــات مــن خــ ل تقســيمي الموضــوق الــى قســمين

الخطيــة و التقريبــات غيــر الخطيــة، ثــم قســمت التقريبــات الخطيــة الــى بيانــات 
نــتُ أهــم ، وبي(التوابــع الجبريــة و التوابــع المتعامــدة )متقطعــة و توابــع مســتمرة 

خطــاء المرتكبــة، اقتصــرت ت موضــوق الحــد الأعلــى لأالمبرهنــات التــي تناولــ
لات الخاصة كالتوابع التقريبات غير الخطية على بعذ الحفي قسم ا دراستي
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الأمثليــات أولا ، ويُعــد مــن أصــعب بحــث  ذ تتطلــب دراســة هــذا النــوق الأســية، 
 .في الأيام المقبلةدراستد  فيأنواق التقريبات وأتمنى أن يوفقني اع 

  تبــرتُعلمعــادلات الخطيــة التــي العــددي لحــل الدراســة لالفصــل الثــاني يتصــدى 
المباشـرة  طرائـقال ي عالجهـا التحليـل العـددي حيـث بينـتُ من أهـم الأبحـاث التـ

 يجاد وكيفية  ،تقارب الصيغ التكرارية شرط لى  تُ قطر  ثم ت ،التكرارية طرائقالو 
 .أهم المبرهنات المتعلقة بد نصف القطر الطيفي، و ذكرتُ 

  برهنـة ، وم حـل العـددي للمعـادلات التفاضـلية العاديـةال الثالثيتضمن الفصل
ق ذات الخطوة الواحدة، ائ، ويعرذ بعذ الطر بيكارد لوجود ووحدانية الحلول

 .ق ذات الخطوات المتعددةائثم الطر 
  و ، ةجمــــل المعــــادلات غيــــر الخطيــــالعــــددي لحــــل ال الرابــــعالفصــــل عــــال  يُ و

وتُعتبــر طريقــة نيــوتن و النقطــة الثابتــة مــن  للتبســيط تمــت دراســتها بمتغيــرين،
أشــهر الطرائــق المتبعــة، ثــم بينــتُ شــرط التقــارب لكــل طريقــة متبعــة، مــع ذكــر 

 .الأمثلة المحلولة عند كل فقرة

   وهــي دراســة القيمــة الصــغرى لتــابع  ،الأمثليــات الخــامسيــدرس الفصــل أخيــرا
كطرائــــق البحــــث  بــــين أشــــهر الطرائــــق الحديثــــة،ت أن أُ بعــــدة متغيــــرات، حاولــــ

، وعرضــتُ أهــم الطرائــق التــي (النســبة الذهبيــة و طريقــة فيباناتشــي) المجاليــة 
ثـم الطرائـق التـي تعتمـد علـى المشـتقات تستخدم المشتقات من المرتبـة الأولـى 

، كطريقــة نيلــدر المشــتقات ىو الثانيــة، ثــم الطرائــق التــي لا تعتمــد علــالأولــى 
 .أرفقتها بالرسوم التوضيحية والأمثلة المتنوعةو 

قارئ ال، تهدف  لى مساعدة فصول الكتاب مجموعة من التمارين و يتبع كل فصل من
 .المدروسة ماستيعاب المفاهي في
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بأيــة م حظـــة أو اقتـــرا  حـــول  االأعـــزاء ألا يبخلـــو  نــاو ط ب نـــارجــو مـــن زم ئن
 . berlant2014@gmail.comوأرسالها على الأيميل  .الكتاب

 . وأود أن أشكر كل من ساندني في هذا الكتاب، جزاهم اع عني خير جزاء
 .ختاما  نأمل أن يفي هذا الكتاب بالغرذ المنشود

 .واع من وراء القصد
 لفةالمؤ 
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 الأولالفرل 

 التقريبات باستخدام المربعات الرغرى 

Least Squares Approximations 

   :مقدمة1- 
 درسػػشف  ػػ  بػػف سػػحا بػػت ليحػػفع دي ح  ػػ  دي ػػ د  1  ف  إيحػػا دتسػػ  حفث   ػػا 

 ، ديس ظػػف  ( تسػػم بػػت  س ػػ  ديش ػػف   كديػػ قػػ  تنػػبف ) تػػفي دتسػػ  حفث ىػػب ديعحػػا  ػػت 
 ح كدي  بت دي ر   ديمدي  .دي  ش ئذٍ تنبف ي يشف خسس ن ف    لنّو فعحمض

 ػإف ديح كديػ  سػ نبف بػت دي ر ػ   1 كسػف  ػ  ديذػ   ي يشف بئػ  ن ظػ  ب بز ػ  إذد كفف 
 تد  كتد  ت.

 

 3ديذ   

بب ػػػبد  كينػػػت ندػػػع  ديخظػػػ  كح ػػػم   ػػػ د  يػػػذي   دتسػػػ  حفث ب فن ػػػ لف  إن  ػػػ  كىشػػػف 
  كديػ   ي ػبف قػ   ديػذ   ػفي دي  ميعفت كت  س    ى دخ عفر دي تُد خ ـ طمي   ثفن   كى 
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سػػم بػػت  ػػفي  بػػت ديش ػػف  ديس ظػػف  كقػػ  ت يسػػم دي، يح ػػا قػػ  يف  لك يبغفرتس ػػ ف  تػػفي  لسػػ لك 
ديخظػػ  دين ػػ  ىػػب  إف     ػػاديخظػػ  دين ػػ  ) لف ي ػػبف  ىػػب ديش ػػف  درخػػمك كينػػت ديذػػم 

لصػرم بػف  ( 2ديذػ   ،  ػفي ديت ي   ديش ظ    ىب ديخظ بجسبع درخظفث ين  ديش ف  ك 
 .يس ت

 

 2ديذ   

، ثػ  نحدػا ديخظػ  )بت زبػم  بحػ د (  في نخ فر دي   دي  ميعفت  كى ذد نج  لنو
لك  ه ديزبػم (ذ)بػت ىػ  ػفي كلخ ػمد  ن حػ  دي ه ديزبػم .ذبػت ىػ تػفي ل ز  د دي في  ذ بف ىكي

ب ػػػ  طمي ػػػ      ػػ  تخ  ػػػفر ديزبػػػم  ت بػػػ  بة أػػػ  لنػػو ت .ديخظػػ  ق سػػػ   دػػػا نم زػػو
 ديسشفسع  .

 تمهيد رياضي:  2-
 الاستقلال و الارتباط الخطي: ( 1تعريف )

 دي بدي  ي نت 0 1, ,..., ,n C a b   د تح ا:ذبد     خظ ف  إ يف، ن بؿ إن 
     0 0 1 1 0 1... 0 ... 0;

; 0,...,

n n n

k

x x x

k n

        



        

  R
 (1) 

 ي  ن  بىف بمتعظ  خظ ف .ذكف سف   د 
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 :ظيمونرف الن النظيم( 2تعريف )
يحػػمض  ( ) ,f x a bػػفي ، ن ػػمؼ نأػػ   دي  ( )f x  ي نػػو  ػػ د بب ػػا  ك  ػػ ، يمبػػز

 كيح ا بف ي  : fيو
3- 0f . 

4-  0f  0 إذد كففد ك   ط ذإf     ك  ب فف    ,a b. 

5- ; f f    R 

6-  , , ;f g C a b f g f g    )ك تُ  ى ب مد ح  ديسث ا ( 

د تح  ت ك  ديذمك  يفس ثشفث ذك إ 2 ش  ب  ،f .  نرف نأ 
نُ مؼ ديسدف   ب ت ددي  ت  1 2, ,f f C a b : يفي ةق 

 1 2 1 2, : .d f f f f  (2) 

 ك تح ا : 
3-  1 2, 0d f f  

4-  1 2, 0d f f  إذد كففد ك   ط ذإ      1 2, ;x a b f x f x   

5-    1 2 2 1, ,d f f d f f  

6-        1 2 3 1 3 1 2 2 3, , , ; , , ,f f f a b d f f d f f d f f    

 
 
 

(3) 

 الهزن:  تابع( 3تعريف )
[,]كزف   ى ديسجفؿ تفي ىب xw)(ن بؿ إف   ba :  إذد ك  ط إذد   ا بف ي 

3) w  بد سم. تفي 

4) 0)( xw. 

5)  
b

a

n
dxxxwbaxNn )(:[,], 

 
 : (1)بثفؿ
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21

1
)(

x
xw


 [1,1]كزف   ى ديسجفؿ تفي ىب. 

 التقريب الخطي و غير الخطي: -3
) تيػػػػػػػػػ  )f x  جػػػػػػػػػفؿديس   ػػػػػػػػػىؼ ك بدػػػػػػػػػ سم تػػػػػػػػػفي  ب ػػػػػػػػػم  ,a bR ك يحػػػػػػػػػمض ،

 ,C a b يح ا ك : 
     0 1: , , ,..., , ;nx x c c c x c    (4) 

  سف  لف    

0

T1
0 1, , , ,..., ,

...
n k

n

c

c
x a b c c c c c

c

 
 
    
 
 
 

R 

0ديس ػػػػػفبةت إيجػػػػػفدكديسظ ػػػػػب   1, ,..., nc c c  يح ػػػػػا تنػػػػػبف ديسدػػػػػف   بػػػػػ ت f x   ك
 x لصرم بف يس ت. 

)يفيشدع  يػ  ك نس ز  في  ت )f x: 

)  ػفي دي إذد كػفف :أولاا   )f x شػػ   ػ د بش ػو بػت ديش ػػف  ب ظػى   ,ix a b، 
 كبح ػػػا i iy f x  ، ٍديرػػػػرمك تػُػػ  ى ديسدػػػػ ي  يسدػػػػ ي  ت ميػػػا ديسمب ػػػػفت   ش ئػػػػذ

 يح فنفت ب  ظ  .

)  ػػفي دي إذد كػػفف :ثانياااا   )f x   ي س فب ػػ    ػػى ديسجػػفؿ   يةشػػ  فؽ لك قػػفية   قػػفية
 ,a b،  ٍسد سم دي   بدي ي ديررمك  ديسمب فت ت ميا يسد ي تُ  ى ديسد ي    ش ئذ. 

)  في لبف يفيشدع  ي  )x      إيى ىف دس شفدد  إيجفد: 
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)  ػػػػػفي دي لب ػػػػػت ك فيػػػػػ  ذدإ )x   بدػػػػػ     خظ ػػػػػف   تبديػػػػػ ب تيػػػػػ ( ) ,k x a b   ل ،
 يفيذ  

         0 0 1 1

0

, ...
n

n n k k

k

x c c x c x c x c x    


        (5) 

 يسدػػ ي  إنشػػف نػػ  بىف  كف سػػف  ػػ د ذيػػ  ديخظ ػػ .   ميػػادي يسدػػ ي تػُػ  ى ديسدػػ ي    ش ئػػذٍ 
 .غ م ديخظ     ميادي
 ثفؿ   ى بد ي  دي  ميا ديخظ  :ب

     2 2
0 1 2 3 0 1 2 3, , , , ln 1xx c c c c c c e c x c x      

 ك كسثفؿ   ى بد ي  دي  ميا غ م ديخظ  :
     3 4

0 1 2 3 4 0 1 2, , , , , cos
c x c

x c c c c c c h c x c e
 

  

 خطي:تقريب الال 1-3
يحمض  ,f C a bك ، 0 1, ,..., ,n C a b     كبحمض بد     خظ ف ، تبديS 

ك ا ديخظ   ديسس ش  بت بجسب   ك  دي مد 0 1, ,..., n   :يح ا 

   
0

;
n

k k

k

S x c x  


    (6) 

 ذِ: ش ئ 
 

 0 1

,

: , ,..., n

d f f

D c c c

  


 

(7) 

f, ديسدػػػػف   بػػػػ ت ديػػػػ دي  تإف   ل    ػػػػفي ت  سػػػػ    ػػػػى دي    .)تب ػػػػ  ) لك ب فبةتيػػػػف
 : k ي  بدي  ي ض درش فؿ ديس يب  

3- 
2

0 1 21, , ,..., n
nx x x         كديفت بت دي ر   (n  ى  
 .دركثم(



 3:  

4-        0 1 2 3 41, cos , sin , cos 2 , sin 2 ,...x x x x         

 .بث ث  ( تبدي  )    

5- 31 2

0 1 2 31, , , ,....
xx xe e e

       ا  i R  بخ  ح. 

 . ديس  فب   دي بدي  -6

 :كسف ي  ف تُرفغ بد ي  دي  ميا ف يُس ت لكدلآ
يحػػمض  ,f C a bدي بديػػ  ، ك 0 1, ,..., ,n C a b     بدػػ     خظ ػػف ، ك  تبديػػ

 إيجفدديسظ ب     0
x S   بح ا:ك 

            
   

0 00 0 0
0 1

0

0

: , , ,..., n

n

kk
k

x x c c c

c x S

 






 
 

 

(8) 

       

 

0 0 0 0
0 1

0 1

, ,..., min

min , ,...,

n
S

n

S

D c c c f f

D c c c





 





 
    

 



 

 

(9) 

 ()مبرهنة الهجهد( :1تهطئة )
 بدػػ     خظ ػػف    تبديػػ ينػػ   س ػػ  0 1, ,..., ,n C a b     ، نأػػ  . يب ػػ   ..كينػػ

ت ميا  تفي   ى درق   0
S   ُليف  كففك ذي (9)ح ا ي    ,f C a b. 

 لبيانات متقطعة:الخطي تقريب ال 1-1-3
 : كسف ي  ذه ديحفي  تُرفغ بد ي شف    ى

عحػػػا  ػػػت ن 0
  تػػػفي  ر ػػػ  (8) دي ةقػػػ بػػػت  ,f C a b1 شػػػ   ، كب  ػػػبـN  
ن ظػػػػػػػػػ  بخ  حػػػػػػػػػ   , , 0,1,2,...,ix a b i N   N n ك يح ػػػػػػػػػا ،( )i iy f x، 

 بح اك  ,g C a b   



 3;  

 

1

2
2

2
0

N

i i

i

g w g x


 
   
 
 

 

(10) 

ل  دد  ك ك   ك كزدف، ك  iw  ا 
2

g    نرف ديشأ. 
gدذد كض شف  f      تُرعح  (10) إف دي ةق: 

  
    

 

2 20
2

2
0

2
0 1

min ( ) ,min

min , ,...,

N

i i i
S S i

n
S

ff w f x x c

D c c c

 



 
  



   





 

 

 

(11) 

كغفيعف  يمبز    ( ) ,i i iE x f x x c  

ب ظح ا ديذمك   2

0 , 0,...,
j

D
j n

C


 


، نحر    ى  1n    س   ب فدتت خظ ػ 

0يفيشدع  ي سجفى   
j

C . ي   ميا دربث 

يسػػػػػػػػػػػف لف      0 1

0

, , , ,...,
n

i i n k k i

k

x c x c c c c x  


    ك 
 i

i
j

x
x

C








 ،

 كبفي في    إف  س   ديس فدتت ديخظ   :
 

       
0

0 0 0

; 0,..., ; .

n N N

i j i k i i i j ik
k i i

c w x x w f x x j n N n  

  

     
 

(12) 

 

 نمبز 

     

     

0

0

, : ,

, : ,

N

j k i j i k i

i

N

j i i j i

i

w x x

f w f x x

   

 






 












 

 

 

(13) 
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 : ديسرحبف  ر ر  ش ئذٍ تُرعح  س   ديس فدتت ديخظ   يفي
G c a (14) 

   ا:
   

   

 

 

 

 

0

00 0 0 0

00 0

, .. , ,

. . . .
, , .

. . . .

, ... , ,

n

n n n
n

c f

G c a

f
c

    

    

 
    
    
      
    
       
    

 

 

 

(15) 

TGكنة ظ  G     , ,j k k j   . 
10n)غفيعػف   (15) ديخظ ػ  لف  س ػ  ديس ػفدتت إيػىدتن عػفه     ديحك    يجػا  ) بػف

ندػ خ ـ طمدئػا تنبف بميز ، بت إ  ك ديظمدئا ديس ع   ي جشػا ذيػ   QR  ي حميػا
 . فب  ديح كديفت ديس   إيى، لك تر  م ش   ديح كدي  Gديسرحب  
 (:4تعريف )

0iwيحمض   يس ت تسث  كزف، ك  تبدي ,k C a b  : يفيذ فع 
       1

0 0 1 1: , ,..., T n
k k k N k Nw x w x w x     R (16) 

  ش ئذٍ نج  
   , , , ;T T

j k k j kj
f f       (17) 

   ا 

       1
0 0 1 1: , ,..., T n

N Nf w f x w f x w f x  R (18) 

1iwت إذد كفن  ف،  إ 

             0 1 0 1: , ,..., , : , ,...,T T
k k k k N Nx x x f f x f x f x     

  : (2) مبرهنة
إذد  قفب   ي ح  ك يذ   ك    إذد ك   ػط (12)إف  س   ديس فدتت ديخظ      دي ةق  
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, ت دي بدي كفن 0,1,...,k k n    بد     خظ ف. 
 بة أ  :
n إذد كػػػػػػػفف N دي بديػػػػػػػ   ػػػػػػػإف , 0,1,...,k k n  إذد ظ ػػػػػػػف ،)بمتعظػػػػػػػ  خn N  ػػػػػػػإف 

, 0,1,...,k k n   إذد كػػػػففبمتعظػػػػ  خظ ػػػػف    سػػػػف  ، ك n N    فيسدػػػػ ي  ىػػػػ  بدػػػػ ي
 دس  حفث(.

 التقريب بالحدوديات الجبرية  1-1-1-3
ه ديحفي  نح مض ذ   ى  k

k i i
x x     شج : (12)، ن بض  

 
 

0

0 0 0

, 0,1,..., .

n N N
k j j

i i ik i i
k i i

c w x w f x x j n


  

    
 

(19) 

1iwيحمض   يفيذ  : (15)ديس فدتت ديخظ   ذٍ تنبف  س   ،  ش ئ 

 

 

 

 

 

 

2

2 3 1
0

0 22 3 4 2

0

1 2 2

1 ...

...

... .

.. . . . . .

.. . . . .

.. . . . .

...

n
i ii i

n
i ii i i i

n
i ii i i i

n

nn n n n
i ii i i i

N x x x f x

f x xx x x x
c

f x xx x x x

c

f x xx x x x





 

   
   
   

    
    
    
     
    
   
    

  
   

  

   
   
   

   

.






 

 

(20) 

 حالات خاصة:
3) 1n   بد ك   إيىت ميا ديح فنفت : 
1Nيػػػػػ يشف    ن ظػػػػػ  بخ  حػػػػػ  ك  2,i ix y R 0  ػػػػػا,...,i N ،   كدي  ميػػػػػا يسدػػػػػ ك

 ب فدي و : 
     

   

1
00

0

0 0

0 1

k
k

k

y x c x

c c x




 

 


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 ،  شج :(20)    ن بض
 

 

0

0

2 0

1

1
.

i i

i ii i

N x yc

x yx x c

    
        
     

 
 

 

 نمبز:
2

0 0 0 0

, , ,

N N N N

x i xx xy i i y ii
i i i i

S x S x S x y S y

   

       

 كبح   س   ديس فدتت نج :
   

 
0

0

1

1

xy x y

xx x x

N S S S
c

N S S S

 


 
  

(21) 

 

 
0

1 1

xx y xy x

xx x x

S S S S
c

N S S S




 
 (22) 

 : (2)بثفؿ

 لك   ب فدي  ديسد ك   ديذ  ي م  ديح فنفت دي في  :
 ث  لك   ق س  ديخظ  ديسمتنا. )3.8,7,()1.6,5,()9.2,2,()1.2,1(

 ديح :
yxyxxx يشحدا ك  بت SSSS ,,, 

1 2 5 7 15x iS x      

2 2 2 2 21 2 5 7 79xx i
S x      

(1)(2.1) (2)(2.9) (5)(6.1) (7)(8.3) 96.5xy i iS x y      
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2.1 2.9 6.1 8.3 19.4y iS y      

  نج : ي كبذ
 0

0

4(96.5) (15)(19.4) 386 291 95
1.04396

4(79) (15)(15) 316 225 91

xy x y

xx x x

nS S S
c

nS S S

  
    

  

 

 
 0

1

(79)(19.4) (96.5)(15)

4(79) (15)(15)

xx y xy x

xx x x

S S S S
c

nS S S

 
 

 

 

9352.0
91

1.85

225316

5.14476.1532







 

  : ديسظ ب  ديخظ   في دي ي بف  كبذي 
9352.004396.1)(  xxf 

  ديخظ  ديسمتنا: كي بف 
4

2

1

[ ( ) ]i i

i

E f x y



  

2

44

2

33

2

22

2

11 ])([])([])([])([ yxfyxfyxfyxfE  

  :  ا 
9792.19352.0)1(04396.1)( 1 xf 
0232.39352.0)2(04396.1)( 2 xf 
1552.69352.0)5(04396.1)( 3 xf 
2432.89352.0)7(04396.1)( 4 xf 

 :كبشو
2222 ]2432.83.8[]1552.61.6[]0232.39.2[]9792.11.2[ E 

2222 ]0568.0[]0552.0[]1232.0[]1208.0[  

00322624.000304704.001517824.001459264.0  

03604416.0 
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 .ديس م   في ديح فنفت ديس ظف  كدي 3ديذ  ح ت  ي
S = 0.13424596

r = 0.99927392

X Axis (units)

Y
 A

x
is

 (
u
n
it
s
)

0.4 1.6 2.8 4.0 5.2 6.4 7.61.48

2.72

3.96

5.20

6.44

7.68

8.92

 

 (2)دي  ميا ي سثفؿ: ديح فنفت كبد ك   3ديذ   

 : (3)ؿبثف

  ث  لك   ق س  ديخظ  ديسمتنا. خظ  تفي يفس خ دـ  قم  ديح فنفت دي في  
6 5 4 3 2 1 0 -1 

ix 
6 5 4 3 2 1 0 -1 

iy 
 ديح :

yxyxxx يحدف  ك  بت SSSS ,,, 





8

1

20
i

ix xS 



8

1

2 92
i

ixx xS 





8

1

25
i

iixy yxS 



8

1

37
i

iy yS 
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  نج : كبذي 
 0

0

8(25) (20)(37) 200 740 540
1.6071429

8(92) (20)(20) 736 400 336

xy x y

xx x x

nS S S
c

nS S S

   
     

  

 

 0

1

(92)(37) (25)(20)

8(92) (20)(20)

xx y xy x

xx x x

S S S S
c

nS S S

 
 

 

 

6428571.8
336

2904

400736

5003404







 

  : ديخظ  ديسظ ب   في  بف ديي كبذي 
( ) 1.6071429 8.6428571f x x   

  :كبشو
1( ) 1.6071429( 1) 8.6428571 10.25f x      

 

2( ) 1.6071429(0) 8.6428571 8.6428571f x     

3( ) 1.6071429(1) 8.6428571 7.0357142f x     

4( ) 1.6071429(2) 8.6428571 5.428513f x     

5( ) 1.6071429(3) 8.6428571 3.8214284f x     

6( ) 1.6071429(4) 8.6428571 2.2142855f x     

7( ) 1.6071429(5) 8.6428571 0.6071426f x     

8( ) 1.6071429(6) 8.6428571 1.0000003f x      

  ديخظ  ديسمتنا: كي بف 





n

i

ii yxfE
1

2])([ 

2222

2222

]00.2[]6071426.0[]7857145.0[]17857145.0[

]4285713.0[]0357142.0[]3571429.0[]25.0[



E
 

0000012.4368622.06173473.00318878.0

183673.00012755.0128551051.00625.0



 

392858446.1 

 .ديس مب   في ح فنفت ديس ظف  كديدي 6ديذ   ح ت ي
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S = 0.00000000

r = 1.00000000

X Axis (units)

Y
 A

x
is

 (
u
n
it
s
)

-1.7 -0.3 1.1 2.5 3.9 5.3 6.7-1.70

-0.30

1.10

2.50

3.90

5.30

6.70

 

 3دي  ميا ي سثفؿ : ديح فنفت كبد ك   4ديذ   

4) 2n   قظ  ب ف ئ إيىت ميا ديح فنفت  : 
1Nيػػػ يشف    ن ظػػػػ  بخ  حػػػػ  ك  2,i ix y R 0  ػػػػا,...,i N ظػػػػ ق إيػػػػى، كدي  ميػػػػا 

 ب ف ئ   ا ب فدي و : 
     

     

2
00

0

0 0 0 2
0 1 2

k
k

k

y x c x

c c x c x




 

  


 

 ،  شج :(20)ن بض    
 

 

 

02
0

02 3
1

02 3 4 2

2

1 i ii

i i ii i

ii i i i

cN x x y

x x x c x y

x x x x yc

                               

  
   

   
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كبحدف  ق   ديسجفب   كت بيزيف يس ت ديحربؿ   ى ق   ديس فبةت      0 0 0

0 1 2
, ,c c c 

 يديبي .  في كت بيزيف    دي
 : (4)بثفؿ

  م  ديح فنفت دي في  :لك   ب فدي  تفي  بت دي ر   ديثفن   ديذ  ي
2 1.5 1 0.5 0 

ix 
0.31 0.29 0.26 0.19 0 

iy 
 ث  لك   ق س  ديخظ  ديسمتنا.

 ديح :
  ديسجفب  . يش   يحدف  4يسة أ  لف   د ديح فنفت ديس ظف     ىذد ديسثفؿ

525.115.00
5

1


i

ix 

5.7425.2125.00
5

1

2 
i

ix 

5.128375.31125.00
5

1

3 
i

ix 

125.22160625.510625.00
5

1

4 
i

ix 

41.1)31.0)(2()29.0)(5.1()26.0)(1()19.0)(5.0()0)(0(
5

1


i

ii yx 

 كبشو نج :
     0 0 0

0 1 2(22.125) (12.5) (7.5) 2.2c c c   

     0 0 0

0 1 2(1.125) (7.5) (5) 2.2c c c   

     0 0 0

0 1 2(7.5) (5) (5) 1.05c c c   

  كبح  ىذه ديجس   بت ديس فدتت نج :



 4:  

     0 0 0

0 1 20.186 , 0.3611 , 0.0117c c c    

  :    ديسظ ب دي مب  في  بف ديكي
0117.03611.0186.0)( 2  xxxf 

  ق س  ديخظ  ديسمتنا: ك
00124629.0E 

  ش  ديش ف  ديس ظف  ديس م   في ديق    1كيح ت ديج كؿ
2))(( ii xfy  )( ii xfy  )( ixf iy ix 

0.00013689 -0.0117 0.0117 0 0 

0.0006193877 0.0248875 0.1651125 0.19 0.5 

0.0000180625 -0.00425 0.26425 0.26 1 

0.0003652877 -0.0191125 0.3091125 0.29 1.5 

0.00010609 0.0103 0.2997 0.31 2 
 1ديج كؿ  

 : في  ديس م  ح فنفت ديس ظف  كدييديمس  ديح فن   5 ديذ  يبضح 

 



 4;  

S = 0.01648200

r = 0.99534028

X Axis (units)

Y
 A

x
is

 (
u
n
it
s
)

0.0 0.4 0.7 1.1 1.5 1.8 2.20.00

0.06

0.11

0.17

0.23

0.28

0.34

 

 4دي  ميا ي سثفؿ  تفي : ديح فنفت ك 5ديذ   

 : (5)بثفؿ
 لك   ب فدي  تفي  بت دي ر   ديثفيث  ديذ  ي م  ديح فنفت دي في  :

1 0.8 0.6 0.4 0.2 0 -0.2 -0.4 -0.6 -0.8 -1 
ix 

0.95 0.92 0.86 0.77 0.65 0.50 0.35 0.23 0.14 0.08 0.05 
iy 

 لك   ق س  ديخظ  ديسمتنا.ث  
 ديح :

11N  د ديح فنفت ديس ظف     ديح كدي  ديسظ بب  بت دي ر   ديثفيث . 
 كبفي في  ي يشف لرب  ب فدتت ي رب   بجفى  .

       
11 11 11 11 11

0 0 0 00 1 2 3
0 1 2 3

1 1 1 1 1

i i i i i

i i i i i

c x c x c x c x y
    

        
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       
11 11 11 11 11

0 0 0 01 2 3 4
0 1 2 3

1 1 1 1 1

i i i i i i

i i i i i

c x c x c x c x y x
    

        

       
11 11 11 11 11

0 0 0 02 3 4 5 2
0 1 2 3

1 1 1 1 1

i i i i i i

i i i i i

c x c x c x c x y x
    

        

       
11 11 11 11 11

0 0 0 03 4 5 6 3
0 1 2 3

1 1 1 1 1

i i i i i i

i i i i i

c x c x c x c x y x
    

        

 يشب   ق س  ك  بت ىذه ديسجفب  :
4.4

11

1

2 
i

ix 0
11

1

1 
i

ix 11
11

1

0 
i

ix 

0
11

1

5 
i

ix 1328.3
11

1

4 
i

ix 0
11

1

3 
i

ix 

28.2
11

1

1 
i

ii xy 5.5
11

1

0 
i

ii xy 6259.2
11

1

6 
i

ix 

 
5226.1

11

1

3 
i

ii xy 20.2
11

1

2 
i

ii xy 

  يفي  بيض     س   ديس فدتت:
       0 0 0 0

0 1 2 3(11) (0) (4.4) (0) 5.5c c c c    

       0 0 0 0

0 1 2 3(0) (4.4) (0) (3.1328) 2.28c c c c    

       0 0 0 0

0 1 2 3(4.4) (0) (3.1328) (0) 2.2c c c c    

       0 0 0 0

0 1 2 3(0) (3.1328) (0) (2.6259) 1.5226c c c c    

 كبشو
   0 0

0 2(11) (4.4) 5.5c c  

   0 0

1 3(4.4) (3.1328) 2.28c c  
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   0 0

0 2(4.4) (3.1328) 2.2c c  

   0 0

1 3(3.1328) (2.6259) 1.5226c c  

  كبح  ىذه ديجس   نج :
       0 0 0 0

0 1 2 30.5, 0.6997 , 0 , 0.255c c c c     

 :كدي في  ىب
3( ) 0.255 0.6997 0.5f x x x   

 كديخظ  ديسمتنا ىب: 
 




n

i

ii yxfE
1

2
)( 

   ا:
 2( )i iy f x

 
)( ixf iy 

ix 
0.00003 0.0552 0.05 -1 
0.00009 0.0708 0.08 -0.8 
0.00002 0.1352 0.14 -0.6 
0.00004 0.2364 0.23 -0.4 
0.00014 0.3621 0.35 -0.2 

0 0.5000 0.50 0 
0.00015 0.6379 0.65 0.2 
0.00004 0.7636 0.77 0.4 
0.00002 0.8648 0.86 0.6 
0.00009 0.9292 0.92 0.8 
0.00003 0.9448 0.95 1 

 : كبفي في 
 




11

1

2
00064418.0)(

i

ii yxfE 

 : في  ديس م كديمس  ديح فن  ي ح فنفت كدي
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S = 0.00960769

r = 0.99973247

X Axis (units)

Y
 A

x
is

 (
u
n
it
s
)

-1.2 -0.8 -0.4 -0.0 0.4 0.8 1.20.01

0.18

0.35

0.52

0.70

0.87

1.04

 

 5دي  ميا ي سثفؿ  تفي : ديح فنفت ك 6ديذ   

   بالحدوديات المتعامدة التقريب 2-1-1-3
لنػػػو كػػػ  ن جشػػػا بػػػمض  س ػػػ  ديس ػػػفدتت ديخظ ػػػ  ندػػػ خ ـ  كمنػػػف  ػػػ  ديح ػػػم  ديدػػػفي  ،ذ

 و    ىذه ديح م .ذد بف سش  بديح كديفت ديس  فب  . ك ى
ه ديحفي  نح مض ذ   ى k i kx Q   في ك  ميا ي  : 

 
0

0 0 1 1

:

...

n

k k

k

n n

x c Q

c Q c Q c Q

 





   

 
 

(23) 

   ا نذ م  
 

   , , 0 ;j k j kQ Q j k     (24) 
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ذٍ تنػػػػػبف برػػػػػحب    ش ئػػػػػ G   ت تب ػػػػػ   ،قظميػػػػػ  (20)ديس ػػػػػفدتت ديخظ ػػػػػ  يجس ػػػػػ (
ك بػػػذي  تجشحشػػػف بػػػمض  ،بعفشػػػم   كث ػػػم  يحدػػػف  ديحػػػ  ، سػػػ ش   ب شػػػف س  ػػػفت   ديػػػ  
 .ديجس   ديخظ  (

 كي    دف  0

jc :  يفيذ 

    
 

0 ,
; 0,...,

,

j

j
j j

f Q
c j n

Q Q
   

 

(25) 

 

   

     

2

0

0

, : ,

, : ,

N

j j i ij
i

N

j i i j i

i

Q Q w Q x

f Q w f x Q x






 












 

 

(26) 

 كسف ي  : ( شس  ت_ مدـ غ)يذ   ت فكد   kQيس ت  دف  ديح كديفت ديس  فب   
],[ضست ديسجفؿ  ba ديبزف   في يفيشدع  ي )(xw: 

0 ( ) 1Q x  

1 1( )Q x x b  

1 2( ) ( ) ( ) ( ) ; 2k k k k kQ x x b Q x d Q x k     (27) 

   ا:
],[ bax 

 

 
1 1

1 1

,
; 1

,

k k
k

k k

xQ Q
b k

Q Q

 

 

  (28) 

 

 
1 1

2 2

,
; 2

,

k k
k

k k

Q Q
d k

Q Q

 

 

  (29) 

 ب  بة أ  
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   2
11 1

0

, : .
N

i i k ik k
i

x w x Q xQ Q  



 

  

 

(30) 

 مدتمرة: تهابعلالخطي  تقريبال 2-1-3
 : كسف ي  تُرفغ بد ي شف 

 تفي  نعحا  ت 0
    تفي ر    (8)بت ديذ  ,f C a bكبح ا ، 

   

1

2
2

2
; , ,

b

i

a

g w g x w g C a b
 

   
 
 
 

 

(31) 

  ا  w  كزف، ك  تفي
2

g .   نرف ديشأ 
gدذد كض شف  f       نج  (9)  دي ةق: 

  
    

 

2 20
2

2

2
0 1

min ( ) ,min

min , ,...,

b

S S a

n
S

ff w f x x c dx

D c c c

 



 
 



   





 

 

 

(32) 

يمبز  ك   ( ) ,E x f x x c  

ب ظح ػػا ديذػػمك   2

0 , 0,...,
j

D
j n

C


 


، نحرػػ    ػػى  1n   س ػػ  ب ػػفدتت 

0 ى :  يسجفى  دخظ   
j

C   دى   ( 1n )،   كذي  كسف ي: 
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 
           

0

0

; 0,..., .

b bn

j k jk
k a a

c w x x x dx w x f x x dx j n  



    
 

(33) 

 

 نمبز 

       

       

, : ,

, : ,

b

j k j k

a

b

j j

a

w x x x dx

f w x f x x dx

   

 


 













 

 

 

(34) 

  ش ئذٍ تُرعح  س   ديس فدتت ديخظ   يفيذ   ديسرحب  :
G c a (35) 

   ا:
   

   

 

 

 

 

0

00 0 0 0

00 0

, .. , ,

. . . .
, , .

. . . .

, ... , ,

n

n n n
n

c f

G c a

f
c

    

    

 
    
    
      
    
       
    

 

 

 

(36) 

TGكنة ظ  G     , ,j k k j   . 

 (:3)مبرهنة
  بديػػػػ بجسب ػػػ  دي 0 1, ,..., ,n C a b    ك  ػػػػط إذد تح ػػػػا بػػػػف  بمتعظػػػػ  خظ ػػػف  إذد

 ي  :
 det 0; ,G x a b   (37) 

  ( :4مبرهنة)
ي نت  ,f C a b ك ، 0 1, ,..., ,n C a b      بد     خظ ف ، تبدي بجسب 
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 ذٍ: ش ئ
يب ػػ  تسث ػػ  ك  ػػ   0

  كتح ػػا (31)ك ػػا ديشأػػ    (32)يح ػػا  (8) نػػبع دي بديػػ بػػت ،
0ديس فبةت 

j
C   (33)دي ةق. 

 التقريب بالحدوديات الجبرية  1-2-1-3
ه ديحفي  نح مض ذى     k

k i i
x x     شج : (33)، ن بض  

 
 

0

0

, 0,1,..., .

b bn
k j j

i i ik i i
k a a

c w x dx w f x x j n




    
 

(38) 

يحمض   1w x  كسف ي   (38)ذٍ تنبف  س   ديس فدتت ديخظ   ،  ش ئ: 
.Gc a (39) 

   ا
2

2 3 1

2 3 4 2

1 2 2

...

...

...

. . . . .

. . . . .

. . . . .

...

b b b b
n

a a a a

b b b b
n

a a a a

b b b b
n

a a a a

b b b b
n n n n

a a a a

dx xdx x dx x dx

xdx x dx x dx x dx

x dx x dx x dx x dxG

x dx x dx x dx x dx





 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

   

   

   

   
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 

 

 

 

 

 

0

0

2

0

.
; .

.

.

.

.

b

a

b

a

b

a

n

b
n

a

f x dx

f x xdx

c

f x x dxc a

c

f x x dx

 
 
 
 
 
 
 
  
  
  
   
  
  
  

   
 
 
 
 
 
 
 









 

 

 في  خفص : 2n  
  ػى ديسجػفؿ xf)(  ػفي يشب     كدي  ت ميا ديسمب فت ديررمك بػت دي ر ػ  ديثفن ػ  ي 

]1,1[ . ديح كدي   إيجفد إيىند ى 

     2 1 02
2 0 0 0( )p x c x c x c   

 يح ا ي بف ديخظ  لصرم بف يس ت .

 , يش   ي يشف ثةع ب فدتت بثةث  بجفى   :2nيسة أ  لف

        
1 1 1 10 1 2 2

0 0 01 1 1 1
1 1 ( ) ; 0c dx c xdx c x dx f x dx j

   
       

     1 1 1 10 1 22 3
0 0 01 1 1 1

( ) ; 1c xdx c x dx c x dx xf x dx j
   

       

     1 1 1 10 1 22 3 4 2
0 0 01 1 1 1

( ) ; 2c x dx c x dx c x dx x f x dx j
   

       

 دي نفبةت دي في  : يشحدا

1

1
1 2dx


 



 5:  

0
2

1

1

2
1

1





x
xdx 

3

2

3

1

1

3
1

1

2 




x
dxx 

0
4

1

1

4
1

1

3 




x
dxx 

5

2

5

1

1

5
1

1

4 




x
dxx 

 يجس   ديس فدتت ديخظ   ديدفي   نج : يفي  بيض

        
10 1 2

0 0 0 1

2
2 0 1 ( )

3
c c c f x dx


    

     1 1 1 10 1 22 3
0 0 01 1 1 1

( ) ; 1c xdx c x dx c x dx xf x dx j
   

       

      10 1 2
0 0 0 1

2 2
0 ( )

3 5
c c c xf x dx


    

ىذه ديجس   نب   ديس ر مدت كبح      2 1 0
0 0 0c ،c،c. 

 (:8بثفؿ)

 : في لك     كدي  ت ميا ديسمب فت ديررمك بت دي ر   ديثفن   ي 

 
xxf sin)(  

 .]1,0[كذي    ى ديسجفؿ

 ديح :

 يش   ي يشف  س   ديس فدتت دي في   : 1bك 0aك  2nيسة أ  لف 

        
1 1 1 10 1 2 2

0 0 01 1 1 1
1 1 sinc dx c xdx c x dx x dx

   
      



 5;  

     1 1 1 10 1 22 3
0 0 01 1 1 1

sinc xdx c x dx c x dx x xdx
   

      

     1 1 1 10 1 22 3 4 2
0 0 01 1 1 1

sinc x dx c x dx c x dx x xdx
   

      

 ك  بت دي نفبةت ديدفي  : يشحدا

11
1

0

1

0
 xdx 

2

1

2

1

0

2
1

0


x
xdx 

3

1

3

1

0

3
1

0

2 
x

dxx 

4

1

4

1

0

4
1

0

3 
x

dxx 

5

1

5

1

0

5
1

0

4 
x

dxx 

1

1

1

1

1

1
cos

1
sin))(sin1(





  xxdxdxx 


 








1

0

1

0

1

0
cos

1
cos

1
))(sin( xdxxxdxxx 





 





1

0

1

0

cos
1

cos
1

xdxxx 





 



















1

0

1

0

sin
11

cos
1

xxx 





 



1
)0(

1
)01(

1
2




 

 نج :  ك يفيظمي   نحديف 
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3

21

1

2 4
sin







 xdxx 

 دي نفبةت ديدفي       س   ديس فدتت نج : ب  بيض

     0 1 2
0 0 0

1 1 2

2 3
c c c


   

     0 1 2
0 0 0

1 1 1 1

2 3 4
c c c


   

     
2

0 1 2
0 0 0 3

1 1 1 4

3 4 5
c c c






   

 ىذه ديجس   نج : كبح 

 
2

0
0 3

12 120
0.050465c






  

   
2

1 2
0 0 3

720 60
4.12251c c






    

 : في   كدي  ت ميا ديسمب فت ديررمك بت دي ر   ديثفن   ي   كبفي في 

xxf sin)(  

 :ى 

050465.012251.412251.4)( 2

2  xxxp 

 ديمس  ديح فن : كي بف 
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xxfدي في  : 7ديذ    sin)(  6دي  ميا ي سثفؿ  تفي ك 

 ق س  ديخظ  ديسمتنا: يشحدا

 :ببض 

     2 1 0
0 0 04.12251 , 4.12251 , 0.050465c c c     

 :ي بف 

 
b

a
n dxxpxfE 2))()(( 

 
1

0

22 ))()()(2)(( dxxpxpxfxf nn
 

     

     

1 1 2 1 02 2
0 0 00 0

1 2 1 02 2
0 0 00

(sin ) 2 (sin )( )

( )

x dx x c x c x c dx

c x c x c dx

     

 

 



 

254996856938.0)5234997020760.0(25.0  

2040002815417.0 

054536.02040002815417.011  EEE 
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 (:9بثفؿ)

 : في لك     كدي  ت ميا ديسمب فت ديررمك بت دي ر   ديثفن   ي 
xexf )( 

 .]1,1[كذي    ى ديسجفؿ

 ديح :

 يش   ي يشف  س   ديس فدتت دي في   : 1bك 1aك  2nيسة أ  لف 
        

1 1 1 10 1 2 2
0 0 01 1 1 1

1 1 xc dx c xdx c x dx e dx
   

      

       
1 1 1 10 1 22 3

0 0 01 1 1 1

xc xdx c x dx c x dx x e dx
   

      

       
1 1 1 10 1 22 3 4 2

0 0 01 1 1 1

xc x dx c x dx c x dx x e dx
   

      

 بت دي نفبةت ديدفي  :ك   يشحدا

21
1

1

1

1


 xdx 

0
2

1

1

2
1

1





x
xdx 

3

2

3

1

1

3
1

1

2 




x
dxx 

0
4

1

1

4
1

1

3 




x
dxx 

5

2

5

1

1

5
1

1

4 




x
dxx 

3504.2
1

))(1(
1

1

1

1

1

1


  e
eedxedxe xxx 
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7358.0
2111

1

1

1

1

1

1

1




















  ee
e

e
eedxexedxxe xxxx 

8789.0
52

2
1

2
1

1

1

1

2
1

1

2 
















   e

e
ee

edxexexdxex xxx 

 نج :  ف ك يفيظمي   نحديت بالحعويض في جملة المعادلا
     0 1 2
0 0 0

2
2 0 2.3504

3
c c c   

     0 1 2
0 0 0

2
0 0 0.7358

3
c c c   

     0 1 2
0 0 0

2 2
0 0.8789

3 5
c c c   

 ىذه ديجس   نج : كبح 

     0 1 2
0 0 00.99629 , 1.1036 , 0.53672c c c   

 : في   كدي  ت ميا ديسمب فت ديررمك بت دي ر   ديثفن   ي   كبفي في 
xexf )( 

 :ى 

2
2( ) 0.5367 1.1036 0.99629p x x x   

 يح فن :ديمس  د كي بف 
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xexfدي في  : 8ديذ    )(  7دي  ميا ي سثفؿ  تفي ك 

 ق س  ديخظ  ديسمتنا: يشحدا

 ي يشف

     0 1 2
0 0 00.99629 , 1.1036 , 0.53672c c c   

 كبشو:

 
b

a
n dxxpxfE 2))()(( 

 
1

1

22 ))()()(2)(( dxxpxpxfxf nn
 

     

     

1 1 2 1 02 2
0 0 01 1

1 2 1 02 2
0 0 00

( ) 2 ( )( )

( )

x xe dx e c x c x c dx

c x c x c dx

 
   

  

 



 

0.0144 

1 1 0.03795E E E   
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 :التقريب بالحدوديات المتعامدة  2-2-1-3
ه ديحفي  نح مض ذ   ى k i kx Q   في ك  ميا ي  : 

 
0

0 0 1 1

:

...

n

k k

k

n n

x c Q

c Q c Q c Q

 





   

 
 

(40) 

   ا نذ م  
   , , 0 ;j k j kQ Q j k     (41) 

ذٍ تنبف برحب    ش ئ G    دف  كي    ، قظمي  (35)ديس فدتت ديخظ   يجس 0

jc 
 :كسف ي  

    
 

0 ,
; 0,...,

,

j

j
j j

f Q
c j n

Q Q
   

 

(42) 

 

     

       

2, :

, :

b

j j j

a

b

j j

a

Q Q w x Q x dx

f Q w x f x Q x dx


 











 

 

(43) 

 كيح ت ديج كؿ دي في  لشيم دي كدؿ ديس  فب  :
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kd  kb  w x  ديسجفؿ
 ,a b 

 دس  ديح كدي  

2

1

4 k 
 2 1  1,1 Legendre 

 ليجندر

1
; 1

2

1
; 2

4

k

k





 


 
2 

 
1

2 21 x


 
 1,1 Chebyshev 

 جشبحشيف

 

   

   4 2

4

2 2

k k k k

k k

   

   

   

    

 

 

  

2 2

2 2 2k k

 

   



    

 

   1 1x x
 

 

 

 1,1 Jacobi 

 جاكوبي

 

 2
2

4 1

k k

k







 
 2 

 21 x


  1,1 Jacobi, 

   

2k 2 1k  xe   0, Laguerre 

 لاكير

2

k 2 2xe   , 

 

Hermite 

 هرميث

   4ديج كؿ 

 
 خبدص ديح كديفت ديس  فب  :

 ( شس  ت_ غمدـ يذ   ت فكد  ) kQيس ت  دف  ديح كديفت ديس  فب    -3
],[ضست ديسجفؿ     ba ديبزف   في يفيشدع  ي )(xw، :  كسف ي: 

0 ( ) 1Q x  

1 1( )Q x x b  

1 2( ) ( ) ( ) ( ) ; 2k k k k kQ x x b Q x d Q x k     (44) 

   ا:
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],[ bax 

 

 
1 1

1 1

,
; 1

,

k k
k

k k

xQ Q
b k

Q Q

 

 

  (45) 

 

 
1 1

2 2

,
; 2

,

k k
k

k k

Q Q
d k

Q Q

 

 

  (46) 

 ب  بة أ  :
   

     2
11 1, : .

b

kk k

a

x w x x Q xQ Q     

 

(47) 

kQ ي حػػػػ كديفت ديس  فبػػػػ    -4 0,1,...,k n 1n   ػػػػ  ديسجػػػػفؿ  ػػػػذري  ك  ػػػػ ي 
 ,a b 

],[ ب ػػػمؼ   ػػػى بجػػػفؿ بش ػػػوٍ xل  تػػػفي  يػػػػ  -5 ba  تػػػفي  يػػػػ  إيػػػىيس ػػػت تحبي ػػػو
t 1,1[  ى ديسجفؿ[  حبي  دي في  :كذي  يإ مدث دي 

22

ab
t

ab
x





 (48) 

 ب  بة أ :

 
1

12 2 2

b

a

b a b a b a
f x dx f t dt



   
  

 
  (49) 

 :لوجانذرالتقريب باستخذام حذوديات  1-2-2-1-3

 كىػػ   ػػػ كديفت ب  فبػػ     ػػى ديسجػػػفؿ  (:5) حاادوديات لهجانااادرتعريااف  1,1 
 يفيشدع  ي في  ديبزف: 

( ) 1w x  (50) 

 :كسف ي  كت ظى 



 6:  

 2
1

1
P (x) 1 ; 0,1,2,...

2 !

n n

k n n

d
x n

n dx


 
   

 
 (51) 

 خفص: يذ  

0P (x) =1 

1P (x) = x 

 2
2

1
P (x) = 3 1

2
x  

 3
3

1
P (x) = 5 3

2
x x 

 كدي ةق  دي نمدري :
       1 1

1
P (x) = 2 1 x P P

1
k k kk x k x

k
    

 (52) 

  كنة ظ
1

1

2
P (x)P (x)dx =

2 1
i j ij

i


  (53) 

 ىب: يب فن رفن  يح كديفت ديح  كديمس 
 
 
 
 
 
 
 
 



 6;  

 

 9ديذ   

 ت خذ ديذ  : n  كدي  ت ميا ديسمب فت ديررمك بت دي ر   

     0 0 0
0 10 1( ) ( ) ( ) ... ( )n nx c p x c p x c p x     

  ا      0 0 0
0 1, ,..., nc c c  (42) بت دي ةق 

 (:8بثفؿ)
xxfلك ػػػ    كديػػػ  ديسمب ػػػفت ديرػػػرمك بػػػت دي ر ػػػ  دركيػػػى ي  ػػػفي :  cos)(  ػػػى  

 يفس خ دـ   كديفت يب فن ر. ]1,1[ديسجفؿ 

 ديح :

 ديح كدي :  إيجفد إيىني ؼ 

   0 0
0 10 1( ) ( ) ( )x c p x c p x   

 سفي ف : ك  نف
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 
1

00 1
0 1

0 01

( ) ( )

( ) ( )

f x p x dx
c

p x p x dx









 

 
1

10 1
1 1

1 11

( ) ( )

( ) ( )

f x p x dx
c

p x p x dx









 

 كٍ  يسف يدفكيو نج : كب  بيض

 :كبشو

  10
0 1

1
cos sin1

2
c xdx


  

  10
1 1

3
cos 0

2
c x xdx


  

 :كبفي في 

( ) sin1x  

 ديح فن : كديمس 
 

 

xxfدي في  : 10ديذ    cos)(   8دي  ميا ي سثفؿ  تفي ك 
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  يشحدا ق س  ديخظ  ديسمتنا:
1 2

1
( ( ) ( ))E x f x dx


  

1 2 2

1
( ( ) 2 ( ) ( ) ( ))f x f x x x dx 


   

1 1 12 2

1 1 1
( ) 2 ( ) ( ) ( )f x dx f x x dx x dx 

  
     

 


1

1

2
1

1

1

1

2 )1(sin1sincos2)(cos dxdxxdxx 

321 2 IIIE  

4161468.1)4161468.1(2454649.1  

0385022.0 

196224.00385022.011  EEE 

 (:9بثفؿ)
xexfي  في :  ديثفن  لك     كدي  ديسمب فت ديررمك بت دي ر    )( ػى ديسجػفؿ  

]1,1[  فن ر.يفس خ دـ   كديفت يب 

 ديح :

 ديح كدي :  إيجفد إيىني ؼ 

     0 0 0
0 1 20 1 2( ) ( ) ( ) ( )x c p x c p x c p x    

 سفي ف : ك  نف

 
1

00 1
0 1

0 01

( ) ( )

( ) ( )

f x p x dx
c

p x p x dx









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 
1

10 1
1 1

1 11

( ) ( )

( ) ( )

f x p x dx
c

p x p x dx









 

 
1

20 1
2 1

2 21

( ) ( )

( ) ( )

f x p x dx
c

p x p x dx









 

 كٍ  يسف يدفكيو نج : كب  بيض

 
1

0 1
0

1 1

2 2

xe dx
c e

e

  
   

 


 

  10
1 1

3 3

2

xc xe dx
e

 
  
 

 

  10 2
2 1

5 1 5 7

2 3 3

xc x e dx e
e

     
        
     

 

 :كبفي في 

     0 0 0
0 1 20 1 2( ) ( ) ( ) ( )x c p x c p x c p x    

2( ) 0.2385429 1.103638 1.09569x x x    

  يشحدا ق س  ديخظ  ديسمتنا:
1 2

1
( ( ) ( ))E x f x dx


  

1 2 2

1
( ( ) 2 ( ) ( ) ( ))f x x f x x dx 


   

1 1 12 2

1 1 1
( ) 2 ( ) ( ) ( )f x dx f x x dx x dx 

  
     

321 2 IIIE  

3.62686 2( 3.1282) 3.58434 0.01726     
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1 1 0.13138E E E   

 ديح فن : كديمس 

 

xexfدي في  : 11ديذ    )(  9دي  ميا ي سثفؿ  تفي ك 

 (:10بثفؿ)
xxfلك ػػػ    كديػػػ  ديسمب ػػػفت ديرػػػرمك بػػػت دي ر ػػػ  دركيػػػى ي  ػػػفي :  cos)(  ػػػى  

]0,[ديسجفؿ   .يفس خ دـ   كديفت يب فن ر 

 ديح :
 دي حبي  دي في  :   جم ن

22

ab
t

ab
x





 

 ttx  1
222


 

 ك ش ئذٍ:
  11;

2
sin1

2
cos)( 








 ttttF


 

 ديح كدي :  إيجفد إيىني ؼ 
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   0 0
0 10 1( ) ( ) ( )t c p t c p t   

 سفي ف : ك  نف

 

1

00 1
0 1

0 01

( ) ( )
2

( ) ( )
2

b a
F t p t dt

c
b a

p t p t dt













 

 
1

10 1
1 1

1 11

( ) ( )

( ) ( )

F t p t dt
c

p t p t dt









 

 سفي ف : ك  نف

  1 10
0 1 1

1 1
( ) sin

2 2 2
c F t dt t dt



 

 
   

 
  

0
2

cos
1

2

1
1

1













t



 

  1 10
1 1 1

3 3
( ) sin

2 2 2
c tF t dt t t dt



 

 
   

 
  































 



1

1

1

1
2

cos
2

2
sin

2

2

3
dtttt








 

22

1

1

128

2

3

2
sin

22
0

2

3











































tt 

   0 0
0 10 1 2

12
( ) ( ) ( )t c p t c p t t




   

 xديس حبؿ إيىيفي بد  











x

ab

abx
t

2

)(

)(2
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2 3 3 2

12 2 24 12 24 12
( )

0.77404 1.21585

x x
x x

x

 


   

     
    

 

  

 

  يشحدا ق س  ديخظ  ديسمتنا:
2( ( ) ( ))

b

a
E x f x dx  

2 2

0
( ( ) 2 ( ) ( ) ( ))f x f x x x dx


    

1 12 2

0 1 1
( ) 2 ( ) ( ) ( )f x dx f x x dx x dx


 

 
     

54807365.1)54807365.1(2570796.1  

02272235.0 

150881.002272235.011  EEE 

 ديح فن : كديمس 

 

xxfدي في  : 12ديذ    cos)(   10دي  ميا ي سثفؿ  تفي ك 

 :هرميتالتقريب باستخذام حذوديات  2-2-2-1-3

 كىػػ   ػػ كديفت ب  فبػػ     ػػى ديسجػػفؿ :( 6هرمياا) )حاادوديات تعريااف  ,  
 يفيشدع  ي في  ديبزف: 
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2

( ) xw x e (76) 

 :كسف ي  كت ظى 

 
2 2

H (x) 1 ; 0,1,2,...
n

n x x
n n

d
e e n

dx

   
  

 (77) 

 خفص: يذ  

0 (x) =1H 

1(x) = 2xH 

2
2(x) = 4 2H x  

3
3(x) =8 12H x x 

 كدي ةق  دي نمدري :
   1 1(x) =2xH 2 H ; 1,2,...k k kH x k x k   (78) 

 تح ا دكدؿ ىمب ت ديخفص :
1

'H (x) 2 H (x) ; 0,1,2,...n nn n  (79) 

  كنة ظ
21

1
(x)H (x)e dx = !2x j

i j ijH j 

 (7:) 

 ىب: ىمب تديح فن  يح كديفت  كديمس 
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 13ديذ   

 ت خذ ديذ  : n  كدي  ت ميا ديسمب فت ديررمك بت دي ر   

     0 0 0
0 10 1( ) ( ) ( ) ... ( )n nx c H x c H x c H x     

  ا      0 0 0
0 1, ,..., nc c c  كدي   تج   ديخظ ، (42) بت دي ةق 

2 2( ( ) ( ))xE e x f x dx
 


  

     2
2

0 0 0
0 10 1( ) ( ) ... ( ) ( )x

n nE e c H x c H x c H x f x dx
 



     
   



 7:  

 بف يس ت.  لصرم

 :لاكيرالتقريب باستخذام حذوديات  3-2-2-1-3

 ى ديسجػػػػفؿىػػػػ   ػػػػ كديفت ب  فبػػػػ     ػػػػ  (: 7) كيياااارحاااادوديات لا تعريااااف  0, 
 يفيشدع  ي في  ديبزف: 

( ) xw x e (59) 

 :كسف ي  كت ظى 

 
1

; 0
!

n
n x

n x n

d
L x x e n

e n dx




  
 

 (60) 

 خفص: يذ  

0(x) =1L 

1(x) =1 xL  

 2
2

1
(x) = 2 4

2!
L x x  

  كنة ظ
   

0

0

1

x
m n mn

m n
e L x L x dx

m n


  
  


 (83) 

 ةق  دي نمدري :ك دي 
 

 

1 1

0

1
(x) = 2 1 (x) k (x)

1

1

!

k k k

ik
i

i

L k x L L
k

k
x

i i

 



    

 
  

 


 (84) 

 ىب: تك مديح فن  يح كديفت  كديمس 
 



 7;  

 

 14ديذ   

 ت خذ ديذ  : n  كدي  ت ميا ديسمب فت ديررمك بت دي ر   

     0 0 0
0 10 1( ) ( ) ( ) ... ( )n nx c L x c L x c L x     

  ا      0 0 0
0 1, ,..., nc c c  (42) بت دي ةق. 

 :تشبتشيفتخذام حذوديات التقريب باس 4-2-2-1-3

 كىػ   ػ كديفت ب  فبػ     ػى ديسجػفؿ (: 8تذبتذايف )حادوديات تعريف  1,1 
 يفيشدع  ي في  ديبزف: 

21

1
)(

x
xw


 (63) 

 :كسف ي   ظى كتُ 



 82  

( ) cos( arccos( )) ; 0nT x n x n  (64) 

 خفص: يذ  

1))arccos(0cos()(0 0  xxTn 

xxxTn  ))arccos(1cos()(1 1 
 :بة أ 

 خبدص دي بدي  ديسث ث   ديس  فب   نجم  دي حبي  : تس خ دـ

 cos)arccos(  xx 
 دي ةق  دي في  : تح اب  فب  ، كى      ديحك    ى    كديفت  xTn)(إف دي بدي 





















1

1

0

0
2

0

)()()(

nmif

nmif

nmif

dxxTxTxw mn



 (65) 

 كديفت تذ ح ذ ف ى : ةق  تنمدري  تمبط ب ت   دي يةضف   يذي 

1;)()(2)( 11   nxTxxTxT nnn (66) 

ظمي ػػػػ  بعدػػػػظ  ي   ػػػػى تبديػػػػ  تذ ح ذػػػػ ف   ػػػػى شػػػػ    ػػػػ كديفتيس ػػػػت ديحرػػػػبؿ 
 يفس خ دـ دي ةق  دي نمدري  درسفس   :

0 ( ) cos(arccos( )) 1T x x  

xxxT  ))arccos(1cos()(1 
12)()(2)( 2

012  xxTxTxxT 

xxxTxTxxT 34)()(2)( 3

123  
188)()(2)( 44

234  xxxTxTxxT 
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 ......كى ذد
12nتذ ح ذ ف ىبكنة ظ دف ب فب  لكحم در        كدي   . 

 ديح فن  يح كديفت تذ ح ذ ف ىب: كديمس 
 

f(x)=1

f(x)=x

f(x)=2x^2-1

f(x)=4x^3-3x

f(x)=8x^4-8x^2+1

-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0.2 0.4 0.6 0.8 1

-1.8

-1.6

-1.4

-1.2

-1

-0.8

-0.6

-0.4

-0.2

0.2

0.4

0.6

0.8

1

x

y

 

 15ديذ   

 ت خذ ديذ  : n  كدي  ت ميا ديسمب فت ديررمك بت دي ر   

     0 0 0
0 10 1( ) ( ) ( ) ... ( )n nx c T x c T x c T x     

  ا      0 0 0
0 1, ,..., nc c c  (42) بت دي ةق 

  ( :5مبرهنة )
صحمد  يدػ ظف    ػى ديسجػفؿ  n ييف 1nبت دي ر    xTn)(إف   كدي  تذ ح ذ ف 
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]1,1[ : ش  ديش ف  

nk
n

k
xk ...,,2,1;

2

12
cos 







 
  (67) 

 تح غ ق س يف دي أسى يفيك س  ديسظ     ش  ديش ف : xTn)(بت ذي   كلكثم
cos ; 1,2,...,k

k
x k n

n


 
    

 
 (68) 

 أي :
   1

k
n kT x    (69) 

 (: 9) حدوديات تذيبتذيف واحدية المعامل الرئيديتعريف 
)(كنمبػػػز ييػػػف يػػػفيمبز 

~
xTn

 ػػػ  تشػػػ    ػػػت  ػػػ كديفت تذ ح ذػػػ ف كىػػػ  ديحػػػ كديفت دي 
12  ى ديس فب  ديمئ د   xTn)(ب  د    n :كبشو 

1)(
~
0 xT 

1;)(
2

1
)(

~
1




nxTxT nnn (70) 

 كترعح دي ةق  دي نمدري :

)(
~

2

1
)(

~
)(

~
012 xTxTxxT  (71) 

2;)(
~

4

1
)(

~
)(

~
11   nxTxTxxT nnn (72) 

   يح كديفت تذ ح ذ ف كد  ي  ديس فب  ديمئ د :كديمس  ديح فن
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f(x)=1

f(x)=x

f(x)=x^2  -  (1/2)

f(x)=x^3  -  (3/4)(x)

f(x)=(x^4)  -  (x^2)  + (1/8)

-1.4 -1.2 -1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4

-1.4

-1.2

-1

-0.8

-0.6

-0.4

-0.2

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

x

y

 

 16ديذ   

)(كبسػػػف لف 
~

xTn ىػػػ  بزػػػف حفت يػػػػ)(xTn  يػػػذد ي  زػػػ  لف لصػػػحفر )(
~

xTn   ىػػػػ
  :، كى xTn)(لصحفر ليزف  

nk
n

k
xk ...,,2,1;

2

12
cos 







 
  (73) 

)(كسف لف ديك س  دي أسى يػ 
~

xTn : ش  ديش ف  
cos ; 1,2,...,k

k
x k n

n


 
    

 
 (74) 

   ا

 
 

1

1

2

k

n k n
T x




  (75) 
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يػػػ نت 
n

بجسب ػػػػ   س ػػػػ  ديحػػػ كديفت كد  يػػػػ  ديس فبػػػ  ديمئ دػػػػ  بػػػػت  إيػػػىتمبػػػػز  ~
)(خفصػػ  ىفبػػ   ػػ د  ت س ػػز بيػػف  إيػػى ةقػػ  ديدػػفي   ديتػػيد  .  nدي ر ػػ  

~
xTn

 ػػت  
يفق  ل زفث ديسجسب   

n
 سشذكمىف    ديسحمىش  دي في  . ~

  ( :6مبرهنة )
)(ديح كديفت 

~
xTn  1  اn :  ت س   يفيخفص  دي في 

   xpxT nxnxn 11111
max

~
max

2

1


 (76) 

nnكذي  ليف  كفنت  xp 
~

)(. 
   ترر م ديخظػ  ديشػفت   ػ   يفبدس خ إب فن   دتنست لىس     كديفت تذ ح ذ ف ي

 س  حفث.دت

 تذكرة:

],[ يظمي ػػ  تغػػمدن    ػػى ديسجػػفؿ n   كديػػ  دتسػػ  حفث بػػت دي ر ػػ  ba  ت ظػػى كسػػف
 ي  :

)()(...)()()()()( 1100 nnn xfxLxfxLxfxLxp  

   ا :

01 ,,..., xxxn  1,1[ن ف  بخ فر  بت ديسجفؿ[  َك]1]1,1  nCf .دي في  ديس ظى 

 كسف لفّ : 

 
 

nji
xx

xx
xL

ji
ji

j

i ,...,1,0,;)( 



 

 

  ( :7مبرهنة )

يػػػػػ نت  nxxx ,..., كيػػػػػ  ت  ]1,1[بجسب ػػػػػ  بػػػػػت ديش ػػػػػف  ديسخ  حػػػػػ  بػػػػػت ديسجػػػػػفؿ 10
]1,1[1  nCf 1,1[ ش ئذٍ ليف  كفنت[x  يب     د  [1,1]x :يح ا 
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    
 

   n

n

n xxxx
n

xf
xpxf 






...
!1

)()( 0

1  (77) 

 كي بف : 
)()(max 11 xpxfE nx   

 كبشو:

 
        nx

n

x xxxxxf
n

E 


 



 ...maxmax
!1

1
011

1

11  

 غمدن  .  كدي  دس  حفث ت xpn)(   ا

لنو ت يب   ق     ى  نة ظ x  يذي    ى نررّم ديخظ  تب  بت  دػت دخ  ػفر
01ديش ف   ,,... xxxn  1,1[بت ديسجفؿ[ كذي  ي رر م ديس  در   nxxxx  ...0 

لفّ  يسػػػف   0,..., xxxx n  بػػػ  ديمئ دػػػ  بػػػت دي ر ػػػ  ىػػػ    كديػػػ  كد  يػػػ  ديس ف
1n : إنيف تنبف لصرم بف يس ت  ش بف  

    )(
~

... 10 xTxxxx nn  

ديس ػػػػ در  إذد     nx xxxx  ...max ي ػػػػبف لصػػػػرم بػػػػف يس ػػػػت  شػػػػ بف تنػػػػبف  011
)(ىػػػ  لصػػػحفرkxديش ػػػف  

~
1 xTn  كدي ػػػ   ػػػ دىف(1k  بػػػت ل ػػػ )nk ,...,1,0   ل

 ى  : kx ش بف تنبف 













 

22

12
cos1

n

k
xk 

 لفّ  كبسف
 xTnxn 111

~
max

2

1
 

 ي  ز  : ىذد

   1111
~...~max

2

1
  nxn

xxxx 
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   nx xxxx   ...max 011 

 ي بف : كبفي في 

   
 

    xf
n

xpxf n

xnnx 1

1111 max
!12

1
max 




 (78) 

 :  (11)بثفؿ

) ي  ػػفي دتسػػ  حفث بػػت دي ر ػػ  ديثفن ػػ      كديػػ  لك ػػ ) sinf x x   ػػى ديسجػػفؿ  
]1,1[   ديسمتنا ق ر ق س  ديخظ ك يفس خ دـ لصحفر تذح ذ ف،ث. 

 ديح :

 :بت ديذ  ح كدي  ديسظ بب   في 2nيسف لف 

)()()()()()()( 2211002 xfxLxfxLxfxLxp  

 .2,1,0k  ا kxب   ديش ف  يش
2,1,0;

22

12
cos 












 k

n

k
xk  

2

3

6
cos0 0 











xk 

0
6

3
cos1 1 











xk 

2

3

6

5
cos2 2














xk 

 كبفي في :

0 1 2

3 3
, 0 ,

2 2
x x x


   

 كسف لف:
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0

3
( ) sin 0.4086

2
f x 

 
   

 
 

  00sin)( 1 xf 

2

3
( ) sin 0.4086

2
f x 

 
    

 
 

 كسف لف:
 
 

nji
xx

xx
xL

ji
ji

j

i ,...,1,0,;)( 



 

 

  

  
1 2 2

0
0 1 0 2

2 3
( )

3 3

x x x x
L x x x

x x x x

 
  

 
 

  
  

1
3

4
)( 2

2101

20
1 







 x

xxxx

xxxx
xL 

  

  
0 1 2

2
2 0 2 1

2 3
( )

3 3

x x x x
L x x x

x x x x

 
  

 
 

 كبشو:
)()()()()()()( 2211002 xfxLxfxLxfxLxp  

   

 

2 2
2

2

2 3 4
( ) 0.4086 1 0

3 3 3

2 3
0.4086

3 3

p x x x x

x x

   
          

 
    
 

 

x
x

xp 4718106.0
2500

3681
)(2  

 كديخظ  ديسمتنا:



 8:  

   
 

    3
1 1 2 1 12

1
max max

2 3 !
x xf x p x f x       

        xxpx xx 3

11211 sinmax
24

1
sinmax   

     
3

1
8

24

1
sinmax 211  xpxx 

 كي بف ديمس  ديح فن :

 

 17ديذ   

] ديسجػػفؿ إيػػى ]1,1[ بػػت ديسجػػفؿ kx يس ػػت تحبيػػ  ديش ػػف  , ]a b  كسػػف يحػػ ت يشػػف
 ديسثفؿ دي في :

 :  (12)بثفؿ

) ي  ػػػػفي  يثفيثػػػػ دتسػػػػ  حفث بػػػػت دي ر ػػػػ  دلك ػػػػ    كديػػػػ   ) xf x xe   ػػػػى ديسجػػػػفؿ  
[0 ,  .ك يفس خ دـ لصحفر تذح ذ ف [1.5

 ديح :

3nيسف لف   بت ديذ  ح كدي  ديسظ بب   في: 

2 0 0 1 1 2 2 3 3( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )p x L x f x L x f x L x f x L x f x    



 8;  

 
     0.5 1.5

2 0 1 2 3( ) ( )0 ( ) 0.5 ( ) ( ) 1.5p x L x L x e L x e L x e    

 يف مدث ديحدفيفت نج :
3 2

0( ) 1.3333x  +4.0000x  -3.6667x+ 1,L x  

3 2
1( ) 4.0000x  +10.000x  +6.0000x,L x  

3 2
2( ) 4.0000x  8.000x -3.0000x ,L x   

3 2
3( ) 1.3333x - 2.000x +0.66667x ,L x  

 كبفي في :
3 2

3( ) 1.3875x +0.057570x  +1.2730 .p x  

0,1,2,3k  ا kxب   ديش ف  ن . 
2 1

cos ; 0,1,2,3
8

k
k

x k
 

  
 

 

00 cos 0.92388,
8

k x
 

    
 

 

11 0.38268,k x   

2
5

2 cos 0.3826,
8

k x
 

     
 

 

3
7

3 cos 0.92388,
8

k x
 

     
 

 

ىذه درصػحفر ر ػ  ديسجػفؿ  1,1 ، 0]ل ػ  ديسجػفؿ ك بػت , ن ػبـ يفي حبيػ   [1.5
 دي في :
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   

   

1

2

1
1.5 0 1.5 0

2

0.75 +0.75

k k

k

k

x b a x b a

x

x

     

     



 

 كبفي في :
0 1 2 31.44291, 1.03701, 0.46299, 0.05709x x x x    

 كسف لف:

  3 2
0 1.8142x  2.8249x  +1.0264x  0.049728,  L x


   

  3 2
1 4.3799x  +8.5977x  3.4026x 0.16705,L x


    

  3 2
2 4.3799x 11.112x +7.1738x  0.37415,L x


   

  3 2
3 1.8142x 5.3390x +4.7976x 1.2568.L x


   

 كبفي في :

  3 2
3 1.3811x +0.04465x  +1.3031x 0.014352 .P x


  

 كي بف ديمس  ديح فن :
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 :3ديذ   

 ي خفػػ ض در ػػ  طمدئػػا إيجػػفديس ػػت دتسػػ حفد  ليزػػف  بػػت  ػػ كديفت تذ ح ذػػ ف  ػػ  
ح ذػ ف تس ػ   ػ كديفت تذ   كدي  دي  ميا بػ  لقػ  خدػفر  بس شػ  ي  قػ  كذيػ  رف 

 يفن أفـ   ى  بجفؿ بف . ت بزعصرمك ك أسى يفيك س  ديسظ     ف  ق س

 بت ديذ   : nيشحمض لنشف نمي  ت ميا   كدي  دخ  فري  بت دي ر   
01

1

1 ...)( axaxaxaxp n

n

n

nn  

 

   ى دركثم . 1n يح كدي  بت دي ر   ]1,1[  ى ديسجفؿ  

1)(ديسبضبع ديس ركس ىب دخ  فر xpn 1بت n  يح ا ي بف 
)()(max 111 xpxp nnx   

 لصرم بف يس ت . 

 نة ػػظ لف 1( ) ( ) /n n np x p x a  ىػػػ    كديػػػ  كد  يػػػ  ديس فبػػػ  ديمئ دػػػ  بػػػت
 :ي بف   ا بحمىش  سفي كبفي في   د nدي ر   

1111
2

1
)()(max

 
nnnx xpxp 

 ديسدفكد   ش بف : كت ح ا
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 1( ) ( ) / ( )n n n np x p x a T x  (79) 

  ي ش  لنشف يجا لف نخ فر : ىذد

1( ) ( ) ( )n n n np x p x a T x   (80) 

 دتخ  فر يرعح ي يشف: كبيذد

 1
1 1 1 1 1

( ) ( )
max ( ) ( ) max n n

x n n n x
n

p x p x
p x p x a

a


      


  

1111
2

)()(max
 

n

n

nnx

a
xpxp (81) 

 (:13بثفؿ)
xexfي ػػػفي : ف ديػػ  ت يػػػ يش )( 1,1[ديسجػػػفؿ ديس ػػػم    ػػػى  ك[ بدسػػػظ    كديػػػ  ب

  بفؾ يبردف بت دي ر   ديمدي  :

2462
1)(

432

4

xxx
xxp  

  كخظ  دتق ظفع ىب:
    

)!1(
)(

11






n

xxf
xR

nn

n


 

 ل :
      

023.0
120120!5

)(

555

4 
exexxf

xR

x
 

11  ا   x. 
 ي ر   ديثفيث  ت ظى يفي ةق :ديح كدي  بت د

)(
~

)()( 4443 xTaxpxp  
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









8

1

24

1

2462
1 24

432

xx
xxx

x 

32

6

1

24

13

192

191
xxx  

 :كبيذد ي بف  

0053.0
192

1

2

24

1

)()(
334  xpxp 

  كديخظ  ديسمتنا ي بف  فص   س  ىذد درخ م ب  خظ  دتق ظفع:

0283.0023.00053.0 E 

 كديمس  ديح فن :

f(x)=e^x

f(x)=1 +  x  +  (x^2)/2  +  (x^3)/6  +  (x^4)/24

f(x)=191/192  +  x   +  (13/24 ) x^2  +   (1/6) x^3

-1.4 -1.2 -1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4

-1

-0.5

0.5

1

1.5

2

2.5

x

y

 

 ;3ديذ   
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 المرتكب :تقدير الحد الأعلى للخطأ  3-1-3
يػ يشف  فعحػمض لنّػوسحا آخم يػ  بنف تسػ خ دـ  ػ كديفت تذح ذػ ف،  يب     ديحك    

) كسف    تفي  ردن   دي ذبدئ   غ م بش أس  دي بزي ، كتُدحا لخظفث كح م ي ض ديش ف  
ح ذػ ف  شػ  ديش ػف  ديسش أسػ  يس ششػف يفسػ خ دـ تبديػ  تذ(، 3ديذ  دُرس ب ح      د  

، كتح يػػ   ػػ د ديش ػػف  ديةزبػػ  ي حرػػبؿ   ػػى دقػػ  دردسػػ  ديحػػ  در  ػػى ي خظػػ دي بزيػػ  
 .ب ظف 

 :  Rivlin's Theorem(8) ريفلن بحمىش  
يػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػ نت  ,f C a b ،يحػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػمض  كnP   كديػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػ  تذػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػح  ف  ، 

ك
 

 
deg

infn n
p n

f P f P E f 


     :ٍش ئذ   

   2 log 2n nf P n E f 


        

يفسػػ خ دـ ديخظػػ  ديسمتنػػا  ديخظػػ  ديسمتنػػا يفسػػ خ دـ  ػػ كديفت تذح ذػػ ف يػػت ي جػػفكز
بزمكبفي يفيس  در بت دي ر   ذدتيف لخمك    كديفت 2 log 2n   . 
 : Jackson’s Theorem (9) اكيدهن جمبرهنة 

 ،  إف:ريح ت ذدتيف يسحمىش  ضست ديحمض فت

 
 log6

1
n

n
f P f b a

n 

 
    

 
    

nم بػت ل ػ  يحػ كديفت تذح ذػ ف س دػ ى ي رػح ديخظػ  ف  لح ت يشػف ك تُ    ىػذه دي ةقػ ،
 تُح د يشف   د ديش ف  ديسظ بب  بت ل   دق  ب  ش  ب ظف .

 :(01)مبرهنة
يػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػ نت  1,1f C ك ، 

, ,...,
k

f f f تبديػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػ  ب  فربػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػ  يػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػفتطةؽ، 
ك

2
or


 ، 

2

1
w x

z x



، ك k

f:ٍبب بد ،  ش ئذ 
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  - ل

 

 

    
;

2 1 ... 2

k
k

n

f
E f n k

n n n k

 
  

   
    

يحمض  -       ; : sup x yw f f x f y    
  ش ئذٍ: 

  ;
1

nE f w f
n

 
  

 
    

 :  Timan’s Theorem(00) تيمانمبرهنة 
ي نت  ,f C a b:ٍش ئذ  ، 

 تح ا: nPتب     كدي  

   
2 2

2 2

1 1 1 1
;

k

k
n k

x x
f P x c w f

n nn n

    
      
   
   

    

 : Sinwel and Runck Theorem (01) رانكسينهيل و مبرهنة 
ي نت  1,1f C :ٍش ئذ  ، 

 تح ا: nPتب     كدي  

 

 

    

2

2

1 1
;

2 2 4 ... 2

k k

n

f
x

f P x n k
n n n n kn

        
     
 
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 خطي:ال غير تقريبال 2-3
يحمض  ,f C a bك ، 0 1, ,..., ,n C a b      بالثهاب)تبدي  بمتعظ  خظ ف  ، 

) كدي  ميػػا غ ػػم ديخظػػ  ىػػب ديعحػػا  ػػت تػػفي  )x   بديػػ  ديب تيػػ  ( ) ,k x a b  
 سف ي  :ك

         0 0 1 1

0

, ...
n

n n k k

k

x c c x c x c x c x    


      (82) 

 بثفؿ
     4

2 2
0 1 2 3 0 1 2 5 3, , , , ln 1c xx c c c c c c e c c x c x      

بذفيو ي   ميا ديخظ  نعحا  ت تفي   ك يذ   ,x c  ُح ا:ي 
    

 

2 20
2

2
0

2
0 1

min ( ) ,min

min , ,...,

N

i i i
S S i

n
S

ff w f x x c

D c c c

 



 
  



   





 

 

 

(83) 

ب ظح ػػا ديذػػمك   2

0 , 0,...,
j

D
j n

C


 


، نحرػػ    ػػى  1n  غ ػػم   ب ػػفدتت س ػػ 

0خظ ػ  يفيشدػػع  ي سجفى ػػ  
j

C . ميػػادي يسدػػ ي تػُػ  ى ديسدػػ ي    ش ئػذٍ ك  ي   ميػػا دربثػػ   
 غ م ديخظ . 

 إف     س   ب فدتت غ م خظ   ىب يحا دربث  فت )ديحر  ديخفبس(
بػت  س ػ  ب ردس  ي ض دي بدي  دي   يس ت لف تيكؿ يإ مدث تحبي  بشفسا  دلآفسش بـ 

  س   ب فدتت خظ  . إيىديس فدتت غ م ديخظ   
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من الذكل  تابع أسيبتقريب ال 1-2-3 axbe: 
يػػ نت يػػ يشف ديح فنػػفت ديس ظػػف   ),(.,),........,(),,( 2211 nn yxyxyx ، نميػػ  ت ميػػا ىػػذه

  بت ديذ  :  في  لس ديح فنفت ب
axbey  (84) 

axby  )ln()ln(  axbey  

  ديمببز دي في  : كبفس خ دـ
)ln( yY  

)ln(bB  

aA  

xX  

    ى ديس فدي : نحر 
BAXY  

 ديس  فد .نحدا ف و ديثبدبت يفيظمي    تفي  خظ  بكى
 ملاحظة:
 .   تفي  يبغفري س  لك كدم  لك بث ث  إيىن  فب  بت ل   دي  ميا  نحدو كبفيذ  

 (36بثفؿ)
  ث  د دا ق س  ديخظ  ديسمتنا: تفي  لس  إيىقم  ديح فنفت دي في   

 
4 3797 3772 3747 3 

ix 
:768 9767 8775 779; 7732 

iy 
 
 
 



 9:  

 ديح :
axbeyديسظ بب  بت ديذ  :  دي في . 5n  د ديح فنفت ديس ظف   . 
 نجم  دي حبي  دي في :

)ln( yY  

)ln(bB  

aA  

xX  

    ى ديس فدي : شحر  
BAXY  

 
5 4 3 2 3 i 

2.135 2.008 1.876 1.756 1.629 )ln( ii yY  
  كي بف:

   

 
0

0

1

1

xy x y

xx x x

N S S S
c

N S S S

 


 
  

 

 

 
0

1 1

xx y xy x

xx x x

S S S S
c

N S S S




 
  

   ا 





n

i

iy

n

i

iixy

n

i

ixx

n

i

ix ySyxSxSxS
111

2

1

,,, 

  كبفي في :
5.7275.15.125.11

5

1


i

ix xS 
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87.114625.325.25625.11
5

1

2 
i

ixx xS 

422.1427.4514.3814.2195.2629.1
1




n

i

iixy yxS 

404.9135.2008.2876.1756.1629.1
5

1


i

iy yS 

 0
0

5(14.422) (7.5)(9.404)
0.5056

5(11.875) (7.5)(2)
c


 



 

 
 0
1

(9.404)(11.875) (7.5)(14.422)
1.122

5(11.875) (7.5)(2)
c


 



 

  كبشو:
5056.0 aA 

071.3122.1)ln( 122.1  ebbB 

  :ديسظ ب  دي في كبشو 
0.5056( ) 3.071 xy f x e  

  كديخظ  ديسمتنا:
 




n

i

ax

i
ibeyE

1

2
 

  



5

1

2
5

1

25056.0
071.3

i

i

i

x

i deyE i 

 
 
 
 
 



 :2  

    ا:
2

id )( ixf iy 
ix i 

0.00003 5.09475 5.10 1 1 
0.00008 5.78136 5.79 1.25 2 
0.00092 6.56041 6.53 1.5 3 
0.00003 7.44464 7.45 1.75 4 
0.00015 8.44793 8.46 2 5 

  كبشو:
0.00121E  

  كديمس  ديح فن :

X Axis (units)

Y
 A

x
is

 (
u
n
it
s
)

0.0 0.4 0.7 1.1 1.5 1.8 2.20.00

1.55

3.10

4.65

6.20

7.76

9.31

 

 36دي  ميا ي سثفؿ  كدي في : ديح فنفت 42 ديذ  

 
 



 :3  

كث م  ػ كد بػت دي ر ػ  ديثفيثػ  )يظمي ػ  ديسمب ػفت ديرػرمك(  ب في كنج  ليزف  دي  ميا 
  يشحس ديح فنفت ديس ظف  سفي ف  ي خذ ديذ  :

3 20.21333 0.02286 1.93524 2.97743y x x x    

 ديمس  ديح فن : كي بف 
S = 0.04428218

r = 0.99995553

X Axis (units)

Y
 A

x
is

 (
u
n
it
s
)

0.0 0.4 0.7 1.1 1.5 1.8 2.20.00

1.55

3.10

4.65

6.20

7.76

9.31

 

 36ي سثفؿ  5دي ر    بت ح كدي دي دي  ميا ك تفي : ديح فنفت 21 ديذ  

كث ػػم  ػػ كد بػػت دي ر ػػ    ػػفي درسػػ  ل زػػ  بػػت دي  ميػػا ب في ػػفي نة ػػظ لف دي  ميػػا ي
 .ديثفيث 

 من الذكل قهةتابع بتقريب ال 2-2-3 abx: 
يػػ نت يػػ يشف ديح فنػػفت ديس ظػػف   ),(.,),........,(),,( 2211 nn yxyxyx ، نميػػ  ت ميػػا ىػػذه

  بت ديذ  : قب   في ح فنفت بدي
abxxf )( (85) 



 :4  

 ن بـ يفي حبي  دي في :
 
)ln()ln()ln( xaby   abxy  

 كببض :
xX  aA  )ln(bB  )ln( yY  

 نج :
BAXY  

 ديثبدبت يفيظمي   ديس  فد .  ى ف و  نحر  تفي  خظ  بكى
  في  خفص :

  نج  لف :شف ب  بب   إن aت ق س  إذد كفن








n

i

a

i

n

i

a

ii

x

xy

b

1

2

1 

 (:37بثفؿ)
)(23:دي في  إيىقم  ديح فنفت دي في    bxxf .  

iy 
ix i 

88 58 1 
225 108 2 
365 150 3 
687 228 4 

 ديح :
  ك  نف لف:



 :5  








4

1

3

4

1

2
3

i

i

i

ii

x

xy

b 

)228)(687()150)(365()108)(225()58)(88( 2
3

2
3

2
3

2
34

1

2
3


i

ii xy 

4640.3327103 

16682176)228()150()108()58( 3333
4

1

3 
i

ix 

  :كبفي في  نج 
19944062.0

16682176

4640.3327105
b 

 (:38بثفؿ)
2:دي في  إيىقم  ديح فنفت دي في   

2

1
)( bxxf .  

iy 
ix i 

0.1960 0.2 1 
0.7850 0.4 2 
1.7665 0.6 3 
3.1405 0.8 4 
4.9075 1.0 5 

 ديح :
  ك  نف لف:








5

1

4

5

1

2

2

1

i

i

i

ii

x

xy

b 



 :6  

)9075.4()8.0)(1405.3(

)6.0)(7665.1()4.0)(7850.0()2.0)(1960.0(

2

222
5

1

2




i

ii xy
 

6868.7 

5664.1)1()8.0()6.0()4.0()2.0( 44444
5

1

4 
i

ix 

  كبشو:

9073.4
5664.1

6868.7

2

1
5

1

4

5

1

2











i

i

i

ii

x

xy

b 

  كبفي في :-
8164.9)2)(9073.4( b 

29073.4)( xxf  
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S = 0.00011603

r = 1.00000000

X Axis (units)

Y
 A

x
is

 (
u
n
it
s
)

0.0 0.2 0.4 0.6 0.7 0.9 1.10.00

0.90

1.80

2.70

3.60

4.50

5.40

 

 38ي سثفؿ  : ديح فنفت ك تفي  دي  ميا22 ديذ  

 أشكال أخرى: من تهابع إلىتقريب ال 3-2-3
  :بت ديذ   خظ  تفي  إيىغ م ديخظ    ي ض دي بدي تحبي  يس ت 

BAXY  

 
 
 
 
 
 
 



 :8  

  كسش رج ديج كؿ دي في  :
 

 غ م ديخظ  دي في  طمي   دي حبي  دي مب ز
xXaAbByY  ,,ln,ln axby  lnln axbey  

xXaAbByY  ,,ln,ln xaby lnlnln  abxy  

x
XaAbByY

1
,,,  










x
aby

1
 

x

a
by  

xX
b

A
b

a
B

y
Y  ,

1
,,

1
 



















b

a

b
x

y

11
 

ax

b
y


 

xXaAbB
y

Y  ,,,
1

 bax
y


1

 
bax

y



1

 

xXaAbByY ln,,,   bxay  ln 

xXaAbB
y

Y  ,,,
1

 bax
y


1

 
 2

1

bax
y


 

xXaAbB
x

y
Y  ,,ln,ln axb

x

y









lnln axbey x  

xXaA

bB
y

L
Y





,

,ln),1ln(
 

axb
y

L
 ln)1ln( 

1   ا ثفبت ب  بـ ax

L
y

be



 

xXaAbByY cos,,,   bxay  cos 

xXaAbByY sin,,,   bxay  sin 

 5ديج كؿ 

 :دي بدي  غ م ديخظ   ديمس  ديح فن  كيبضح



 :9  

 

 22ديذ   



 ::  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 :;  

 تمارين

ي ر ػػػ  بػػػت د ديرػػػرمك، ديسمب ػػػفت يفسػػػ خ دـ طمي ػػػ كث ػػػم  ديحػػػ كد  لك ػػػ -3 1,2,3 
 :دي في    ديح فنفتدي   ت م  ك 

1 2 3 4 5i
 

0 0.25 0.5 0.75 1.00

1.0000 1.2840 1.6487 2.1170 2.7183

i

i

x

y

 

لك ػػػ  كث ػػػم  ديحػػػ كد يفسػػػ خ دـ طمي ػػػ  ديسمب ػػػفت ديرػػػرمك، بػػػت دي ر ػػػ  -4 1,2,3 
 ػػ  كػػ   فيػػ  كدرسػػ  ديس ظ ػػفت  Eد دػػا ديخظػػ  كدي ػػ  ت ػػم  ديح فنػػفت دي في ػػ ، ثػػ  

 ككث مدت ديح كد.
1.0 1.1 1.3 1.5 1.9 2.1

1.84 1.96 2.21 2.45 2.94 3.18
i

ix

y

 

لك ػػػ  كث ػػػم  ديحػػػ كد يفسػػػ خ دـ طمي ػػػ  ديسمب ػػػفت ديرػػػرمك، بػػػت دي ر ػػػ  -5 1,2,3 
رسػػ  ديس ظ ػػفت  ػػ  كػػ   فيػػ  كد Eكدي ػػ  ت ػػم  ديح فنػػفت دي في ػػ ، ثػػ  د دػػا ديخظػػ  

 ككث مدت ديح كد.
 

0 0.15 0.31 0.5 0.6 0.75

1.0 1.004 1.031 1.117 1.223 1.422
i

ix

y

 

 ي  ت ي يشف ديس ظ فت دي في   :-6
4.0 4.2 4.5 4.7 5.1

102.56 113.18 130.11 142.05 167.53

i

i

x

y

5.5 5.9 6.3 6.8 7.1

195.14 224.87 256.73 299.50 326.72

i

i

x

y

 

 
 
 



 ;2  

بػػت دي ر ػػ  دتكيػػى  كث ػػم  ديحػػ كد يفسػػ خ دـ طمي ػػ  ديسمب ػػفت ديرػػرمك دنذػػئ  - ل
 كد دا ديخظ .

بػػت دي ر ػػ  ديثفن ػػ  ديرػػرمك  كث ػػم  ديحػػ كد يفسػػ خ دـ طمي ػػ  ديسمب ػػفتدنذػػئ  -  
 كد دا ديخظ .

بػػت دي ر ػػ  ديثفيثػػ   كث ػػم  ديحػػ كد يفسػػ خ دـ طمي ػػ  ديسمب ػػفت ديرػػرمك دنذػػئ  - ت
 كد دا ديخظ .

     axbeديذػ     تذد كث م  ديح كد يفس خ دـ طمي   ديسمب فت ديرػرمك دنذئ  - ع
 كد دا ديخظ .

    abeديذػػ     تذدديسمب ػػفت ديرػػرمك  كث ػػم  ديحػػ كد يفسػػ خ دـ طمي ػػ دنذػػئ  - ج
 كد دا ديخظ .

 ي  ػػفي لك ػػ  ت ميعػػفت كث ػػم   ػػ كد لصػػرم ديسمب ػػفت ديخظ ػػ  -7 f x  ديسجػػفؿ   ػػى
 ين  بت ديسدفئ  دي في   : ديسذكبر

 ل( 2( ) 3 2, 0,1 ;f x x x               )      3( ) , 0,2 ;f x x   

ج(              
1

( ) , 1,3 ;f x
x

             )د      ( ) , 0,2 ;xf x e 

 ق( 
1 1

( ) cos sin 2 , 0,1 ;
2 3

f x x x      )ك  ( ) ln , 1,3 ;f x x x 

 ي  بديػ بػت دي ر ػ  ديثفن ػ   كث م  ديحػ كد يفسػ خ دـ طمي ػ  ديسمب ػفت ديرػرمك لك   -8
 ديسمد    . تتديسجف(  ى 7ديبدرد     دي سميت )

 ديرػػرمك ديخظ ػػ  يفسػػ خ دـ طمي ػػ  ديسمب ػػفت ديرػػرمك حػػ كد ديلك ػػ  ت ميػػا كث ػػم  -9
 ديسجفؿ  ى  1,1  دي في  : ي  بدي 

)2ل(    ) 2 3f x x x                    )  3( )f x x  



 ;3  

1ج( 
( )

2
f x

x



)د(                             ) xf x e 

1 ق( 1
( ) cos sin 2

2 3
f x x x           )ك ( ) ln( 2)f x x  

E  د دا ديخظ -:  (.9ك  8ك   7ريت)فديشفت   ت دي  ميعفت دي س 
 
0شػػػػس  ت ي نػػػػبف -دسػػػػ خ ـ طميحػػػػ  غػػػػمدـ-; 1 2 3( ), ( ), ( ), ( )x x x x     ديس    ػػػػ

 في  :  ل(يفيح مدت دي  0,1          )   0,2            )ج  1,3 

1شػػػػػػػػػػػػػػػػػس  ت يحدػػػػػػػػػػػػػػػػػف –دسػػػػػػػػػػػػػػػػػ خ ـ طمي ػػػػػػػػػػػػػػػػػ  غػػػػػػػػػػػػػػػػػمدـ  -32 2 3, ,L L L ػػػػػػػػػػػػػػػػػا  
 0 1 2 3, , ,L L L Lبجسب ػػ  كث ػػمدت  ػػ كد ب  فبػػ    ى 0,  ديػػبزف  ي ػػفي يفيشدػػع 

( ) xW x e    0ك  ػػػػا ( ) 1L x    تدػػػػسى كث ػػػػمدت ديحػػػػ كد ديشفتجػػػػ   ػػػػت ىػػػػذه
 ديظمي   كث مدت   كد تغ م.

ك يفسػ خ دـ طمي ػ   (32دس خ ـ كث ػمدت  ػ كد تغ ػم ديسحدػبب   ػ  دي سػميت ) -33
دي ر ػ  دتكيػى ,ديثفن  ,ديثفيثػ   بت ك ررم ديح كد دييحدف  كث مدت  ديسمب فت ديررمك 

  ى ديح م   0,  ديبزف  ي في يفيشدع ( ) xW x e   دي في  : دي بدي    لبت 

 ل(  
2( )f x x                  )  

3( )f x e  

 ج(
3( )f x x                    )د 

2( ) xf x e  

 :دي بدي لف  لثحت -34

0 1

1 2 1

1 1 1
( ) , ( ) cos ,..., ( ) cos ,

2

1 1
( ) sin ,...., ( ) sin( 1)

n

n n

x x x x nx

x x x n x

  
  

 
 

 

   
     

   

   
     
   

 

 



 ;4  

 ب  فبػ     ػى ,    يفيشدػع( ) 1w x رشفد:دسػ خ دـ ديس ظػفي   ت ديسث ث ػ ت .)إ

)cosػديس      ت ب ),sin( )mx nx mx nx  )ي عد ط دي نفبةت 
 ي  بديػػػ بػػػت دي ر ػػػ  ديثفن ػػػ   دسػػػ  حفثي نػػػبيت كث ػػػم   ػػػ كد  3Tدسػػػ خ ـ لصػػػحفر  -35

 دي في   : كديسجفتت
) ل( ) xf x e                       )  ( ) sinf x x 

) ج( ) ln( 2)f x x                )د 
4( )f x x 

(  ػػػػػػػى 35يخظػػػػػػػ  دي  ميػػػػػػػا  ػػػػػػػ  دي سػػػػػػػميت) در أسػػػػػػػ  در  ػػػػػػػى ديحػػػػػػػ لك ػػػػػػػ   -36
ديسجفؿ 1,1. 

 ي بديػػػ تنذػػػفث كث ػػػم   ػػػ كد دسػػػ  حفث بػػػت دي ر ػػػ  ديثفيثػػػ    4Tدسػػػ خ ـ لصػػػحفر  -37
 (.35دي سميت)

بت  دس  حفثي سجفؿ ديس ظى ي نبيت كث م    كد كتحبيةت  3Tدس خ دـ لصحفر -38
 دي في  : ي  بدي دي ر   ديثفن   

ل(              
1

( ) , 1,3 ;f x
x

             )       ( ) , 0,2 ;xf x e  

 ق( 
1 1

( ) cos sin 2 , 0,1 ;
2 3

f x x x      )ك  ( ) ln , 1,3 ;f x x x 

 .لك   ديح  در  ى در أس  ي خظ  ديسمتناث  
)بمىت لف ك  كث م    كد تذح ذ ف  -39 )nT x : تح ا دي ةق 

 
21

2
1

( )

21

nT x
dx

x








. 

 
 



 ;5  

 : ي  بدي تذ ح ذ ف  ت ميالك    -:3
) )ل( ) xf x e  )ديح دف دركتف   ط( 

) ( ( ) cosf x x )ديح كد ديثةث  دركدئ    ط( 

) )ج( ) sinf x x )ديح كد دترب   دركدئ    ط( 
) )د( ) xf x e )ديح كد ديخسد  دركدئ    ط( 

 ي  بدي  دي في  :بت دي ر   ديثفن    يب فن رلك   ت ميا  -;3
 ل(   4( ) ln 1 , 1,1 ;f x x             )       ( ) , 0,2 ;xf x e  

 (ج   ( ) sin , 0,1 ;f x x             ع)    ( ) cos , 1,1 ;f x x  

 

)3:دي في  إيىقم  ديح فنفت دي في    -42 )f x bx.  
iy 

ix i 

0.1960 0.2 1 
0.7850 0.4 2 
1.7665 0.6 3 
3.1405 0.8 4 
4.9075 1.0 5 
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 الفصل الثاني

 المعادلات الخطية ةجملالعددي لحل ال

Numerical Solution System of Linear Equations 

 مقدمة  1-
 الرياضديةة جددا  يدا العمدو  مهمال وعاتجمل المعادلات الخطية من الموضتُعد 

  وذلددل لنونهددا تعددرا عنددد دراسددة مع دد  ال ددوانر الت ددا تواجهنددا والهندسددية و الزياياةيددة 
نال موضدو  ييجداد ومدول ندذج الجمدل انتمدا  العديدد مدن العممدا  ممدا جعدل دراسدة  وقد

طراةددح وددل نددذج الجمددل  مددرا  يددا وايددة اننميددة ولددذلل  سنسددتعر  يددا نددذا الز ددل 
 .عع   شهر الطراةح المستخدمة لول جمل المعادلات الخطية

 جممة المعادلات الخطية عزر   ن ه لدينا
11 1 12 2 1 1

21 1 22 2 2 2

1 1 2 2

n n

n n

n n nn n n

a x a x a x b

a x a x a x b

a x a x a x b

   

   

   

 (1) 

 :يمنن يعادة نتاعة نذج الجممة ويح الشنل الم زويا التالاالتا و 
AX b     (2) 

 :ويثُ 

 
11 1

1

n

n

n nn

a a

M R

a a

 
 

 
 
 

و 
1

n

b

b

b

 
 

  
 
 

و  
1

n

x

X

x

 
 

  
 
 

 (3) 
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 : تمهيد رياضي 2-
 (:1)تعريف

يُقال عن الم زوية nA M R  ندان  يذا شاذةين هداdet( ) 0A   ن هدا ويدر وا 
)detنان  يذاشاذة  ) 0A . 

 (:2)تعريف
يُقال عن الم زوية nA M R  ندان  يذا متنااررةين هداTA A  ُويدثTA 

 .Aمنقول الم زوية
 (:3)تعريف

يُقال عن الم زوية nA M R  نان  يذا واحديهين ها 
0 ;

1 ;
ij

i j
a

i j


 


 (4) 

 .nIويرما لها عادة  عالرما
 (:4)تعريف

يُقال عن الم زوية nA M R  نان  يذا قطريةين ها 
0 ;i ja i j      (5) 

 (:5)تعريف
يُقال عن الم زوية nA M R  نان  يذا مثلثية علياين ها 

0 ;ija i j      (6) 
 .Uويُرما لها عادة  عالرما
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 :(1)مثال
2 1 3

0 4 5

0 0 3

U

 
 

  
  

  (7) 

 (:6)تعريف
يُقال عن الم زوية nA M R  نان  يذا مثلثيه سفلىين ها 

0 ;i ja i j      (8) 
 .Lويرما لها عالرما 

 :(2)مثال
2 0 0

1 4 0

4 2 1

L

 
 

  
 
 

  (9) 

 (:7)تعريف
يُقدددددال عدددددن الم دددددزوية nA M R  قطرياااااا   مسااااايطرةين هدددددا Diagonally 

Dominant نان يذا  

1

; 1, ,
n

i j i j

j
i j

a a i n



  (11) 

 (:8)تعريف
عن الم زوية يُقال nA M R  قطرياا  تماماا   مسايطرةين ها Strictly Diagonally 

Dominant  نان  يذا 

1

; 1, ,
n

i j i j

j
i j

a a i n



  (11) 
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 (:3)مثال
 نالتنن لدينا الم زويت

6 4 3

4 2 0

3 0 1

B

 
 

  
  

و              
7 2 0

3 5 1

0 5 6

A

 
 

  
  

 (12) 

 قطريا ؟ مسيطرة ي من ناتين الم زويتين 
 :الول

 :توقح  ن   Aين  الم زوية
7 2 0

5 3 1

6 0 5

 

  

  

 (13) 

 .قطريا  تماما   مسيطرة Aومنه
6نن   B م ا عالنسعة لمم زوية 4 3   

 .قطريا  تماما   مسيطرةليست  Bيذن
 (:9)تعريف

يُقدال عدن الم دزوية nA M R  إيجابياا   معرفاةين هدا(Positive definite )
 :نانت يذا

 تنا رية (1
0Txنان  يذا (2 A x  وذلل من  جل نلn  0ونل شعاx . 

 :(4)مثال

 معرية ييجاعيا  التالية   ثعت  ن  الم زوية
2 1 0

1 2 1

0 1 2

A

 
 

   
  

 (14) 
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 :الول
TAمن الواضح  ن   (1 A . 
3عزر   ن   (2 10 ( )x M R  

 

 

   

1

1 2 3 2

3

1 2

1 2 3 1 2 3

2 3

2 22 2
1 1 2 2 3 3

2 1 0

1 2 1

0 1 2

2

            = 2

2

            = 0

T

x

x A x x x x x

x

x x

x x x x x x

x x

x x x x x x

   
  

     
    

 
 
   
   

     

 

0321ما ل  ينن   xxx . 
 (:1)مبرهنة
عزر   nA M R  ييجاعيا  عندةذ   معريةم زوية 
1) A قاعمة لمقمب. 
 .جميع عنا ر القطر الرةيسا موجعة تماما   (2

 (:2)مبرهنة
AXين  ودددل الجممدددة  b  ناندددت م دددزوية انمثدددال ويدددر شددداذة  ي  يذاموجدددود ووويدددد

det( ) 0A . 
 (:10)تعريف
عزر   nA M R    نسما مجموعة قي التا توقح المعادلة: 

; 0Ax x x  
 A Matrixطياف المصافوفة و  Aالموايقة لمم دزوية Eigenvalues بالقيم الذاتية

Spectrum    ونسددددما الشددددعاx بالشااااعاذ الااااذاتي Eigenvector  الموايددددح لمقيمددددة



 111 

 .الذاتية 
 :ملاحرة

;يوجد لممعادلة  0Ax x x   نان  يذاول وير  زري 
 det 0A I  

كثيااارة الحااادود الممياااصة  و  Aلاااة الممياااصة للمصااافوفةبالمعادتُسدددمل المسددداواة انخيدددرة 
)ويرما لها عد  Aللمصفوفة )nP   ُويثn  ععد الم زويةA. 

 (:11)تعريف
عزر   nA M R  لعددنسما ا 

   max ; ; 0A Ax x x     
 .Aلمم زوية spectral radius بنصف القطر الطيفي 

 :(5)مثال
  وجد نثيرة الودود الممياة لمم زوية 

4 1

2 1
A

 
  
 

 

 .Aث   عين القي  الذاتية وانشعة الذاتية ون ف القطر الطيزا لمم زوية
 :الحل

 

     

2

4 1
( ) det 0 0

2 1

4 1 2 0 3 2 0

P x A I





   

 
     



       

 

وعميه يإن   2,3  نا مجموعة القي  الذاتية الموايقة لمم زويةA. 
 نعو  يا العلاقة Aانشعة الذاتية الموايقة لد لإيجاد 

Ax x 
 :ي 
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1 1

2 2

4 1

2 1

x x

x x


     
    

    
 

 :ومنه
 

 

1 2

1 2

4 0

2 1 0

x x

x x





  

  
 

2عتعوي      يا العلاقة انخيرة نجد  ن: 
1 2

1 2

1 2

2 0 1

2 0 2

x x
x x

x x

  
 

  
 

 .اختياري 2x  ي ين  
2نختددار  1x   1يينددون

1

2
x  شددعا  الددذاتا الموايددح لمقددي  الذاتيددة وعنددا   عميدده يددإن  ال

2   نو 1 2
T

x    وعأسموب مشاعه لما سعح نجدد  ن  الشدعا  الدذاتا الموايدح
3لمقيمة الذاتية   نو 1 1

T
x . 

 Aلمم زوية نصف القطر الطيفيلنوجد الآن 
     max ; ; 0 max 2,3 3A Ax x x       

 : (3) (Theorem Gerschgorin's) جيشغورين مبرهنة
قيمددة ذاتيددة لمم ددزوية المرععددة لددتنن nA M R  عندةددذ  مددن  جددل  ي عدددد

1 ويح j n    يتوقح  ن 
    

1

n

jj jk

k
k j

a a



   (15) 

 :ملاحرة
عزدددددددددددددددددر  

1

n

j jk

k
k j

d a



  1ويددددددددددددددددددث j n    تُسدددددددددددددددددمل مجموعددددددددددددددددددة انقددددددددددددددددددرا

 , ;1j jj jD a d j n  عأقرا  جيشغورين. 
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 (:6)مثال
  وجد  قرا  جيشغورين الموايقة لمم زوية 

0 1/ 2 1/ 2

1/ 2 5 1

1/ 2 1 1

A

 
 

  
 
 

 

 :الول 

 
3

11 11 1 1

2

3

22 22 2 2

1
2

2

33 33 3 1

1

0 1 0,1

3 3
5 5,

2 2

3 3
1 1,

2 2

k

k

k

k
k

k

k

a a a D

a a a D

a a a D














     

 
       

 

 
       

 







 

 

 
 (1)الشنل

 
 :ملاحرة

 :نو المجموعة Aيا المثال الساعح نجد عالوساب  ن  طيف الم زوية
1 2 3{ 0.209, 5.305, 0.904}      

 نلاو   ن  
1 3 1 3 2 2, ,D D D     
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 :(جيشغورين المحددة) (4)مبرهنة
القددددي  الذاتيددددة يوددددوي جميددددع  Aين  اتودددداد  قددددرا  جيشددددغورين لم ددددزوية مرععددددة

 .الموايقة لهذج الم زوية
 :(7)مثال

 : وجد ودا   عمل لمقي  الذاتية الموايقة لمم زوية
2 1 0 0

1 2 1 0

0 1 2 1

0 0 1 2

A

 
 
  
  
 

 

 

 :الول
 جيشغورين الموددة يإن  اتواد جميع انقرا   معرننةوسب 

 
1

, ; 1, ,
n

j jj j jj j j jk

k
k j

D a d a d d a j n



 
 

      
 
 

 

 يجب  ن يووي جميع القي  الذاتية 

 

 

1

2

4

1,4 2 1 0,1

2,3 2 2 2,2

n

j D

j D







    

    

 

 :تنا رية يإن  جميع القي  الذاتية وقيقية وعميه Aعما  ن  
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1 2 2 2

2

(2,2)

0 4

D D D D

D 

  

   
 

 

 
4وعميه يإن      عمل لمقي  الذاتية ود  . 

والتدددا تُعطدددل  Aويمندددن التوقدددح مدددن ذلدددل عوسددداب القدددي  الذاتيدددة الموايقدددة لمم دددزوية
 :عالشنل

1 2 3 4{ 3.618, 2.618, 1.382, 0.382}       
 :ملاحرة
انخيدرة يدا ييجداد الوددود العميدا لمقدي  الذاتيدة وعالتدالا تسداعد عمدل ييجداد  معرننةتزيد ال

 .لنصف القطر الطيفيالود انعمل 

 :(م شعاذنري) (12)تعريف
 يُعر ف ن ي  شعا  عأن ه التطعيح

 : 0,nR R     
 :يوقح الشروط التاليةال ذي 

1. 0 0x if x  
2. 0 0x x   
3. c x c x 
4. x y x y   
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 :أمثلة على نرائم الأشعة
 :1ن ي  القيمة المطمقة  و  (1

1
1

n

i

i

x x


 

 :2الن ي  الإقميدي  و (2
1/2

2

2
1

n

i

i

x x


 
  
 
 

   و  maxن ي  الد  (1
0
max i

i n
x x

  
 

 : (8)مثال

لدينا الشعا   ن ه عزر  Tx 4,4,4,4  وجد 
12

,, xxx


. 
 :الول

 

4

1
1

4
2

2
1

1 4

16

8

max 4

i

i

i

i

i
i

x x

x x

x x





  

 

 

 



 

 :(وفةم مصفنري) (13)تعريف
 :يُعر ف ن ي  م زوية عأن ه التطعيح

   : 0,m nM R R 
    

 :ال ذي يوقح الشروط التالية
1. 0 0A if A  
2. c A c A 
3. A B A B   
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 :ملاحرة
 (Consistency property)التماسل ين   ي ن ي  لم زوية يُوقح خا ية 
, ( )m nA B A B A B M R     

 :أمثلة على نرائم مصفوفة
 (Frobenius)الن ي  الإقميدي لم زوية  و ن ي   (1

1/2

2

, 1

( )
n

ij

i j

F A a


 
  
 
 
 

 (Subordinate norms)الن اة  المرتعة جاةيا  لم زوية  (2
1

max ik
k

i

A a  

   2
max ; .T

i i
i

A A A    
max ik

i
k

A a

  

 اوسب:(9)مثال
12

,, AAA


 لمم زوية 
1 1 1

1 2 2

2 1 1

A

 
 

  
  

 

 :الول

 

   

3

1 1 3
1

2

max max max 4,4,4 4

max ; .

1 1 2

1 2 1

1 2 1

ij ij
j j

i i

T
i i

i

T

A a a

A A A

A

  

 


   

 

 
 

  
   

 
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 
1

2

3

0.0616

det 0 5.0256

12.9128

TAA I



 






   
 

 

 :ومنه
 2

max 12.9128 3.5934i
i

A    

 
3

1 3
1

max max max 3,5,4 5ij ij
i i

j j

A a a
  



     

 (:5)مبرهنة
م دزوية مرععدة عندةددذ   Aعزدر  A A   ُن دي  مرتدب جاةيددا   .ويدث

 . ي لا يوجد قيمة ذاتية لم زوية مرععة تتجاوا ن ي  الم زوية Aلم زوية
 (:6)مبرهنة

limم ددزوية مرععددة عندةددذ   Aعزددر  0n

n
A


 1نددان  يذاA   ويقددط  يذا و

يذا  1A . 
 (:Condition number of matrix)العدد الشرطي لمصفوفة (14)تعريف

ه يمندن  ن  ي ين دعع  جمل المعدادلات الخطيدة وساسدة جددا  نخطدا  التددوير 
نددعو الجممدة يدا   نو ل عمل ومول مختمزة تماما  عند تدوير عع  عنا ر الجممدة

نانت   يذاولمعرية ييما ( ill-condition system)لة عالجممة المريضة مثل نذج الوا
 .جممة ما مريضة    لا يإننا نعتمد عمل ما يُسمل عالعدد الشرطا لم زوية انمثال

 :ونعرف نذا العدد نما يما
)م دزوية مرععدة وقاعمدة لمقمدب  Aعزدر  det 0A  ) ُالعادد الشاارطيعدر ف عندةدذ  ي 

 لهذج الم زوية عمل  ن ه
  Tcond A A A 

 .  Aن ي  مرتب جاةيا  لمم زوية .ويثُ 
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 (:7)مبرهنة
عزدددددر   nA M R  ُعويدددددث det 0A   ي  مرتدددددب جاةيدددددا  ن ددددد .ولدددددينن

 :عندةذ   Aلمم زوية
(1    1cond A cond A  
(2    cond A cond A  
(3   1ncond I  
(4   0cond A  

 (الجملة المريضة والجملة الجيدة()15)تعريف
Axجممة المعادلات الخطية عزر   ن ه لدينا b  ُويث det 0A    عندةذ: 

  كبيرنان العدد الشرطا لم زوية  مثالها  يذا مريضةن ها ييُقال عن نذج الجممة 
 .نسعيا  

  جيدةن ها ييُقال عن نذج الجممة well نان العدد الشرطا لم زوية  مثالها  يذا
 .نسعيا   صغير

 :ملاحرة

نددددان  يذاجيدددددة والعددددا  مددددا تعتعددددر الجممددددة   1cond A   وخددددلاف ذلددددل تنددددون الجممددددة
 مريضة ونذا ما سنعتمدج ننا

 :(11)مثال
0عزر  (مقدار مثعت )ولتنن لدينا الم زوية: 

1 1

1 1
A





 
  

 
 

 :والمطموب
1A وجد  (1    عالنسعة لن ي  عملnR. 
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عممت  ن   يذا A دنل لمعدد الشرطا الموايح لمم زوية  ا   وجد ود (2
0.01 . 

 :الول
1)  

1

2

1 11

1 1
A





   
  

  
 

 

 

2

1 2
1

1 2

max max max 2 ,2 2

2

ij ij
i i

j j

A a a

A

  

 

  


 



      

 

  

 وعميه

     
 

   

1

2 2

2 2 2
               = 2 2 1

cond A A A


  

 



 





   
       

   

 

2)  
2

2
0.01 1 4041



 
    

 
      

 وعميه
  4041cond A       

العددددد   ي ين    ويدددح ن دددي   Aودددد  دندددل لمعددددد الشدددرطا لدددد  4041وعدددذلل يندددون 
 .ة  مثالها مريضةم زوي Aالشرطا نعير نسعيا  يالجممة التا تنون 

 :(11)مثال
 :تُعطل عالشنل nعممت  ن  م زوية نيمعرت من الععد يذا
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1 1 1
1

2 3

1 1 1 1

 2 3 4 1

1 1 1 1

1 2 2 1

n

n

H n

n n n n

 
 
 
 
  
 
 
 
 

   

 

 . 4H وجد العدد الشرطا من  جل 
 :الول

4

1 1 1
1

2 3 4

1 1 1 1

2 3 4 5
 

1 1 1 1

3 4 5 6

1 1 1 1

4 5 6 7

H

 
 
 
 
 

  
 
 
 
 
 

 

4عالوسددددددددددداب نجدددددددددددد  ن    

25

12
H


  1و

4 13620H 


    وعندددددددددددا   عميددددددددددده يدددددددددددإن

  28000cond H   العددددد الشدددرطا نعيدددر نسدددعيا  وعالتدددالا يدددإن  الجممدددة التدددا   ي ين
 .مريضة 4Hم زوية  مثالها

 :طرائق حل جمل المعادلات الخطية 3-
 :نما  قسمينا تتموور الطراةح المستخدمة لول جمل المعادلات الخطية ي

 :وسنعر  منها الطراةح المعاشرة .1
 طريقة واوس الموسنة .1.1
 طريقة واوس جوردان .2.1
 تقنيات المرتنا وسندرس منها .3.1

 تقنية المرتنا الجاةا. 1.3.1



 111 

 .الدرجاالجاةا  المرتناتقنية . 2.3.1
 :و سندرس منها LUطراةح  .4.1       

 طريقة نروات. 1.4.1
 .دوليتلطريقة . 2.4.1
 .يقة تشوليسناطر . 3.4.1

 :وسنعر  منها الطراةح التنرارية .2
 .طريقة جانوعا .1.2
 .طريقة واوس سيدل.2.2
 . S.O.Rطريقة .3.2

 .سنز ل ييما يما نذج الطراةح

 :الطرائق المباشرة لحل جملة المعادلات الخطية 1-3-
Aلدددددينا جممددددة المعددددادلات الخطيددددة   ن دددده عزددددر  X b   ُويددددثdet( ) 0A  

 :عندةذ  
Aنانت يذا (1 D (م زوية انمثال م زوية قطرية )ي :  

11

22

0 0

0

0 0 nn

a

a
A

a

 
 
 
 
 
 

 

 :عندةذ  يُعطل ول الجممة عالشنل

1, ,
;

0
k

k
kkkk

k nb
x

aa


 


 

Aنانت يذا (2 L (م زوية انمثال م زوية مثمثيه سزمل )ي :  
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11

21 22

1 2

0 0

n n nn

a

a a
A

a a a

 
 
 
 
 
 

 

 :عندةذ  يُعطل ول الجممة عالشنل

1
1

11

1

1 2, ,
;

0

k

k kj j

j

k
kkkk

b
x

a

b a x
k n

x
aa













 
  

 


 

 .بالتعويضات المتتالية الأماميةوتُدعل نذج الطريقة 
Aنانت يذا (1 U (م زوية انمثال م زوية مثمثيه عميا )ي : 

11 12 1

21 22

0 0

n

nn

a a a

a a
A

a

 
 
 
 
 
 

 

 :عندةذ  يُعطل ول الجممة عالشنل

1 1, ,1
;

0

n
n

nn

n

k kj j

j k

k
kkkk

b
x

a

b a x
k n

x
aa

 









  
  

 


 

 .بالتعويضات المتتالية التراجعيةوتُدعل نذج الطريقة 
 (:المعدلة) المحسنّة غاوس طريقة 1-1-3-

بااااالتحويلات السااااطرية لاعددددد  لنددددا قعددددل اسددددتعرا  نددددذج الطريقددددة مددددن التددددذنير 
 :الأولية لمصفوفة( العمودية)
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iالمعادلة عين سطرين من  سطر الم زوية  ي  .1 jR R. 
ضرب جميع عنا ر  ود انسطر ععدد لا يساوي ال زر  ي  .2

; 0jR  . 
سطر آخر ععد ضرعه ععدد ما لا يساوي ال زر  ي  يلليضاية  ود انسطر  .1

; 0i jR R  . 

Aلتنن لدينا جممة المعادلات الخطية  X b  ُويثdet( ) 0A   تقو  طريقة واوس
 :عمل الخطوات التالية( Xييجاد) الموسنة لول نذج الجممة 

نذج الم زوية  يللوذلل عإضاية عمود الثواعت  Aنوسع م زوية انمثال (1
 : عالشنل

I II

A A b
 

  
 

 

 .عمود الثواعت b  م زوية انمثال Aويثُ 
م زوية مثمثيه عميا وذلل  يلل A من الم زوية الموسعة Iنوول الجا   (2

  زارا  وذلل عاستخدا   Aعجعل العنا ر التا توت القطر الرةيسا لد
  :ويلات السطرية التاليةالتو

1, ,

; 1,2, , 1

0

ji

j j i

ii
ii

j i n
a

R R R i n
a

a

 


   
 

 

لنا الم زوية الموس عة لت عح منايةة لم زوية من الشنل  :وعذلل ننون قد وو 
11 12 1 1, 1

22 2 2, 1

, 1

0

0

n n

n n

nn n n

a a a a

a a a

a a







    
   
 
 
    

 

 : ي
   | |

Gauss
A b U C 
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 :نول الجممة الناتجة عاستخدا  طريقة التعويضات المتتالية التراجعية ينجد (1
, 1

,

, 1

1 1, ,1
;

0

n n
n

n n

n

i n ij j

j i

i
iiii

b
x

a

a a x
k n

x
aa





 


 





 
   
  


 

 (:12)مثال
 :ول جمل المعادلات الآتية عاستخدا  طريقة واوس المعد لة

1-  
1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3

1 2 3 4

2 8

2 2 3 3 20

2

4 3 4

x x x x

x x x x

x x x

x x x x

    

    

   

   

 

2-  
1 2 3

1 2 3

1 2 3

4

2 2 4

2 6

x x x

x x x

x x x

  

  

  

 

1-  
1 2 3

1 2 3

1 2 3

4

2 2 6

2 6

x x x

x x x

x x x

  

  

  

 

 :الول
 
 

1-  
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 :يالجممة الناتجة

 ومنه ول الجممة 

2-  
 :الول

 :ومنه

2 2 1

3 3 1

4 4 1

2R R R

R R R

R R R

 

 

 

 
1 1 2 1 8

2 2 3 3 20

1 1 1 0 2

1 1 4 3 4

A

   
 

   
 
 

 

 

2 3

4 4 32

R R

R R R



 
 

1 1 2 1 8

0 0 1 1 4
~

0 2 1 1 6

0 0 2 4 12

A

   
 

   
 
 
 

 

1 1 2 1 8

0 2 1 1 6
~

0 0 1 1 4

0 0 0 2 4

A

   
 

 
   
 
 

 

4 4

3 4 3 4 3

2 3 4 2

1 2 3 4 1

2 4 2

4 4 2 2

2 6 3

2 8 7

x x

x x x x x

x x x x

x x x x x

  

       

    

       

 

 7 3 2 2
T

X   

2 2 1

3 3 1

2R R R

R R R

 

 
 

1 1 1 4

2 2 1 4

1 1 2 6

A

 
 

  
 
 

 

1 1 1 4

~ 0 0 1 4

0 0 1 2

A

 
 

  
 
 
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1-  
 :الول

 :ومنه

 :مساوئ طريقة غاوس المعدّلة
3نذج النمزة تعمغويثُ النمزة الوساعية العالية لهذج الطريقة  (1 / 3n جل من n 

  .ة جدا  نعير 
يسا لا يمنن تطعيقها عشنل معاشر عندما ينون  ود عنا ر القطر الرة (2

 . زر
 .تعانا من وساسية عالية نخطا  التدوير (1

 :ملاحرة

نان  ود عنا ر القطر الرةيسا مسداويا  لم دزر يإنندا نقدو  عإعدادة ترتيدب انسدطر  يذا
عويدددث نجعدددل جميدددع عنا دددر القطدددر الرةيسدددا ويدددر مسددداوية لم دددزر وذلدددل قعدددل العدددد  

 .عتطعيح واوس الموسنة

3

3

2

4

x

x


 


 

1 2 3 4x x x   

وندددددذا مسدددددتويل يذن الجممدددددة مسدددددتويمة 
 .الول

2 2 1

3 3 1

2R R R

R R R

 

 
 

1 1 1 4

2 2 1 6

1 1 2 6

A

 
 

  
 
 

 

1 1 1 4

0 0 1 2

0 0 1 2

 
 

  
 
 

 

3

3

3

2
2

2

x
x

x

  
  


 

1 2 3 4x x x   

2وعميه يدإن   12x x    ُ1ويدثx 
اختيددداري يذن لمجممدددة عددددد لانهددداةا 

 .من الومول
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 :(13)مثال
 طريقة واوس الموسنةول جممة المعادلات الآتية ع

2 3

1 2 3

1 2 3

8 2 7

5 3 8

6 2 8 26

x x

x x x

x x x

  

  

  

 

 :الول
0 8 2 7

3 5 2 8

6 2 8 26

A

 
 

  
 
 

 

11عمدددا  ن   0a   يإن ددده لا يمندددن تطعيدددح وددداوس الموسدددنة عشدددنل معاشدددر لدددذلل نجدددري
iالتوويددل  jR R  ي نعددادل عددين السددطرين انول والثددانا وعميدده يإننددا نو ددل عمددل 

 . زوية المنايةةالم

3 13 2R R R  
3 5 2 8

~ 0 8 2 7

6 2 8 26

A

 
 

 
 
 

 

3 3 1R R R  
3 5 2 8

~ 0 8 2 7

0 8 4 10

A

 
 

 
  

 

 
3 5 2 8

~ 0 8 2 7

0 0 6 3

A

 
 

 
 
 

 

 :وعذلل ت عح الجممة عالشنل
1 2 3 1

2 3 2

3 3

3 5 2 8 4

8 2 7 1

6 3 0.5

x x x x

x x x

x x

    

     

  

 

 ول الجممة نو  ي ين  
 4 1 0.5

T
X   
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 :جوردان غاوس طريقة 2-1-3-

AX جممددة المعددادلات الخطيددة عزددر   ن دده لدددينا b  ُويددث det 0A    تقددو
 :ول نذج الجممة عمل الخطوات التالية لإيجاد طريقة واوس جوردان 

 توسيع م زوية انمثال (1

I II

A A b
 

  
 

 

 .عمود الثواعت b  زوية انمثالم  Aويثُ 
 م زوية قطرية وذلل يلل A من الم زوية الموسعة Iنوول الجا   (2

 عجعل العنا ر التا توت القطر الرةيسا لدA  زارا  وذلل  
 :ية التاليةعاستخدا  التوويلات السطر 

1, ,

; 1,2, , 1

0

ji

j j i

ii
ii

j i n
a

R R R i n
a

a

 


   
 

 

 عجعل العنا ر التا يوح القطر الرةيسا لدA  زارا  وذلل  
 :عاستخدا  التوويلات السطرية التالية

1, , 1

; 1,2, , 1

0

ji

j j i

ii
ii

j i
a

R R R j i
a

a

 


   
 

 

 : ي
   | |

Gauss Jordan
A b U C 

 .نول الجممة الناتجة (1

 (:14)مثال
 تية عطريقة واوس جوردانول جممة المعادلات الآ
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4 16

3 2 18

4 2 12

x y z

x y z

x y z

  

  

  

 

 :الول

 :ومنه

 وعذلل نو ل عمل الجممة 

 :مساوئ طريقة غاوس جوردان
 عددرا مسدداوه نددذج الطريقددة النمزددة الوسدداعية العاليددة جدددا  والت ددا لا يعررنددا يلا نددون نددذج 

 .الطريقة تساعدنا وعشنل نعير جدا  عمل ييجاد معنوس م زوية وير شاذة

2 2 1

3 3 1

3R R R

R R R

 

 
 

1 1 4 16

3 2 1 18

1 4 2 12

A

 
 

  
  

 

3 3 2R R R  
1 1 4 16

~ 0 5 11 30

0 5 6 4

A

 
 

  
   

 

2 2 3

1 1 3

11

5

4

5

R R R

R R R

 

 

 
1 1 4 16

~ 0 5 11 30

0 0 5 26

A

 
 

  
 
 

 

1 1 2

1

5
R R R  

1 1 0 4.5

~ 0 5 0 27.5

0 0 5 26

A

  
 
 
 
 

 

 
1 0 0 0.64

0 5 0 27.5

0 0 5 26

 
 
 
 
 

 

0.64

5 27.5 5.44

5 26 5.2

x

y y

z z



  

  
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 :Pivoting Strategies المرتكص تقنيات 3-1-3-

تدُدددعل العنا دددر  
1ii i n

a
 

موايقدددة لجممدددة معدددادلات  Aيدددا م دددزوية موسدددعة 
 (.Pivots) بالعناصر الرائدةخطية 

نسددعيا  عالنسددعة لعنا ددر عمددودج يددإن   ا  نددان  وددد العنا ددر الراةدددة عمددل انقددل  ددغير  يذا
 :يقة واوس المعدلة تزشل انمر الذي يمنن توضيوه من خلال المثال التالاطر 

 :جممة المعادلات الخطية عزر   ن ه لدينا
1 1 2

2 1 2

: 0.003 59.14 59.17

:5.291 6.13 46.78

E x x

E x x

 


 
 (16) 

1من الواضح  ن  ول نذج الجممة ويح الطراةح المعاشرة نو  210 , 1x x . 
ريقددة ودداوس مددع ملاو ددة  ن  العن ددر سددنقو  ييمددا يمددا عوددل نددذج الجممددة عاسددتخدا  ط

 . غير نسعيا  عالنسعة لعقية عنا ر عمودج 0.003الراةد يا العمود انول 
      ين  الم زوية الموسعة الموايقة لمجممة الساعقة نا

 :ومنه

 ميهوع

 ومنهُ 

عينمدا  2xقريعدة مدن القيمدة الزعميدة لدد 2xيُمنننا عسهولة ملاو دة  ن  القيمدة التقريعيدة لدد 

21
2 2 1

11

21

11

5.291
1763.66 1764

0.003

a
R R R

a

a
m

a

 

   

 0.003 59.14 59.17

5.291 6.13 46.78
A

 
  

 
 

0.003 59.14 59.17
~

0 104300 104400
A

 
 

  
 

1 2

2 2

0.003 59.14 59.17

104300 104400 1.001

x x

x x

 

    
 

  
1

59.17 59.14 1.001
10

0.003
x


   
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 11aالزعميدددة وذلدددل نن  العن دددر الراةدددد  1xالتقريعيدددة ععيددددة جددددا  عدددن قيمدددة  1xقيمدددة 
  21a يلل غير نسعيا  عالنسعة 

 .مما يعنا  ن  طريقة واوس المعدلة تزشل
الزشل الندات  عدن ندون  ودد العنا در الراةددة  دغير نسدعيا  )ولمتخم  من نذج المشنمة

 يت  تطعيح ( ر عمودجعالنسعة لعقية عنا 
 :Partial Pivoting  الجصئي المرتكص تقنيات 1-3-1-3-

والت ددا تقددو  عمددل تطعيددح الخطددوات التاليددة عمددل نددل عمددود ينددون عن ددرج الراةددد 
 نسعيا  عالنسعة لعقية عنا ر عمودج ا   غير 
من العنا ر الواقعة توت العن ر ( عالقيمة المطمقة)نختار  نعر عن ر (1

 :موسعة موايقة لجممة معادلات الخطية  يالراةد لم زوية 

 .عدد  سطر الم زوية الموسعة n رق  سطر العن ر الراةد  kويثُ 
i ي  ( k)والسطر( i)نعدل السطر (2 kR R. 

سدنقو  ييمدا يمدا عتطعيدح تقنيدة المرتندا الجاةدا لودل جممدة المعدادلات الخطيدة السدداعقة 
(19.) 

 :وجدنا  ن  الم زوية الموسعة الموايقة لمجممة الساعقة نا

11ولاو نا  ن  العن ر الراةدد يدا العمدود انول  0.003a  النسدعة لعقيدة  دغير نسدعيا  ع
 عنا ر عمودج وعميه

 وعميه

maxik jk
k j n

a a
 

 

0.003 59.14 59.17

5.291 6.13 46.78
A

 
  

 
 

   11 21 21max , max 0.003 , 5.291 5.291a a a   

2 1R R 
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 :وعذلل ت عح الم زوية الموسعة عالشنل

 لنطعح الآن طريقة واوس المعدلة

 :وعميه

 الول التقريعا عالمتاععة نجد  ن  

انمددر الدددذي يعندددا  ن  تقنيددة المرتندددا الجاةدددا قددد سددداعدتنا يدددا توسددين طريقدددة وددداوس 
 .نسعيا  عالنسعة لعقية العنا ر ا  المعدلة وذلل يا وال نان  ود العنا ر الراةدة  غير 

ددا الآن يإننددا سنسددتعر  تقنيددة  خددرت مددن تقنيددات المرتنددا الجاةددا ل توسددين ودداوس  م 
 المعدلة ونا تقنية 

 :Scaled Partial Pivoting الدرجي الجصئي المرتكص تقنيات 2-3-1-3-

 جممة المعادلات الخطية  عزر   ن ه لدينا

تُدعل |A A b  الم زوية الموسعة الموايقة لهذج الجممة التا عدد  سطرناn. 
عمدددل تطعيدددح الخطدددوات التاليدددة وذلدددل مدددن  جدددل  الجصئاااي الااادرجي المرتكاااصتقدددو  تقنيدددة 

1,2, , 1j n : 
 نوجد المجموعة  (1

5.291 6.13 46.78

0.003 59.14 59.17
A

 
   

 
 

21
2 2 1

11

21

11

0.003
0.000567

5.291

a
R R R

a

a

a


 




 



 

5.291 6.13 46.78

0 59.14 59.17

 
 
 
 

 1 210 , 1x x  

AX b 
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 نوجد (2

 ومنه

 نجري التوويل (1

 .طريقة واوس المعدلة عمل الم زوية الناتجة عن التوويلنطعح  (1
 :(15)مثال

 :ول جممة المعادلات التالية عاستخدا  طريقة واوس المعدلة وتقنية المرتنا الجاةا
1 2 3

1 2 3

1 2 3

3 4 5 1

3 2 1

6 8 35

x x x

x x x

x x x

   

   

  

 

 الول

1jمن  جل ) الخطوة انولل  :) 
 وعةنوجد المجم

  ; maxi i ik
j k n

j i n

S S a
 

 

 

max
i j

j i n
i

a

S 

 
 
 
  

 

; max
i j j

j i n
i

a a
Z

S S





 

 

 
 

   
  

 

jR R 

3 4 5 1

3 2 1 1

6 8 1 35

A

  
 

  
  
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 نوجد 

 عداية  نوجد المجموعة

 نوجد الآن العن ر انع ما لممجموعة انخيرة

1نجري التوويل  2R R  وعميه ت عح الم زويةA عالشنل: 

 نطعح واوس المعدلة عمل الم زوية انخيرة ينجد

  
1 3 1 3

; maxi i ik
k i

S S a
   

 

 

 

 

 

1
1 3

2
1 3

3
1 3

max 5

max 3 5,3,8

max 8

k
k

k
k

k
k

a

a

a

 

 

 





 




 

max
ij

j i n
i

a

S 

  
 
  

 

1

1 3

i

i i

a

S
 

 
 
 

 

11

1

21

2

31

3

3

5

3 3 6
1 ,1,

3 5 8

6

8

a

S

a

S

a

S


 


  

    
 





 

3 6
max ,1, 1

5 8

 
 

 
 

*

3 2 1 1

3 4 5 1

6 8 1 35

A

 
 

   
  
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2jمن  جل )الخطوة الثانية ): 
 نوجد المجموعة

 نوجد

 عداية  نوجد المجموعة

 نوجد الآن العن ر انع ما لممجموعة انخيرة

2نجري التوويل  3R R  وعميه ت عح الم زوية*A عالشنل: 

*

3 2 1 1

~ 0 2 6 0

0 12 1 37

A

 
 

  
 
 

 

  *

2 3 2 3

; maxi i ik
k i

S S a
   

   

 

 
 

*
2

1 3

*
3

1 3

max 6

6,12
max 12

k
k

k
k

a

a

 

 





 


 

*

2

2 3

max
ij

i n
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 نطعح واوس المعدلة عمل الم زوية انخيرة ينو ل عمل الجممة

 عتطعيح طريقة التعويضات التراجعية عمل الجممة انخيرة نجد

 :وعميه

 LU طرائق 4-1-3-

 (16) تعريف

)يُقددال عددن الم ددزوية  )nA M Rقابلااة للتفريااق وفااق ن هددا يLU وجدددت  يذا
Aعويث يتوقح  Uوم زوية مثمثيه عميا  Lم زوية مثمثيه سزمل LU. 

 :ملاحرات
 .ا  ليس وويد LUتزريح  ين   (1
يا جممة ( م زوية انمثال) Aعمل تزريح الم زوية  LUتقو  طراةح  (2

AXالمعادلات الخطية  b  ُويثdet( ) 0A   ويح تقريبLU    وعنا
 :عميه ت عح جممة المعادلات الخطية عالشنل

 ولول الجممة انخيرة نقو  عول جممة المعادلتين
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
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)عزر   (1 )nA M R  م زوية قاعمة لمتزريح ويحLU  عندةذ  نستطيع  ن
 ننتب 

  ي 

2nمعادلدددة عدددد  2nمسددداواة عدددين الطدددريين نو دددل عمدددل عال n  مجهدددول  ي لدددديناn 
 .عاختلاف طريقة اختيار نذج المجانيل LUمجهول اختياري تختمف طراةح 

 :Crout’s method كراوت طريقة 1-4-1-3-

 :كروات تفريق( 17)تعريف

)يُقال عن الم زوية  )nA M Rنانت يذات ن ها قاعمة لمتزريح ويح نراو ي 
 .LUقاعمة  لمتزريح ويح  (1
2) 1; 1, ,iiu i n  . 

 .ريحعاستخدا  نذا التز Uو Lلنعين الآن عنا ر 
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 :يإنه ينت  LUقاعمة لمتزريح ويح  Aعما  ن  

 :ومنه

iنان يذا j   يإن: 

i وعندما j    يإن: 

A LU 
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 :عالشنل التالا Uو Lي عح ( 19)و ( 19)وعميه وعمراعاة 

 
 :(16)مثال

 : وجد ول جممة المعادلات الخطية

 .مناال عشرية ويح طريقة نراوت عدقة ثلاث
 :الول

 وعميه نجد

 وعميه
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 وعميه

 وعذلل نو ل عمل الجممة

 :ولول نذج الجممة نول جممة المعادلتين

 ومنهُ 

 وعول نذج الجممة نجد  ن  

32 33
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 وعميه

 لنول الآن الجممة

 ومنه

 وعول نذج الجممة نجد  ن  

 وعميه

 .ونو المطموب
 :Dolittle's دوليتل طريقة 2-4-1-3-

 :دوليتل تفريق( 18)تعريف

RMA)(يُقال عن الم زوية  nنانت يذا دوليتلن ها قاعمة لمتزريح ويح ي 
 .LUقاعمة  لمتزريح ويح  (1
2) 

1; 1, ,iiu i n  . 
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 .عاستخدا  نذا التزريح Uو Lلنعين الآن عنا ر 
 :يإنه ينت  LUقاعمة لمتزريح ويح  Aعما  ن  

 
 

 :ومنه

jiنان يذا    يإن: 

jiندما وع    يإن: 
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 :عالشنل التالا Uو Lي عح ( 21)و ( 15)وعميه وعمراعاة 

 :(17)مثال
 :الم زوية عزر   ن ه لدينا

 :والمطموب
 .دوليتللم زوية ويح يرح نذج ا (1

 

1

0

1

1 1

1
ij ii ij

ii

n

ij ik kj

k
k j

ij

ii

j n

ij ik kj ik kj

k k j

ij

ii

u
u

a u

u

a u u

u






  







 





 

 

1

1 ; , 1, ,

j

ij ik kj

k
ij

ii

a u

i j n
u







 


 (21) 

11 12 121

11 22 2

1
2

11

1 0 0

1 0
0

,

0 0
1

n

n

nnn
n

a a aa

a u u
L U

ua

a

 
 

  
 

 
   
 

 
 

   
 
 

 

1 1 1

1 2 2

2 1 1

A

 
 

  
  

 



 111 

AXاستزد من الطمب الساعح يا ول جممة المعادلات الخطية (2 b  ُويث
 1 1 1

T
b  

 :الول

 وعميه نجد

 :ومنهُ 

 وعميه

 وعذلل نو ل عمل الجممة
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 :ولول نذج الجممة نول جممة المعادلتين

 :نجد  ن   ووسب طريقة التعويضات المتقدمة

 وعميه

 لنول الآن الجممة

 وعتطعيح طريقة التعويضات التراجعية نجد  ن  

 وعميه
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 .ونو المطموب
 :(Choleskey’s method)تشوليسكي طريقة 4-4-1-3-

 (:تشوليسكي تفريق( )19)تعريف 
)يقدددال عدددن الم دددزوية  )nA M R يذا تشوليساااكيقابلاااة للتفرياااق وفاااق  ن هدددا 

 نانت
 .LUقاعمة  لمتزريح ويح  (1
2) TU L . 

 .دا  نذا التزريحعاستخ Uو Lلنعين الآن عنا ر 
 :يإنه ينت  LUقاعمة لمتزريح ويح  Aعما  ن  

 :ومنه

TUولنن  L   ي ij jiu   وعنا   عميه 

iعندما j ت عح العلاقة انخيرة عالشنل: 
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 وعميه

 :ومنهُ 

1jوعندما    عالشنل( 21)ت عح العلاقة: 

1jوعندما    عالشنل( 21)ت عح العلاقة: 

 :(18)مثال
 :ول جممة المعادلات الخطية الآتية ويح طريقة تشوليسنا

 :الول
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1
2 2

1

; 2, ,
i

ii ik ii

k

a a

a i n




  

  
 

1
2 2

1

1
2

1

; 2, ,

i

ii ii ik

k

i

ii ii ik

k

a

a i n









 

  





 (22) 

1 1 1 11 1

1 2

0

1
1 1 11 1

11

i i

i ik k i ik k

k k

i
i i i

a

a
a

 

  

  

 

 

1

1

1 1

0

1

1
1

2
;

1, ,

j j

ij ik jk ij jj ik k

k k

j

ij ik jk

k
i

jj

a

a
j

i j n



 





  




 
 

 


 

4 2 14 14

2 17 5 101

14 5 83 155

x y z

x y z

x y z

  

   

  
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 :ويح طريقة تشوليسنا( م زوية انمثال) Aننتب الم زوية 

 وعذلل ت عح جممة المعادلات عالشنل

 :ولول نذج الجممة نول جممة المعادلتين

 ومنه

 

TA LU LL  
11 11 21 31

21 22 22 32

31 32 33 33

1 1 1 0 0

4 3 1 0 0

3 5 3 0 0

A

   
   

      
    
    

 

3121
11 11 21 31

11 11

2
22 22 21

32 31 21
32

22

2 2
33 33 31 32

2 , 1 , 7

4

3

5

aa
a

a

a

a

     

  


  

   

 

2 0 0 2 1 7 14

1 4 0 0 4 3 101

7 3 5 0 0 5 155

XL U b

x

y

z

       
       

         
              

 

UX Z

LZ b





 

2 0 0 14

1 4 0 101

7 3 5 155

Z

x

LZ b y

z

     
             
          

 

 7 22 5
T

Z   
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 ن الجممةلنول الآ

 ومنه

 .ونو المطموب
 :التكراريةالطرائق  2-3-

وجد جمل من المعادلات الخطية نعيدرة جددا  عويدث يتطمدب ومهدا ويدح الطراةدح ت
ييجاد طراةدح عدديدة تزيددنا يدا ودل مثدل ندذج  يللالمعاشرة جهدا  نعيرا  مما ديع العمما  

ل وتددددوير عمينددددا النمزددددة الوسدددداعية العاليددددة لمطراةددددح المعاشددددرة ويددددث تعتمددددد النمزددددة الجمدددد
 .الوساعية لمثل نذج الطراةح عمل مقدار الدقة المطموعة

مددددن  شددددهر الطراةددددح التقريعيددددة المسددددتخدمة لوددددل جمددددل  ا  سنسددددتعر  ييمددددا يمددددا ثلاثدددد
 .المعادلات الخطية

 (Jacobi method)طريقة جانوعا  (1
 (Gauss sedial method)طريقة واوس سيدل  (2

 S.O.R  (Successive Over Relaxation)طريقة  (1

 :ملاحرة
يا عندا  المتتاليدات التنراريدة الموايقدة لمطراةدح العدديدة السداعقة عمدل معدد   مد  عتُ ا

 .النقطة الثاعتة
 :Contraction mapping (التقليص تابع( )02) تعريف

g:يُقال عن التاعع   A B   ن ه تقمي  عمل المجموعةD A توقح يذا: 
: 0 1; , : ( ) ( )k k x y D g x g y k x y        

2 1 7 7

0 4 3 27

0 0 5 5

X

x

UX Z y

z

     
     

         
     
     

 

 3 6 1
T

X   
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 (:02) تعريف 
)توقح  ن   يذا نقطة ثاعتة  gيُقال  ن  لمتاعع )g  . 

 (: الثابتة القيمة مبرهنة( )8) مبرهنة
g:ن نا يذا A B   تاعع تقمي  يإن 
 .Aنقطة ثاعتة وويدة يا  gلد  (1
)ولتنن  Aعزر   (2 )nx الول الوويد لمعلاقة التنرارية 

(0)

( 1) ( )( )n n

x d

x g x

 




 

 : عندةذ  
( )lim n

n
x 


 

)ودود المتتالية   ي ين   )nx تشنل ومولا  تقريعية لممعادلة: 
( ) 0g x x  

 :ملاحرات
 التاعع عزر   ن ه لدينا (1

: ( ) ( )

( )

n nF M R M R

F x B x C



 
 

1Bنان  يذاين  نذا التاعع تقمي      نن 
 ( ) ( )F x F y B x C B y C B x y B x y x y           

القيمددة الثاعتددة يإن دده يمنددن عنددا  متتاليددة تنراريددة تتقددارب نوددو الوددل  معرننددةوعنددا   عمددل 
 :عالشنل

( 1) ( ) (0)( )        k kx F x x   
 جممة من المعادلات الخطية عزر   ن ه لدينا

0)det(;  AbAX (23) 
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 :لشنلتقو  جميع الطراةح العددية التا سندرسها عمل تزريح م زوية انمثال عا
0)det(;  MNMA (24) 

 :ينجد  ن  ( 21)يا ( 21)نعو  
 M N X b

MX NX b

 

 
  

              1 1X M NX M b   (25) 

القيمددة الثاعتددة وعالاسددتزادة مددن المناقشددة الددواردة يددا الملاو ددة  معرننددةعالاعتمدداد عمددل 
 انولل يمنن عنا  المتتالية التنرارية

( 1) 1 ( ) 1 (0)         ; 0k kX M NX M b k x      (26) 
1

1

B M N

C M b





 




 (27) 

 (:22) تعريف
)عزددددر  )nA M N M R    ُويددددثMين  الطريقددددة   م ددددزوية ويددددر شدددداذة

AXالعدديدددة المسدددتخدمة لودددل جممدددة  المعدددادلات الخطيدددة  b  ُويدددثdet( ) 0A  
)نانددت المتتاليددة التنراريددة يذا Xتتقددارب نوددو وددل الجممددة  )kx  الموايقددة لهددذج الطريقددة

 :متقارعة نوو نذا الول وعندةذ  نستطيع  ن ننتب
 ( )lim 0k

k
x x


  

 .ن ي  ما ويثُ 

 (:9)مبرهنة
الموايقددددددة لمطراةددددددح ( 29)والنددددددايا لتقددددددارب المتتاليددددددة العدديددددددة  الشددددددرط الددددددلاا 

AXالمسددددتخدمة يددددا وددددل جمددددل المعددددادلات الخطيددددة  b  ُويددددثdet( ) 0A   نوددددو
)نو  ن يتوقح  xالول ) 1A . 
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 (:02)تعريف
AXالخطية  لتنن لدينا جممة المعادلات  b  ُويدثdet( ) 0A   وعزدرx 

الوددل التقريعددا لهددذج الجممددة عاسددتخدا  يودددت الطراةددح  xالوددل الزعمددا لهددذج الجممددة و
 العددية التا  شرنا يليها ساعقا  عندةذ  

 :عالشنل الخطأ الفعلييُعر ف 

E x x  
 عمل  ن ه المقدار الخطأ النسبيويُعر ف 

E
R

X
  

 .ن ي  ما ويثُ 

 (:22)مبرهنة
1Bنددددان  يذا    يددددإن( )lim 0k

k
x x


   ُويددددثx  الوددددل الزعمددددا لجممددددة

AXمعددددددادلات الخطيددددددة  ال b  ُويددددددثdet( ) 0A  و( )kx  متتاليددددددة مددددددن الومددددددول
 .لمجممة الساعقة(( 29)المعطاة عالعلاقة )التقريعية 
 :الإثعات
AXنو الول الزعما لمجممة  xعما  ن   b   ه يتوقح  ن  يإن 

x B x C  (28) 
)وعما  ن   )kx  متتالية من الومول التقريعية لمجممةAX b   يإن 

( ) ( 1)k kx B x C  (29) 
 :نجد( 28)من ( 29)عطرح 

 ( ) ( 1)k kx x B x x   
 عأخذ ن ي  الطريين نجد

   ( ) ( 1) ( 1) (0)0
kk k kx x B x x B x x B x x          
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1Bوعما  ن       يإن: 
( )lim 0k

k
x x


  

 (:22)مبرهنة
AXجممدددددة المعددددددلات الخطيدددددة  عزدددددر   ن ددددده لددددددينا b  ُويدددددثdet( ) 0A   

 لتقريعا لهذج الجممة عمل الترتيب عندةذ  يتوقح  ن  الول الزعما وا x xوعزر 

( )
b b

R Cond A
b


 (31) 

 .Aن ي  مرتب جاةيا  لمم زوية   .ويثُ 

 :الإثبات
AXة الول الزعما والتقريعا لمجمم x xعما  ن   b  يإنه ينت: 

   1
Ax b

A x x b b x x A b b
Ax b


 

       
 

 

 :عأخذ ن ي  الطريين نجد  ن  
1x x A b b   (31) 

 من جهة  خرت
b

b AX A X X
A

    

 وعميه
1 A

X b
 (32) 

 نجد  ن  ( 32)و ( 31)من 
1 ( )

b b b bE x x
R A A Cond A

X X b b


 

     
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 :(24)تعريف
rيُسددددمل المقدددددار  A x A x b b     ُعالعدددداقا ويددددثx x  الوددددل الزعمددددا

AXوالتقريعدددا لجممدددة المعدددادلات الخطيدددة b   التدددا م دددزوية   مثالهدددا مرععدددة وويدددر
 .شاذة

 :ملاحرة
 عالشنل( 11)علاقة  عالاستزادة من التعريف انخير ت عح ال (1

( )
r

R Cond A
b

      (33)                                                    

 ن طمح عمل تسمية النسعة (2

r

r
R

b
 

 :العلاقة يلل( 11)الخطأ النسعا لمعاقا وعميه تؤول العلاقة 
( ) rR Cond A R 

الزعمددا لجممددة المعددادلات الخطيددة ويددر معمددو  ممددا يجعددل ييجدداد  عددادة  مددا ينددون الوددل
الخطدددأ الزعمدددا والنسدددعا  مدددرا  مسدددتويلا  وذلدددل لاعتمادنمدددا عشدددنل  ساسدددا عمدددل الودددل 

 .الزعما
 دددغير يدددإن  الخطدددأ  rRو  ا  ندددان العددددد الشدددرطا  دددغير  يذاتعدددين العلاقدددة انخيدددرة  ن ددده 
نمدا   الودل التقريعدا يندون  دغيرا   لإيجداد   الطريقة العددية النسعا النات  عن استخدا
يدإن  الخطدأ النسدعا يندون نعيددرا   ا  ندان العددد الشدرطا نعيدر  يذاتعدين لندا ندذج العلاقدة  ن ده 

تشددنل معيددارا  جديدددا  ( 11) ددغيرا  انمددر الددذي يعنددا  ن  العلاقددة  rRوتددل ولددو نددان 
 .معرية الول الزعما يللتقريعا وذلل دون الواجة لمعرية دقة الول ال

  ن  ( 11)يا المثال  وجدنا
2

2
( ) 1Cond A




 
  
 
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0.01نان  يذا Aلنناقش وضع الخطأ النسعا لجممة خطية م زوية  مثالها  . 

 عسهولة نجد  ن  
( ) 4041Cond A  

 ن  الخطددأ النسددعا النددات  عددن ييجدداد الوددل التقريعددا نعيددر نسددعيا  وذلددل مهمددا ممددا يعنددا 
 .ا   غير  rRنان 

 (:Jacobi method) جاكوبي طريقة 1-2-3-
 (:25)تعريف

AXلددتنن لدددينا جممددة المعددادلات الخطيددة  b   التددا م ددزوية   مثالهددا مرععددة
طريقدددة جدددانوعا العدديدددة عأن هدددا الطريقدددة التدددا تزُدددرح ييهدددا م دددزوية  وويدددر شددداذة تُعدددر ف

 انمثال عالشنل
( )

;
iiM D diag a

A M N
N D A L U

 
  

    
 

 ويثُ 
;

;

ij ij

ij ij

l a i j

u a i j

 


 

 

نجدددد  ن  المتتاليدددة التنراريدددة الموايقدددة ( 29)عالاعتمددداد عمدددل التعريدددف السددداعح والعلاقدددة 
 :لطريقة جانوعا تُعطل عالشنل

( 1) ( )  k K
J Jx B x C    (34) 

 ويثُ 
1 1

1 1

( )J

J

B M N D L U

C M b D b

 

 

   


 

 

 :(19)مثال
AXلتنن لدينا جممة المعادلات الخطية  b  ُويث 
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10 1 11
,

2 10 12
A b

   
    
   

 

  وجد الول التقريعا لهذج الجممة عاستخدا  طريقة جانوعا عمما   ن  
(0) 0

0
x

 
  
 

 

 :الول
110 0 0.1 0

0 10 0 0.1

0 1

2 0

D D

L U

   
     
   

 
   

 

 

 ومنه

 1

1

0 0.1

0.2 0

1.1

1.2

J

J

B D L U

C D b





 
    

 

 
   

 

 

 وعميه نجد  ن  متتالية الومول التنرارية

( 1) ( )

0 0.1

0.2 0
 ;

1.1

1.2

J

k K
J J

J

B

x B x C

C



  
  

  
  

    
 

 

 عتعوي  القيمة الاعتداةية يا نذج العلاقة نجد  ن  
(1) 1.1

1.2
x

 
  
 

 

 وعالمتاععة نجد  ن  
(2) (3) ( )0.98 1.002 1

, ,
0.98 1.004 1

kx x x
     

       
     

 

1ويثُ 

1

 
 
 
 .الول الزعما لمجممة المعطاة 
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ممددا ديددع  Dويددر عمميددة وذلددل لاوتواةهددا عمددل معنددوس الم ددزوية ( 11)ين  العلاقددة 
 .سهمة التطعيح عمميا  ( 11)ييجاد  يغة منايةة لد  يللالعمما  

 :والتعريف انخير نجد  ن  المتتالية التنرارية( 29)من العلاقة 
 ( 1) ( )  k KD x L U x b     

 :والتا يمنن يعادة نتاعتها لت عح عالشنل
( 1) ( ) ; 1, ,  
k

j

K
ii i i

j i
j i

a x b x i n





   (35) 

 (:20) مبرهنة
تتقدارب نودو ( 34)ين  طريقة جانوعا العددية والت ا تُعطل متتاليتها التنرارية عالعلاقة 

AXودل الجممددة  b   انددت م ددزوية ن يذا  التددا م دزوية  مثالهددا مرععددة ويدر شدداذة
 نان يذاقطريا  تماما   ي  مسيطرة مثالها  

1

; 1, ,
n

ii ij

j i
j

a a i n



  

 :ملاحرة
نددان  يذايمنددن القددول ين  طريقددة جددانوعا متقارعددة ( 5) معرننددةعالاعتمدداد عمددل ال

( ) 1JB  . 
 :(21)مثال

  وجد الول التقريعا لمجممة
1 2 3

1 2 3

1 2

9 4 17

2 6 14

6          14

x x x

x x x

x x

   

  

 

 

(0) رععة مناال مستخدما  طريقة جانوعا عمما   ن  القيمة الاعتداةية وذلل عدقة  0x . 
 :الول

2قطريا  تماما  وذلل نن ه يا المعادلة الثانية  مسيطرةين  نذج الجممة ليست  7. 
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ثالثة يت عح الجممة لذلل نغير ترتيب المعادلات ويثُ سنقو  عتعديل المعادلة الثانية وال
 :عالشنل

         
1 2 3

1 2

1 2 3

9 4 17

6           14

2 6 14

x x x

x x

x x x

   

 

  

     

 .قطريا  تماما   مسيطرةونا جممة 
 :ينو ل عمل المتتالية التنرارية( 19)لنطعح خوارامية جانوعا المعطاة عالعلاقة 

 

 

 

1 2 3

2

3

( 1) ( ) ( )

( 1)
2

( 1)
1 2

1
17 4

9

1
14

6

1
14 2

6

k k k

k

K

x x x

x x

x x x








   




  



   

 )*( 
 

(*) (*) (*)
(0) (1) (2)

(*) (*)
(3) (4) (5)

0 1.8889 1.9268

0 0.6667 0.9816

0 2.3334 2.8706

2.1538 2.0077 2.0077

1.0257 1.0257 1.0014

3.0344 3.0344 3.0

x x x

x x x

      
     

     
     
           

     
   

    
   
        

(*)

(*) (*) (*)
(6) (7) (8)

(*)
(9) (10)

101

1.9996 2.0005 2.0000

1.0014 1.0000 1.0002

3.0020 3.0006 3.0003

2.0002 2.0002

1.0001 1.0001

3.0002 3.0002

x x x

x x

 
 


 
 
 

       
     

     
     
            

   
 

  
 
   


 
 
 
 

  

3
(9) (10) 10

2
x x



   
 :وعميه ينون الول التقريعا المطموب
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2

1

3

x

 
 


 
  

 

 (:Gauss-Seidel method) سيدل غاوس طريقة2-2-3-
 (:26)تعريف

AXلدددتنن لددددينا جممدددة المعدددادلات الخطيدددة  b  التدددا م دددزوية  مثالهدددا مرععدددة
التدا تزُدرح ييهدا م دزوية  تُعر ف طريقة واوس سيدل العددية عأن ها الطريقة ووير شاذة

 انمثال عالشنل
;

M D L
A M N

N U

 
  

 
 

 ويثُ 
;

;

ij ij

ij ij

l a i j

u a i j

 


 

 

نجدددد  ن  المتتاليدددة التنراريدددة الموايقدددة ( 29)عالاعتمددداد عمدددل التعريدددف السددداعح والعلاقدددة 
 :لطريقة واوس سيدل تُعطل عالشنل

( 1) ( )  k K
Gs Gsx B x C   (36) 

 ويثُ 
 

 

11

11

Gs

GS

B M N D L U

C M b D L b





    


  

 

 :(21)مثال
AXلتنن لدينا جممة المعادلات الخطية  b  ُويث 

10 1 11
,

2 10 12
A b

   
    
   

 

  وجد الول التقريعا لهذج الجممة عاستخدا  طريقة واوس سيدل عمما   ن  
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(0) 0

0
x

 
  
 

 

 :الول

 
110 0 0.1 0

2 10 0.02 0.1

0 1

0 0

D L D L

U

   
       

   

 
  
 

 

 ومنه

 

 

1

1

0 0.1

0 0.02

1.1

1.98

Gs

Gs

B D L U

C D L b





 
     

 

 
    

 

 

 وعميه نجد  ن  متتالية الومول التنرارية

( 1) ( )

0 0.1

0 0.02
 ;

1.1

0.98

Gs

k K
Gs Gs

Gs

B

x B x C

C



  
  

  
  

    
 

 

 عتعوي  القيمة الاعتداةية يا العلاقة انخيرة نجد  ن  
(1) 1.1

0.98
x

 
  
 

 

 وعالمتاععة نجد  ن  
(2) (3) ( )1.002 1.00004 1

, ,
0.9996 0.99992 1

k

k
x x x



     
       
     

 

1ويثُ 

1

 
 
 
 .الول الزعما لمجممة المعطاة 

ن دددرا  ل دددعوعة التعامدددل مدددع ال ددديغة الم دددزويية لممتتاليدددة التنراريدددة الموايقدددة لطريقدددة 
سددديدل يإنندددا سدددنقد  خواراميدددة تمننندددا مدددن ييجددداد الومدددول التقريعيدددة وذلدددل دون -وددداوس
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D وساب مقموب الم زوية يللالواجة  L . 
 :لية التنراريةوالتعريف انخير نجد  ن  المتتا( 29)من العلاقة 

  ( 1) ( )  k KD L x Ux b    
 :والتا يمنن نتاعتها عالشنل

( 1)

( 1)

( )
1 1 1

211

1
( 1) ( )

1 1

; 2,3, ,  

k

j

k

j j

n
k

j

j

i n
k k

i i ij ij

j j iii

x b a x
a

x b a x a x i n
a














  

  
   

   


 
      

 



 

 (36) 

 (:22) مبرهنة
قطريا  تماما  يإن   الول  مسيطرةنانت م زوية  مثال جممة معادلات خطية  يذا

هدددا ليتسددديدل العدديدددة والت دددا تُعطدددل متتا التقريعدددا الندددات  عدددن اسدددتخدا   طريقدددة وددداوس
AXيتقارب نوو ول الجممة ( 19)التنرارية عالعلاقة  b. 

 :ملاحرة
ندددددان  يذايمندددددن القدددددول ين  طريقدددددة جدددددانوعا متقارعدددددة ( 5) معرنندددددةعالاعتمددددداد عمدددددل ال

( ) 1GsB  . 
 :(22)مثال

 : وجد الول العددي لجممة المعادلات
9 7

3 5

4 6

x y z

x y z

x y z

  

  

  

 

منداال وذلدل عاسدتخدا  طريقدة وداوس سديدل عممدا   ن  القيمدة الاعتداةيدة  ثلاث يلل مقرعا  
(0)X. 

 :الول
 .قطريا  تماما   مسيطرةم زوية انمثال 
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 نجد( 19)عتطعيح الخوارامية 

 

 

 

( 1) ( ) ( )

( 1) ( 1) ( )

( 1) ( 1) ( 1)

1
7

5

1
5

3

1
6

4

k k k

k k k

k k k

x y z

y x z

z x y



 

  


  




  



  


 

 نخيرةيا العلاقة ا x(0)نعو  القيمة الاعتداةية 
(*) (*) (*)

(0) (1) (2)

(*) (*) (*)
(3) (4) (5)

(6

0 1.4 0.99

0 1.2 1.0533

0 0.85 0.9892

0.9915 0.9986 0.9999

1.0064 1.0003 0.9999

1.0005 1.0003 1.0001

X X X

X X X

X

     
     

     
     
     
     

     
     

     
     
     
     

(*)
) (7)

1.0000 1.0000

1.0000 1.0000

1.0001 1.0001

x

   
   

  
   
   
   

 

 عما  ن  
3

(7) (6) 10

2
x x



  
 ن  الول التقريعايإ

1

1

1

x

 
 


 
 
 

 

 :S.O.R  طريقة3-2-3-
 (:27)تعريف

AXلددتنن لدددينا جممددة المعددادلات الخطيددة  b   التددا م ددزوية   مثالهددا مرععددة
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العدديددة عأن هددا الطريقددة التددا تزُددرح ييهددا م ددزوية  S.O.Rوويددر شدداذة  تُعددر ف طريقددة 
 انمثال عالشنل

;
1

D
M L

A M N

N D U








 

  
  



 

 ويثُ 
;

;

ij ij

ij ij

l a i j

u a i j

 


 

 

نجدددد  ن  المتتاليدددة التنراريدددة الموايقدددة ( 29)عالاعتمددداد عمدددل التعريدددف السددداعح والعلاقدددة 
 :تُعطل عالشنل S.O.Rلطريقة 

( 1) ( )  k k
SOR SORx B x C   (37                                           ) 

 ويثُ 
1

1

1

1

1
SOR

SOR

D
B M N L D U

D
C M b L b



 











    
        

    

  

   
 

 

 :ملاحرة
1نانت  يذا   يإن  طريقةS.O.R تتطاعح مع طريقة واوس سيدل . 

 :(23)مثال
AXجممة المعادلات الخطية  عزر   ن ه لدينا b  ُويث 

10 1

1 10
A

 
  
 

 

 :والمطموب
1يا وال  S.O.R وجد جذور نذج الجممة عاستخدا  طريقة  (1   . 
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عين  قارن (2 SORB  و GSB  عندما يوقح  العلاقة

 
2

4 1 0
100


  . 

 :الول

1

2

10
00

1 1 10

10
1

100 10

1
(10) 1

1

1
0 (10)

D L D L

D U





   





 






  
    
        
   
   

   

 
  

    
   

 
 

 

 ومنه

 

1

2

1

1
10

        
1

1
10 100

SOR

D
B L D U



 




  



   

      
   

 
  

 
 

  
 

 

 القي  الذاتية الموايقة لهذج الم زوية تنت  من العلاقة
 

 
 

   

22

2
22

det 0

1
1 1 0

100 100

2 1 1 0
100

SORB I

 
   


   

 

  
       

 

 
      

 

 

 :ينجد  يللنول المعادلة انخيرة عالنسعة 

   
1/2

2 2 21
1 4 1

200 2 100 10000

  
  

 
      

 
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1وجدنا  ن ه عندما    يقة يإن  طر S.O.R  تتطاعح مع طريقة واوس سيدل عتعوي
1    1يددددا العلاقددددة انخيددددرة نجددددد  ن   انمددددر الددددذي يعنددددا وجددددود جددددذرين نمددددا

0.01,  .تتغير الجذور وعتغيير   0
توقح العلاقة   عزر   ننا اخترنا  

2

4 1 0
100


      عندةذ 

 
2

2 1
200


  

1وعميه   . 
1.002512579نا  ومنه يإن    غر قيمة لد    1 ي ين    ها قريعدة جددا   ي ين

 .الموايقة لطريقة واوس سيدل من قيمة 
 عالوساب نجد  ن  

  0.002512579SORB  
 يا وين  ن  

  0.01SORB  
مما يوضح الدور الذي يمععه B يا عممية اختيار. 

 (:kahan()21)مبرهنة
م ددزوية  مرععددة وويددر شدداذة  موايقددة لجممددة المعددادلات الخطيددة  Aنانددت  يذا
AX b   عندةذ  يُوقح ن ف القطر الطيزا SORB  النات  عن طريقةS.O.R 
 العلاقة

  1 0SORB      
تتقارب يقط عندما  S.O.Rوعميه يإن  طريقة  0,2. 

 (:Ostrowski-Reich( )11) مبرهنة
ييجاعا  و معريةم زوية  Aنانت يذا 0,2 عندةذ  تتقارب طريقدة S.O.R 

 .x(0)من  جل  ي قيمة اعتداةية 
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 (:21) مبرهنة
عندةددذ  ( Tridiagonal)ييجاعددا  وثلاثيددة انقطددار  عريددةمم ددزوية  Aنانددت  يذا

 :تُعطل عالعلاقة القيمة المثمل لد

  
2

2

1 1
Opt

JB







 

 

 :(24)مثال
 لمم زوية S.O.Rالموايقة لطريقة   وجد الاختيار انمثل لد 

4 3 0

3 4 1

0 1 4

A

 
 

  
  

 

 :الول
 .ثلاثية انقطار Aن الواضح  ن  م (1
 ييجاعا  نن   معرية Aين   (2

 A TA)تنا رية   A ) 
 A ييجاعا  نن ه من  جل  معرية 3 10 x M R  

 

 

   

1

1 2 3 2

3

1 2

1 2 3 1 2 3

2 3

2 22 2
1 1 3 2 2 3

4 3 0

3 4 1

0 1 4

4 3

            = 3 4

4

            = 3 3 0

T

x

x A x x x x x

x

x x

x x x x x x

x x

x x x x x x

  
  

    
    

 
 

  
   

     

 

)(لنوسب الآن  JB: 
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 

 

 

1

2

1/ 4 0 0 0 3 0 0 0.75 0

0 1/ 4 0 3 0 1 0.75 0 0.25

0 0 1/ 4 0 1 0 0 0.25 0

0.75 0

0.75 0.25

0 0.25

det ( 0.625)

0.625

J

J

J

J

B D L U

B I

B I

B



 



  





     
    

         
    
    

  
 

    
  

   



 

 نعو  يا العلاقة

  
2

2

1 1
Opt

JB







 

 

 ينجد
2

1.24
1 1 0.625

Opt  
 

 

ن دددرا  ل دددعوعة التعامدددل مدددع ال ددديغة الم دددزويية لممتتاليدددة التنراريدددة الموايقدددة لطريقدددة 
S.O.R  مددن ييجدداد الومددول التقريعيددة وذلددل دون الواجددة يإننددا سددنقد  خواراميددة تمنننددا

Dوساب مقموب الم زوية يلل
L


. 

 :والتعريف انخير نجد  ن  المتتالية التنرارية( 1)من العلاقة 
( 1) ( )1

 k kD
L x D U x b



 

    
      

   
 

 :ا يمنن نتاعتها عالشنلوالت  

 

 

( 1) ( )

( 1) ( )

( )
1 1 1 1

211

1
( 1) ( )

1 1

1

1

; 2,3, ,  

k k

j

k k

j j

n
k

j

j

i n
k k

i i i ij ij

j j iii

x x b a x
a

x x b a x a x
a

i n
















  

  
     

   


 
       

 





 
 (38) 
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 (:25)مثال
 المعادلات الخطية لتنن جممة

1 2

1 2 3

2 3

4 3        24

3 4 30

      4 24

x x

x x x

x x

 

  

   

 

عممددددت  ن   يذاوالمطمددددوب  وجددددد الوددددل العددددددي لهددددذج الجممددددة  (0) 1,1,1 Tx   وذلددددل
1.25عمما   ن   S.O.Rعاستخدا  طريقة واوس سيدل و  . 

 :الول
 باستخدام طريقة غاوس سيدل: 
 .ماما  قطريا  ت مسيطرةم زوية انمثال  (1
 نجد  ن  ( 19)عتطعيح الخوارامية  (2

1 2

2 1

3 2

( 1) ( )

( 1) ( 1) ( )
3

( 1) ( 1)

0.75 6

0.75 0.25 7.5

0.25 6

k k

k k k

k k

x x

x x x

x x



 

 

   



   


  

 

 يُوضح الجدول التالا التنرارات السععة انولل الموايقة لهذج الطريقة
3 2 1 0 k 

3.0878906 3.1406250 5.250000 1 1

( )kx 
3.9267578 3.8828125 3.812500 1 2

( )kx 
5.0183105 5.0292969 5.046875 1 3

( )kx 
 

7 6 5 4 
3.0134110 3.0214577 3.0343323 3.0549316 
3.9888241 3.9821186 3.9713898 3.9542236 
5.0027940 5.0044703 5.0071526 5.0071526 
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  باستخدام طريقةS.O.R: 
1.25لدينا  (1   نجد  ن  ( 19)عتطعيح الخوارامية 

1 1 2

2 1

3 2

( 1) ( ) ( )

( 1) ( 1) ( ) ( )
2 3

( 1) ( 1) ( )
3

0.25 0.3975 7.5

0.937 0.25 0.3125 7.5

0.3125 0.25 7.5

k k k

k k k k

k k k

x x x

x x x x

x x x



 

 

    



    


  

 

 :يُوضح الجدول التالا التنرارات السععة انولل الموايقة لهذج الطريقة
 

 
7 6 5 4 

3.0000498 2.9963276 3.0037211 2.9570512 
4.0002586 4.0009262 4.0029250 4.0074838 
5.0003486 4.9982822 5.0057135 4.9734897 

 
 (:22)مثال

 :لتنن لدينا جممة المعادلات الخطية
1 2

1 2

3   4

3 4

x x

x x

 

   
 

 : والمطموب
 .ادرس التقارب عطريقة جانوعا (1
 .S.O.Rيا طريقة  Opt وجد  (2

3 2 1 0 k 
3.1333027 2.6223145 6.312500 1 1

( )kx 
4.0102646 3.9585266 3.5195313 1 2

( )kx 
5.0966863 4.6004238 6.6501465 1 3

( )kx 
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 :الول
)(لنوسب الآن JB: 

3 1

1 3
A

 
  

 
 

 ومنه

 1

1
0

3

1
0

3

JB D L U

 
 

    
  
 

 

 

 

2

1

3

1

3

1 1
det 0

9 3

1
1

3

J

J

J

B I

B I

B







  



 
  

   
   
 

     

 

 

 .يذن طريقة جانوعا متقارعة
 نعو  يا العلاقة

  
2

2 2
1.02944

11 1 1 1
9

Opt

JB





  

   
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 تمارين

 : وجد ول جممة المعادلات التالية -1

2 10

3 2 3 18

1 4 9 16

x y z

x y z

x y z

  

  

  

 

a) الموسنة واوس . 

b) ناواوس جورد. 

c) المرتنا الجاةا الدرجا. 

 : وجد ول جممة المعادلات التالية -2

3 2 10

2 3 2 14

1 2 3 14

x y z

x y z

x y z

  

  

  

 

a)  وتانر . 

b) دوليتل. 

c) المرتنا الجاةا الدرجا. 

 : وجد ول جممة المعادلات التالية -1

0.729 0.81 0.9 0.6867

0.8338

1.331 1.21 1.1 1.000

x y z

x y z

x y z

  

  

  

 

a) المرتنا الجاةا. 

b) المرتنا الجاةا الدرجا. 

و  ن الول الزعما نو                عمما   ن التدوير نرععة  رقا  
 0.2245,0.2814,0.3279 
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 : وجد ول جممة المعادلات التالية -1

2 3 5

2 8 22 6

3 22 82 10

x y z

x y z

x y z

  

  

   

 

a)  وتانر . 

b) دوليتل. 

c)  (.توقح من الشروط) تشولسنا 

 : وجد ول جممة المعادلات التالية -9

4 2 14 14

2 17 5 101

14 5 83 155

x y z

x y z

x y z

  

   

  

 

a)  وتانر . 

b) دوليتل. 

c)  (.توقح من الشروط) تشولسنا 

 
 :     وجد ول جممة المعادلات التالية -9

2 1 1 5

3 5 2 15

2 4 8

x y z

x y z

x y z

  

  

  

 
ويث نقطة العد   0,0,0 

 .مرات 9وعتنرار 

a)  جانوعا . 

b) سيدل-واوس. 

c) طريقة . .S O R   1.2من  جلW   0.6وW  . 
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 :  جممة المعادلات التالية عزر   ن ه لدينا -9

   
5 7 0.7

7 10 1

x y

x y

 

 
ويث الول الزعما   0,0.1. 

 

 :قمنا ععع  الارتياب يو منا عمل الجممة التالية إذاي
5 7 0.69

7 10 1.01

x y

x y

 

 
الول التقريعا   0.17,0.22. 

 

a)  وجد العدد الشرطا  . 

b) الزعما  وجد الخطأ المطمح و النسعا. 

c) وجد الخطأ المطمح و النسعا المرتنب . 

,جميع قي   وجد  -9  التا تنون من  جمها: 

1 0

2 1

0 1 2

A





 
 


 
  

 

a) A شاذة.  

b) A   مسيطرة قطريا  تماما. 

c) A متنا رة. 

d) A   معرية ايجاعيا. 

  ثعت  ن  الم زوية -5
2 1 0

1 2 1

0 1 2

A

 
 

   
  

 

 .ييجاعيا   معرية
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 لم زوية لتنن لدينا ا -11
3 1 6

1 1 2

1 1 0

A

 
 

  
   

 

a) وجد ن ف القطر الطيزاا. 
b)  وجد  قرا  جيشغورين . 

c) نل يمنن تطعيح الطراةح التنرارية؟ 

d)   1عزر

3
B A درس تقارب   B. 

  عزر  -11
1 1

2 3

1 1

3 4

A

 
 

  
  
 

 

 ثعت  ن  A A


 
 :لتنن لدينا جممة المعادلات الخطية -12

1 2

1 2 3

2 3

4 3   2

3 4 6

4   1

x x

x x x

x x

 

   

  

 

 : والمطموب
e) ادرس التقارب عطريقة جانوعا. 
f)  وجد Opt  يا طريقةS.O.R. 
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 لثالثاالفصل 

 الحل العددي للمعادلات التفاضلية العادية

Numerical Solution of Ordinary Differential Equations 

يمكن وصف العديد من الظواهر الفيزيائية باستخدام المعادلات التفاضلية، 
وهذا ما يعطي دراسة هذه المعادلات أهمية في الرياضيات البحتة والرياضيات 

 العلماءهذا وقد برز في مجال دراسة المعادلات التفاضلية العادية أسماء التطبيقية، 
 .، وما تزال الدراسة مستمرة حتى اليومHilbertو  Poincareو Cauchyمثل 

 :المدروسة في هذا المجال الموضوعاتمن أهم 
 وجود ووحدانية الحلول المحققة لشروط معينة. 

 خصائص الحلول. 

 (.التغيرات الصغيرة على الحلتأثير )الاستقرار  مبرهنة 

 الطيفية مبرهنةمسائل القيمة الحدية، التوابع المتعامدة، وال. 

 :وهناك نوعان من المعادلات التفاضلية
 Ordinary Differential Equations(ODE)العاديةالمعادلات التفاضلية  .5
 Partial Differential Equations(PDE) المعادلات التفاضلية الجزئية .2

ادلة التفاضلية العادية تحتوي على متغير مستقل واحد أما المعادلة التفاضلية فالمع
درجة الحرارة  معادلة تعتمد ،مثلا ف)الجزئية فتحتوي على عدد من المتغيرات المستقلة 

( , )u x t   على الموضعx والزمنt.) 
dyبالرمزالعادية لة التفاضلية نرمز للمعاد

dx
yأو   (1)أوy ويكون لحلها الصيغة: 

1 2( , , ,......, )ny g x c c c 
حيث 

nC علىمل هذا النوع من المعادلات التفاضلية تعبارة عن ثوابت، ويش: 
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 :Initial Value Problemتدائية مسائل القيم الاب( 1

يكون للمعادلة التفاضلية في هذا النوع من المسائل شرط ابتدائي 
(initial Condition)  للمتغيرات، ويمثل هذا الشرط الابتدائي النقطة الابتدائية

 .التي يمر بها التابع التي تمثل حلّ المعادلة التفاضلية
 : Boundary Value Problem مسائل القيم الحدية( 2

أما في هذا النوع من المسائل فيكون للمعادلة التفاضلية شرط ابتدائي وشرط 
آخر معين عند نهاية المجال للمتغير المستقل، ويمثل هذان الشرطان نقطتان يجب 

 .أن يمر التابع بهما التي تمثل حل المعادلة التفاضلية
ي حل المعادلة نتناول في هذا الجزء بعض الطرائق العددية المستخدمة ف

 :الأولى ذات الصيغة المرتبةالتفاضلية العادية من 
),( yxf

dx

dy
 (1) 

)(00: والمزوّدة بالشرط الابتدائي yxy  
 ثم ننطلق 0xفي لحظة البدء yتعتمد الطرائق العددية على معرفة قيمة المتغير

hxمن أجل 1yمن هذه النقطة خطوة بخطوة فنحسب  0 2وy من أجلhx 21  
حيث 

M

ab
h


. 

 :( 1)بيكارد لوجود ووحدانية الحلول مبرهنة 1- 

:(Picard’s Theorem: Existence and Uniqueness of Solution) 
 .المبرهنة هي المبرهنة الأساسية في حل مسائل القيم الابتدائية هتُعد هذ

ليكن ,f x y مستمراا على اا تابعD  : حيث إن  
    0 0 0, : , , ,finalD x y x x x y y h y h       0وh  

 :و لنفرض أن 
5.  0,f x y K  0وذلك , finalx x x     0وK  
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0Lيحقق التابع شرط ليبتشز أي يوجد ثابت  .2   يحقق: 

   , ,f x u f x v L u v   
 وذلك  0 0 0, , , , finalu v y h y h x x x        

3.   0 ,
1finalL x xK

h e
L

  

1ل وحيدعندئذ يوجد ح
0 , finaly C x x     يحقق 0 0y x y و   ,y x f x y  

0وذلك  , finalx x x   . 
بشكل مبسط تنص مبرهنة بيكارد أنه ضمن الفرضيات السابقة يوجد حل ضمن 

1وهذا الحل الوحيد في . Dالمنطقة 
0 , finalC x x 

   الذي يحقق مسألة القيمة
 .الابتدائية 

 (:1)مثال
 :لتكن لدينا مسألة القيم الابتدائية

  00 y 0 2x     1 sin ;y t x xy   
عندئذ بتطبيق مبرهنة القيمة الوسطى  21, yy نجد: 

   
   2 1 2

2 1

, ,
, cos

f x y f x y
f x x x

y y y
 

 
 

 
 

 :نستنتج
     2

2 1 2 1 2 1, , cos 4f x y f x y y y x x y y     
يحقق الشروط السابقة ومسألة القيمة الابتدائية لها حل وحيد، حيث  fأي إنّ 

y   0و 2x . 
 (:1)تعريف

 :نقول عن مسألة القيمة الابتدائية
  ay a x b     , ;y x f x y  

 :تحققت الشروط التالية إذا( أو جيدة الطرح)إنها موضوعة جيداا 
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 .للمسألة حل وحيد .5

يوجد ثابت موجب آخر  من أجل أي عدد موجب  .2 k إذا بحيث إنّه 
كان 0 و t  تابع مستمر على ,a b  يحقق x   على

المجال  ba, يوجد حل وحيد ، z x للمسألة : 
  0 az 

a x b       ,z x f x y x   
 :بحيث يُحقق

     z x y x k    
ندعو المسألة الواردة في الشرط الثاني من المبرهنة السابقة بالمسألة القلقة 

perturbed problemوتفترض إمكانية وجود خطأ ، x  في تقديم عبارة المعادلة
 .في الشرط الابتدائي 0التفاضلية، مقابل خطأ
العددية دائما بحل المعادلة القلقة،لأن أي خطأ يدخل في التمثيل تهتم الطرائق 

مسألة من هذا الطراز، وفي حال كون المعادلة موضوعة جيداا فإن الحل  إلىيؤدي 
العددي للمعادلة القلقة سوف يكون قريباا جداا من حل المعادلة الأصلية، والمبرهنة 

 :التالية توضح هذا الأمر
 :( 2)مبرهنة

 :المعرفة بالشكل Dجموعةلتكن الم
      , : , , ,D x y x a b y     

،عندها تكون مسألة yويحقق شرط ليبتشز بالمتغير Dمستمراا على  fكان إذاف
 .موضوعة جيداا ( 1)القيمة الابتدائية 

 (:2)مثال
 :هي Dمجموعة بفرض ال

      , : 0,1 , ,D x y x y     
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 :ولنأخذ مسألة القيمة الابتدائية التالية
 , 0 0.5y  0 2x    2 1 ;y x y x    

 :لدينا
 2 1

1 1
y x

y

  
 


 

، فإن D، وبما أنه مستمر على المجموعة Dنستنتج أن التابع يحقق شرط ليبتشزعلى
 .المسألة موضوعة جيدا

 :والمسألة المرافقة لها هي

  00 2 , 0 0.5x z       2 1 ;z x z x      

 ثابتان 0و حيث 
 :لكن الحل الفعلي للمسالة هو

   
2

1 0.5 xy x x e   
 :أما المسألة القلقة فحلّها

     
2

01 0.5 xz x x e        
كان  إذاويمكننا التحقق أنه   و 0 فإن: 

     

 

0

2
0

2

0.5

2 1

xz x y x e

e

e

  

  



    

  

 

 

 .وهذا يتوافق مع معطيات المبرهنة السابقة

 :ذات الخطوة الواحدةطرائق ال2- 
تعرض في البداية طريقتين ابتدائيتين لإعطاء القارئ فكرة عن الموضوع سنس

 .طرائق أخرى أكثر دقة وفاعلية إلىالمدروس، ومن ثم ننتقل 
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 :طريقة أولر 1-2
تقريب لمسألة قيمة ابتدائية موضوعة جيداا، وقد  إيجادهدف هذه الطريقة هو 

 .5161سميت باسم ليونارد أولر الذي وضعها عام 

 

 1كل الش

في البداية يتم توليد نقاط تُدعى نقاط الشبكة، في المجال ,a b.  نشترط هنا أن تكون
و اختيار  Mويتحقق هذا الشرط باختيار عدد صحيح موجب  النقاط موزعة بالتساوي

النقاط  0 1, ,..., Mx x x بحيث يكونix a ih  ويدعى البعد بين كل نقطتين ،
bمتجاورتين  a

h
M


  حجم الخطوة، ثم نقرب y x  عند هذه النقاط ، و ينتج

عندئذ تقريبات من الشكل    ; 0,1,...,iy x i M . 
xسنستخدم مبرهنة تايلور بجوار h  

2
( )( ) ( ) ( ) ( ) ...

2! !

n
nh h

y x h y x hy x y x y
n

       

)(وبحذف الحدود اعتباراا من الحد 
!2

2

xy
h

 ينتج أن: 

),()()()()( yxhfxyxyhxyhxy  
),(نبدأ بالنقطة  00 yxفنجد بالتعويض في العلقة أعله أن ،: 
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1 0

0 0

( )

( ) ( )

y y x h

y x hy x

 

 
 

2 0

0 0

1

( 2 )

( ) 2 ( )

( , ) 0,1,2,3,..., 1n n n n

y y x h

y x hy x

y y hf x y n M

 

 

   

 

 :هي الصيغة العامة لقانون أولر أي إنّ 
1 ( , )n n n ny y hf x y   (2) 

 حيث
0 0,1,2,3,..., 1nx x nh n M     

 (:3)مثال
yxyأوجد الحل التقريبي للمعادلة التفاضلية   0(0حيث( y و بفرض ،

2.0h 1,0[ في المجال[. 
 :الحل

)0(0بالاستفادة من الشرطو  (2)علقةالباستخدام  y نجد أن: 

747.1)489.08.0(2.048.0)(2.0

274.0)128.06.0(2.0128.0)(2.0

128.0)04.04.0(2.04.0)(2.0

4.0)02.0(2.00)(2.0

0)(2.0

),(

4445

3334

2223

1112

0001

0













yxyy

yxyy

yxyy

yxyy

yxyy

nhnhxxyxyxf nnnnn

 

)(2.01 nnnn yxyy  nxn 2.0 n 

0 0 0 
0.04 0.2 1 

0.128 0.4 2 
0.271 0.6 3 
0.489 0.8 4 
1.747 1 5 

 1جدول 
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 (:4)مثال
 :سالة الشرط الابتدائيأوجد الحل التقريبي لم

1 0 1 , (0) 1;y y x x y        
xexy: ثم قارنه بالحل الفعلي . 

نقصد بالمقارنة الخطأ المطلق ويمثل القيمة المطلقة للفرق بين الحل الفعلي والحل )
11أي ( التقريبي   nn zyE 

 :الحل

0

1

1 1 0 0

2 1 1 1

1 0
, 0.1

10

( , ) 1

0.1( 1)

0.1( 1) 1 0.1( 1 0 1) 1

0.1( 1) 1 0.1( 1 0.1 1) 1.01

n

n n n n

n n n n

b a
x x nh h

n

f x y y x

y y y x

y y y x

y y y x



 
    

   

    

          

          

 

 .على القيم التقريبية الموضحة في الجدول أدناهوهكذا نحصل 
)(2.01 nnnn yxyy  nx n 

1 0 0 
1.01 0.1 1 

1.029 0.2 2 
1.016100 0.3 3 
1.90490 0.4 4 
1.131441 0.5 5 
1.78297 0.6 6 
1.230467 0.7 7 
1.287420 0.8 8 
1.348578 0.9 9 

 2جدول 

 :nxوللمقارنة بين الحل التقريبي والحل الفعلي نوجد قيم الحل الفعلي عند النقاط 
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0

1

2

3

( )

1

0

1 0

0.1

2 1

( 0.2)

3 2

( 0.3)

4 3

0 1

0.1 1.04837

0.2 1.018731

0.3 10.40818

nx

n n

x

x

x

x

z x e

z x e e

z x e e

z x e e

z x e e









 

 

    

    

    

    

 

 :وهكذا نحصل على جدول المقارنة التالي
11   nn zyError 

1nz 1ny n 

0.00000 1 1 0 
0.03837 1.04837 1.01 1 

0.0217631 1.048731 1.029 2 
0.024718 1.040818 1.016100 3 
0.16542 1.070320 1.90490 4 
0.066131 1.06531 1.131441 5 
0.634158 1.148812 1.78297 6 
0.033883 1.196585 1.230467 7 
0.038091 1.249329 1.287420 8 
0.042008 1.306570 1.348578 9 

 3جدول 

 :( 3)مبرهنة
على Lوالثابت yتابع مستمر ويحقق شرط ليبتشز بالمتغير fبفرض أن

  Dالمجموعة
  , ,D x y a x b y      

 : ثابت يحقق Mو
 ,x a b    ;y x M  

وبفرض أن  y x يرمز لحل مسألة القيمة الابتدائية: 
  ay ,a x b     , ;y x f x y  

,...,0,1,2و 1i M   ii tyw   لهي التقريبات المولدة بطرائق أولر n  من
 :عندئذ تحقق القيمة المطلقة للخطأ المتراجحة التالية .النقاط
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   
1

2
iL x a

i i

hM
y x w e

L

   
  

(3) 

والقيمة  hتبين المبرهنة السابقة أن هناك علقة خطية بين طول الخطوة 
قريبات التي نريد الحدية للخطأ، ونلحظ أن تصغير طول الخطوة يعطينا دقة أكبر للت

 .الحصول عليها
 :ملحظة

رغم . موطن الضعف في المبرهنة يقع في ضرورة معرفة المشتق الثاني للحل
أن كُلا من  إلىحد واقعي للخطأ، فيجب الإشـارة  إيجادكون هذا الشرط يمنعنا من 

f

x




fو 

y




 :لذا. موجود 

           
'

''( ) ( ) , , , . ,
dy df f f

y x x x y x x y x x y x f x y x
dx dx x y

 
   

 
 

)''الخطأ في  إيجادمن الممكن أحياناا  إذا )y x دون معرفة( )y x بصورة صريحة. 
لحساب القيمة الحدية للخطأ ( 3)تم إهمال أثر أخطاء التدوير في نتيجة المبرهنة 

مقدار الخطوة فإننا سوف  ، حيث إنه كلما صغرناhالتي تتأثر بمقدار الخطوة 
ظهور أخطاء إضافية، ويمكن  إلىنضطر لإجراء حسابات أخرى وهذا يؤدي بدوره 
 :في هذه الحالة الاستفادة من صيغة المعادلة المميزة

0w 
0,1,2, , 1i M   1 ,i i i iw w hf x w   

 :إذ نستخدم عوضاا عنها المعادلة

0 0y    
0,1,2, , 1i M   1 1,i i i i iy y hf x y     

 .iyأخطاء التدوير المرتبطة بالتقريب  إلى iحيث ترمز 
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 :( 4)مبرهنة
ليكن  y x حلا وحيداا لمسألة القيمة الابتدائية: 
  ay a x b     ,y x f x y  

nuuuو ,,, 10  هي القيم التقريبية للحل الناتجة عن استخدام الطرائق السابقة: 
00  u 

0,1,2, , 1i M   1 1,i i i i iy y hf x y     
كانت  إذاف i ) 0,1,2, ,i M ) وتحققت أيضاا فرضيات مبرهنة الخطأ ،

ويوجد حد أعلى  Lبثابت  Dمستمر ويحقق شرط ليبتشز على  f أي إنّ ). الحدي
 :فإن .( y لللقيمة المطلقة للمشتق الثاني 

     
0

1
1

2
i iL x a L x a

i i

hM
y x y e e

L h




            
 (4) 

 :وذلك لأن hنلحظ أنّ الخطأ هنا غير مرتبط خطياا بمقدار الخطوة 
0

2

hhM

h

  
  

 
 

، ويمكن إجراء صغيرة بشكل كاف h لويُتوقع أن يصبح الخطأ أكبر من أجل قيم 
 :، وذلك بوضعhحد أدنى لمقدار الخطوة  لإيجاد بعض الحسابات 

  









h

hM
hE



2
 (5) 

  









2

2 h

M
hE

  

 :وعندئذ نجد
Mhكان  إذا 2 ،  فإن  0 hE  فإن  عليهو hE ظة يتناقص، مع ملح

 E h  متزايدة. 
ذاو  Mhكان  ا  2 ،  فإن  0 hE  فإن  عليهو hE يتزايد. 

 :التالية hأما القيمة الدنيا لخطأ الخطوة فهي من أجل 
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M
h

2
 (6) 

الخطأ الكلي في التقريب، لقد  أقل من هذه القيمة زيادة في إلى hويؤدي تناقص 
 hصغيرة بقدر كافٍ بحيث لا يؤثر هذا الحد الأدنى لـ جرت العادة أن تكون قيمة 

 .في عمليات طرائق أولر
 :Taylor series methodسلسلة تايلور  طريقة2-2 

يبات بدقة كافية وبأقل جهد تقر  إيجادلما كان غرض الأساليب العددية هو 
المعيار الأول . وسيلة لمقارنة فعاليات مختلف طرائق التقريب إلىممكن، فإننا نحتاج 

 . الذي ندرسه يُدعى خطأ القطع المحلي للطريقة
 (:2)تعريف
 كل خطوة لمعادلة الفروقفي ( Local truncation) خطأ القطع الموضعي يُعطى 
 : التالية

0w 
0,1,2, , 1i M   1 ,i i i iw w h x w   

 :بالعلقة

 
  

 

1

1

1

,

,

i i i i

i

i i
i i

y y h x y
h

h

y y
x y

h












 



 

 

 :تعطى بالعلقة iفمن أجل طريقة أولر نجد أن علقة القطع الموضعي عند الخطوة 
   

 

1
1

i+1 i+1

, , 0,1,2, , 1

1
y(t ) -w

i i
i i i

y y
h f x y i M

h

h

 



   



  

الطريقة عند خطوة محددة ، ويدعى هذا الخطأ بالخطأ الموضعي لأنه يقيس دقة 
وذلك بفرض أن الطريقة كانت صحيحة عند الخطوة السابقة، وهو مرتبط بالمعادلة 
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 .التفاضلية وبمقدار الخطوة في التقريب
 : و نلحظ أن 

   ii y
h

h  
2

حيث 1 1,i i ix x  
 :ينتج xعلى مجال قيم  Kبما أن المشتق الثاني محدود من الأعلى بثابت 

 1
2

i

h
h K   (7) 

ونعبر عنه  h لخطأ القطع الموضعي لطريقة أولر تابع  ومنه فإنّ  hO  قوى وترمز
h لمرتبة الخطأ. 

لنفترض أن  y x المرتبةحتى  قابلة للمفاضلة 1n  بتطبيق مبرهنة تايلور ،
1nxبجوار  : 

   
 

 ( )
1 ( ) ... ( , )

!

n
n

n n n i

h
y x y x hy x y y

n
 

    

حيث  1,i i ix x . 
 :لكن

                  1
, , , ,..., ,

M M
y x f x y x y x f x y x y x f x y x

     

 :بالتعويض نجد

   
 

 ( 1)
1 ( , ) ... ( , )

!

M
M

n n n n i

h
y x y x hf x y f y

M
 

     (8) 

 .M المرتبةوتدعى هذه الطريقة طريقة تايلور من 
تستخدم طريقة تايلور من مراتب مختلفة في الحالات التي يمكن الحصول فيها 
على تفاضل التابع رياضياا، وتمتاز هذه الطريقة على بعض الطرائق الأخرى بأنها لا 

المستخدمة في الطرائق المذكورة ويمكن  تتأثر بخطأ التدوير مثلما تتأثر الفروق
 .كبيرة نوعاا ما hاستخدام قيمة



 511 

 :بالشكل ( 8)ويمكن كتابة العلقة 
( )

1 ( , ) ; 0,1,2,..., 1n
n n n ny y hT x y n M     (9) 

 :حيث
( 1)

( ) ( 1)( , ) ( , ) ( , ) ... ( , )
2 ( )!

n
n n

n n n n n n n n

h h
T x y f x y f x y f x y

n


    

 (:5) مثال
 : أوجد الحل التقريبي  لمسالة القيمة الابتدائية

1 ; 0 1 , (0) 1y y x x y        
 .الرابعة المرتبةالثانية و  المرتبةباستخدام طريقة تايلور من 

 :الحل
 :الثانية المرتبةتايلور من  طريقةباستخدام : أولاا 

2

1

2

(2)

1

( , )

( , ) ( , ) ( , )
2

( , ) 1

( , ) 1

( , ) 1 ( ) (1 )( ) 1
2 2

[(1 )( ) 1] ; 0,1,2,....., 1
2

n n n n

n n n n n n

n n n n

n n n n n

n n n n n n

n n n n

y y hT x y

h
T x y f x y f x y

f x y y x

f x y y y x

h h
T x y y x y x x y

h
y y h x y n M





 

 

   

     

         

      

 

 

00500.1)]10)(
2

1.0
1[( 1.00

]1))(
2

1.0
1[( 1.001



 nn yxyy

 

019025.1]1)00500.11.0)(
2

1.0
1[( 1.000500.1

]1))(
2

1.0
1[( 1.0 1112



 yxyy
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 لمحسوبة يوضح القيم ا 4والجدول  9yوهكذا نحصل على بقية القيم حتى قيمة 
 :الرابعة مرتبةتايلور من الطريقة باستخدام : ثانياا 

)),(4

1 nnnn yxhTyy  
 :حيث

2 3
4 ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )

2 3! 4!

( , ) 1

( , ) 1 1 1

( , )

( , )

n n n n n n n n n n

n n n n

n n n n n n n

n n n n

n n n n

h h h
T x y f x y f x y f x y f x y

f x y y x

f x y y y x y x

f x y y x

f x y y x

     

   

         

   

  

 

 :وبالتعويض في العلقة
),(

!4
),(

!3
),(

2
),(),(

32
4

nnnnnnnnnn yxf
h

yxf
h

yxf
h

yxfyxT  
 :نجد أن

))(
2624

1(1),(
23

4

nnnn yx
hhh

yxT  
 :وبالتعويض في سلسلة تايلور نجد أن

)]))(
2624

1(1[
23

1 nnnn yx
hhh

hyy  

 :ملحظة 
,دلة السابقة بدلالة يمكن كتابة المعا nn y  بالشكل التالي: 

nhxnو  1.0hفإن  10nكان  إذا    الثانية المرتبةمن  ربالنسبة لسلسة تايلو : 

1

1

[(1 )( ) 1]
2

0.1 [0.95(0.1 ) 1]

0.905 0.0095 0.1

n n n n

n n

n n

h
y y h x y

y n y

y y n





    

   

  

 

 :بحالرابعة تص المرتبةوبالنسبة لصيغة تايلور من 
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3 2

1

1

[(1 )( ) 1]
24 6 2

0.01 0.01 0.1
0.1[(1 )(0.1 ) 1]

24 6 2

0.9048375 0.00951625 0.1

n n n n

n n

n n

h h h
y y h x y

y n y

y y n





      

      

  

 

9n,.........,0,1,2,3 :من أجل  
 :الثانية والرابعة المرتبةيمثل القيم المحسوبة في حالة سلسلة تايلور من  4والجدول 

Taylor method 
of order 4 

Taylor method 
of order 2  nx 

1.00000 0.00000 0.0 
1.0048375 1.00500   0.1   

1.0187309014 1.09025 0.2 
1.0408184220 1.041218 0.3 
1.0703202889 1.070802 0.4 
1.1005309344 1.107076 0.5 
1.488119344 1.149404 0.6 
………… ………… 0.7 
………… …………  0.8 
………… …………  0.9   

 4جدول 

 :ملحظة
و كلما . مرتبة الأولىر على أنها طريقة تايلور من الوليمكن اعتبار طريقة أ

الخامسة أوالسادسة  المرتبةأي من رتب أعلى ك)كانت درجة حدودية تايلور أكبر 
 .كانت درجة الدقة أكبر.......( أو

 (:6)مثال
 :الرابعة لحل المعادلة التفاضلية المرتبةاستخدم طريقة تايلور من 

( )
; (0) 1 ,0 3

2

x y
y y x


     

أجل ومن 
8

1
,

4

1
,

2

1
,1hثم قارن النتيجة بالحل الفعلي ، xey x   2 3 2/. 

 :الحل
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 :الرابعة بالشكل المرتبةقانون سلسلة تايلور من  يُعطى 
),(4

1 nnnn yxhTyy  

),(: حيث
!4

),(
!3

),(
2

),(),(
32

4

nnnnnnnnnn yxf
h

yxf
h

yxf
h

yxfyxT  
 :ومنه

( )
( , )

2

1 (1 ( ) / 2) 2
( , )

2 2 4

0 1 1 ( ) / 2 2
( , )

4 4 8

0 1 1 ( ) / 2 2
( , )

8 8 16

(0.0 1.0)
( , ) 0.5

2

2.0 0.0 1.0
( , ) 0.75

2

2.0 0.0 1.
( , )

n n

n n

n n

n n

n n

n n

n n

x y
f x y

y x y x y
f x y

y x y x y
f x y

y x y x y
f x y

f x y

f x y

f x y




    
   

       
   

      
   


  

 
  

  
 

0
0.375

8

2 0.0 1.0
( , ) 0.1875

16
n nf x y

 

 
  

 

 :وبالتعويض نحصل على
8974915.0)))

24

1875.0
5.0

6

3575.0
(25.0

2

75.0
(25.05.0(25.00.11 


y 

),()897495.0,25.0(عند النقطة  2y لإيجاد و  11 yx نقوم بحساب ما يلي ،: 
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01654682
16

)8974915.025.00.2(
)8974915.0,25.0(

3309364.0
8

8974915.025.00.2
)8974915.0,25.0(

6618729.0
4

8974915.025.02
)8974915.0,25.0(

3237458.0
2

8974915.025.0
)8974915.0,25.0(





















f

f

f

f

 

 :وبالتعويض نحصل على

8364037.0

)))
24

1654682.0
(25.0

2

6618729.0
(25.03237458.0(25.08974915.02



y
 

 hوهكذا نحصل على بقية القيم والجدول أدناه يوضح القيم المحسوبة عند قيم
 :المطلوبة

1nz 

1ny 

nx 

8

1
h 

4

1
h 

2

1
h 1h  

1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 0 
0.9432392 0.9432392    1.125 

0.8974917 0.8974908 0.8974915   0.25 

0.8620874 0.8620874    0.375 

0.8364023 0.8364024 0.83644037 0.8364258  0.50 

0.8118678 0.8118679 0.8118696   0.75 

0.8195920 0.8195921 0.8195940 0.8196285 0.8203125 1.00 
0.9170997 0.9170998 0.9171021 1.9171423  1.50 

1.1036383 1.1036385 1.1036408 1.1036826 1.1045125 2.00 
1.3595144 1.3595145 1.3595168 1.3595575  2.50 

1.6693905 1.6693906 1.6693928 1.6694308 1.6701860 3.00 

 5جدول 
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 :(Runge-Kutta Methods)كوتا  –ق رانج ائطر 3-2 
( يجب أن تكون صغيرة hقيمة )خطوة صغيرة  إلىتحتاج طريقة أولر 

للحصول على دقة معقولة لذا فإنها لا تستخدم كثيراا في التطبيقات العملية، كذلك فإن 
كأسلوب عام لحل المعادلات التفاضلية طريقة تايلور من المراتب العليا غير مرغوبة 

قيم التابع  لإيجاد تتطلب إجراء حسابات كثيرة لأنها  ,f x y ومشتقاته، مما يجعلها
فتُعد من أهم  كوتا  -رانج أما طرائق  معقدة ومكلفة زمنياا بالنسبة لكثير من المسائل،

ادلات التفاضلية فهي تمكننا من الحل التقريبي للمع إيجادالطرائق المستخدمة في 
 . xy)(اشتقاق التابع إلىالحصول على دقة عالية مع تجنب الحاجة 

hyyكوتا هو  –إن الشكل العام للحل التقريبي بطرائق رانج  ii  1   حيث
  هي مقدار الزيادة أو الميل، ونلحظ أن),,( hyx ii   ويمكن أن يعبر عنها

بالشكل 
nnkakaka   ... 2211 إذ تمثل عبارة الميل في هذه الحالة المعدل ،

 .الموزون للميول  المقدرة
 :(Midpoint Method)نقطة المنتصف  طريقة 4-2

 :ليةقيم التقريب بالعلقة التا إيجادالثانية، يتم  المرتبةكوتا من -يمكن أن ندعوها رانج

  1,...,2,1,0  ;        22111

0





 nihkakayy

y

ii

 (10) 

 و ii yxfk ,1   

 hkqyhpxfk ii 11112 ,   

1aبالعبارة  يوجد أربعة وسطاء ممثلين , 2a , 1p  :ولدينا 11qو  
    2

1 ,
!2

1
, hyxfhyxfyy iiiiii

 
 : فنجد (10)عوض في المعادلة ن

121  aa 

2

1
12 pa 
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2

1
112 qa 

 2aوبهذا لدينا ثلث معادلات بأربعة مجاهيل ، نختار قيمة لأحد المجاهيل ولتكن 
 :ونوجد القيم الأخرى بدلالتها فنجد أن

21 1 aa  و 
2

1
2

1

a
p  و 

2

11
2

1

a
q  

)2مرتبة الإن خطأ القطع المحلي لطريقة نقطة المنتصف من  )O h ( يُمكن استنتاج
 (ذلك من سلسلة تايلور

 :(Modified Euler's Method)أولر المعدلة  طريقة 5-2 
12 :نقطة المنتصف بوضع طريقة نحصل عليها من a 

 :في هذه الحالة يكونو 
01 a  ،

2

1
1 p  ،

2

1
11 q  

hkyy نعوض فنجد ii 21  (11) 
 حيث ii yxfk ,1   و 








 hkyhxfk ii 12

2

1
,

2

1

 

 :( Heun’s Method)هين  طريقة 6-2 
 :نقطة المنتصف بوضع طريقةنحصل عليها من 

2

1
2 a 

 :يكون لدينا وبهذا
2

1
1 a ،11 p  ،111 q 

hkkyy عليه و  ii 







 211

2

1

2

1 (12) 

 حيث ii yxfk ,1  و  hkyhxfk ii 12 ,  

 :من خلل الشكل التالي طريقةويمكن توضيح هذه ال
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xi xi+1

X

Y

( )1,i islope f x h y k h= + +

( ) ( )( )1

1
, ,

2
i i i iAverage slope f x h y k h f x y= + + +

( ),i islope f x y= 1iy predicted+

 

 2الشكل 

 (:7)مثال 
 : م طريقة هين أوجد الحل التقريبي لمسالة الشرط الابتدائيباستخدا

1.01)0(

101





hy

xxyy
 

 :الحل
 :تعطى معادلات هين بالشكل

hkkyy ii 







 211

2

1

2

1
 

),(1 بتطبيق طريقة هين حيث  xyyxf  نحصل على القيم المبينة في
 :الجدول التالي

1ny nx 

1.00000 0 
1.005 0.1 

1.019025 0.2 
1.041217625 0.3 
1.070801951 0.4 
1.107075765 0.5 
1.149403568 0.6 
1.197210229 0.7 
1.249975257 0.8 
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1ny nx 

1.307227608 0.9 

 6جدول

 ( Ralston’s Method) رالستون  طريقة 7-2 

 :نحصل عليها بوضع
3

2
2 a نقطة المنتصف، وعندئذ ينتج في طريقة:

3

1
1 a  

،
4

3
1 p  ،

4

3
11 q ،وبذلك يكون: 

 hkkyy ii 







 211

3

2

3

1 (13) 

 حيث ii yxfk ,1  و 







 hkyhxfk ii 12

4

3
,

4

3 

 (:8)مثال
 : قريبي لمسالة القيمة الابتدائيةرالستون أوجد الحل الت طريقةباستخدام 

( )
;0 1 ; (0) 1 ; 0.1

2

x y
y x y h


      

 :الحل
نحصل على القيم التقريبية لحل المعادلة التفاضلية  (13)رالستون  ةانطلقاا من معادل

 :المبينة في الجدول التالي
1ny nx 

1.00000 0 
0.95375 0.1 

0.914629688 0.2 
0.88229149 0.3 
0.85640478 0.4 

0.836655047 0.5 
0.822743114 0.6 
0.814384387 0.7 
0.811308148 0.8 
0.813256876 0.9 

 7جدول
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 : الثالثة المرتبةكوتا من  –رانج  طريقة 8-2 

 )4(
6

1
3211 kkkhyy ii 

 (14) 

 حيث
1 2 1

3 1 2

( , ),   ( 0.5 , 0.5 )

( , 2 )

i i i i

i i

k f x y k f x h y hk

k f x h y k h k h

   

   
 

 :(Rung–Kutta Order Four)الرابعة المرتبةكوتا من –رانج طريقة 9-2 

الثالثة، إنما الاستخدام الشائع  المرتبةكوتا من  –عموماا لا تستخدم طريقة رانج 
 :عطى معادلتها كالتاليالرابعة، وتُ  المرتبةلها بأن تكون من 

 

 

0

1

2 1

3 2

4 3

,

1
,

2 2

1
,

2 2

,

 

i i

i i

i i

i i

y

k hf x y

h
k hf x y k

h
k hf x y k

k hf x h y k





 
   

 

 
   

 

  

 

 1 1 2 3 4

1
2 2

6
i iy y k k k k     

 
(15) 

 : الإثبات
 :عام نكتب الشكل ال

1 1 1 2 2 3 3 4 4i iy y w k w k w k w k     
 

 
 :حيث 
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 

 

 

 

0

1

2 1 1 1

3 2 2 1 3 2

4 3 4 1 5 2 6 3

,

, ,

, ,

, ,

, .

 

i i

i i

i i

i i

y

k hf x y

k hf x a h y b k

k hf x a h y b k b k

k hf x a h y b k b k b k





  

   

    

 

 

1باستخدام نشر تايلور لـ  2 3 4, , ,k k k k  4للمرتبةN نجد جملة المعادلات التالية ،: 

 

 

1 1

2 3 2

4 5 6 3

1 2 3 4

2 1 3 2 4 3

2 2 2
2 1 3 2 4 3

3 3 3
2 1 3 2 4 3

3 1 3 4 1 5 2 6

3 1 2 3 4 3 1 5 2 6

3

b  = a ,

b  + b  = a ,

b  + b  + b  = a ,

w  + w  + w  + w  = 1,

1
w a  + w a  + w a  = ,

2

1
w a  + w a  + w a  = ,

3

1
w a  + w a  + w a  = ,

4

1
w a b  + w a b + a b  = ,

6

1
w a a b  + w a a b + a b  = ,

8

w a  2 2 2
1 3 4 1 5 2 6

4 1 3 6

1
b  + w a b + a b  = ,

12

1
w a b b   = .

24
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ونلحظ اننا حصلنا على  13  لـ  مجهولاا 11  سنختار. معادلة غير خطية 

1 2

1
a = ,b =0

2
 :، وعندئذٍ نجد

2 3 1 3 4 5

6 1 2 3 4

1 1 1
a = ,a =1,b = ,b = ,b =0, b =0,

2 2 2

1 1 1 1
b =1, w = ,w = , w = ,w = .

6 3 3 6

 

هذه ب خطأفال خطأ القطع بنشر تايلور من المرتبة الخامسة، وبالتالي ونلحظ أن  
 .من المرتبة الرابعة طريقة ال

 (:9)مثال
 المرتبةكوتا من  –د الحل التقريبي لمسالة القيمة الأبتدائية باستخدام طريقة رانج أوج

 :الرابعة

1.01)0(

101





hy

xxyy

 

 :الحل
 : كوتا حيث -بتطبيق معادلات رانج 

1),(  xyyxf 
 :0nمثلا عند 

 

 

 

1 0 0

2

3

4

0.1 1 0

0.1( 0.95 0.95 1) 0.005

0.1 0.9525( ) 1 0.009525

0.1 1 0.19525 0.00525

n n

n n

k y x

k y x

k x y

k

    

    

    

   

 

 :، نحصل على(15)ي المعادلة وبتعويض هذه القيم ف

1 0 1 2 3 4

1
( 2 2 )

6

1.0048375009

y y k k k k    


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حاول )هكذا نستطيع أن نحصل على القيم، ويمثل الجدول أدناه بعض القيم المحسوبة 
 ( :بقية القيم إيجاد

1ny
 nx

 
1.00000 0 

1.0048375000 0.1 
1.0187309014 0.2 
1.040818422 0.3 
1.070320289 0.4 
1.106530934 0.5 
1.148811934 0.6 
1.196585619 0.7 
1.24932929 0.8 

1.306569991 0.9 

 8جدول

 (:10)مثال
الحل الفعلي للمعادلة التفاضلية 

2
3

y
xy  هو: 

12613 2/  xey x 
)0(1ة الابتدائية أوجد الحل التقريبي للمعادلة التفاضلية من أجل القيم y وبأخذ ،

1.0h   10على المجال  xثم أثبت أن الدقة تزداد بنقصان المجال ،. 
 :الحل

),(2/3حيث  كوتا  -رانج بتطبيق معادلات  yxyxf  تصبح: 
1 0 0

2 0 0 1

3 0 0 2

4 0 0 3

( , ) (0,1) 0.05

1
( , ) (0.05,1.025) 0.06625

2 2

1
( , ) (0.05,1.033125) 0.6665625

2 2

( , ) (0.1,1.06665625) 0.0833328

k hf x y hf

h
k hf x y k hf

h
k hf x y k hf

k hf x h y k hf

  

    

    

    

 

 (15) كوتا  -رانج معادلة  وبتعويض هذه القيم في
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1 0

1
(0.05 2 0.06625 2 0.6665625 0.083328)

6

1.06652421856

y y      



 

/وبالمقارنة مع الحل الفعلي  213 6 12xy e x   علية للنقطة ـنجد القيمة الف
1y  ،

(0.1)هي  ،1xبتعويض قيمة  1.06652424866y  ثمانية  إلى، أي تصل الدقة
0.1hبأخذ  ،أرقام معنوية . وبمقارنة قيمةy  الناتجة من الحل الفعلي مع قيمةy 

نلحظ أن قيمة الخطأ تزداد كما هو  hقيمة بازدياد وذلك الناتجة من الحل العددي 
 :ناهموضح في الجدول أد

 h المختارة المجال من الحل الفعلي yقيمة كوتا  -رانج  طريقةبyقيمة 

 y 0.1 1.06652421856  0.1 1.06665242486y  1.0h 

 y 0.2 1.1672208333  0.2 1.16722193718y  2.0h 

 y 0.4 1.4782  1.4 1.47823585939y  4.0h 

 9جدول

 (:11)مثال 
 : الرابعة لحل المعادلة التفاضلية المرتبةمن  كوتا  -رانج استخدم طريقة 

2

)( yx
y


 

وبقيم  y(0)=1، والشرط الابتدائي ]3,0[في المجال 
8

1
,

4

1
,

2

1
,1hجة ، ثم قارن النتي

xeyبالحل الفعلي  x   23 2/. 
 :الحل

الرابعة نحصل على القيم الموضحة في  المرتبةمن  كوتا  -رانج  طريقةباستخدم 
 : الجدول التالي
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1nz 
1ny 

nx 

8

1
h 

4

1
h 

2

1
h 1h 

1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 0 
0.9432392 0.9432392    1.125 

0.8974917 0.8974908 0.8974915   0.25 

0.8620874 0.8620874    0.375 

0.8364023 0.8364024 0.83644037 0.8364258  0.50 

0.8118678 0.8118679 0.8118696   0.75 

0.8195920 0.8195921 0.8195940 0.8196285 0.8203125 1.00 
0.9170997 0.9170998 0.9171021 1.9171423  1.50 

1.1036383 1.1036385 1.1036408 1.1036826 1.1045125 2.00 
1.3595144 1.3595145 1.3595168 1.3595575  2.50 

1.6693905 1.6693906 1.6693928 1.6694308 1.6701860 3.00 

 10جدول

وقد نشرت في )فيلبيرغ  –كوتا  –رانج  طريقة خطأ التحكم و 10-2
 ( Erwin Fehlbergمن قبل  1791

 :إن معادلة الفروق القياسية لمسألة القيم الابتدائية هي من الشكل
0w 

1,,2,1,0  ni   1 , ,i i i i iw w h x w h   (16) 
، يسمح بجعل عدد نقاط 0كعدد أكبر من الصفر  toleranceوتعطى السماحية 

عند أي من هذه  الشبكة أصغر ما يمكن من أجل خطأ عام لا يتجاوز قيمة 
 .النقاط

الاعتماد على وجود لكن لا يمكننا تعيين الخطأ العام لطرائق محددة، لذا سنناقشه ب
، إذ يمكننا التنبؤ بخطأ القطع Local Errorرابط بينه وبين خطأ القطع المحلي 

المحلي من خلل استخدام طرائق مختلفة المراتب، ومن ثم نحدد حجم الخطوة التي 
 (.ضمن القيم المسموح بها)مقيداا  Global Errorتبقي الخطأ العام 
 :الشكل n المرتبةتايلور من  طريقةباستخدام  بفرض أنّه لدينا
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        1
1 , , n

i i i iy x y x h x y x h O h 
    

 :ومعادلة الفروق لها
0w 

0i  1 , ,i i i i iw w h x w h  
 

: وخطأ القطع المحلي هو   n

i hOh 1 
 :1n المرتبةتايلور من  طريقةوبفرض أننا طبقنا أيضا 

        2
1 , , n

i i i iy x y x h x y x h O h 
    

 :ومعادلة الفرق لها
0

~w 
0i  1 , ,i i i i iw w h x w h  

 
 :وخطأ القطع المحلي هو   1

1
~ 

  n

i hOh 
أخذنا في البداية  إذاف i i iw y x w  و ،h عندئذ حسب . ذاتها حجم خطوة

 :لقطع المحلي يكونتعريف خطأ ا

 
   

     1
1 1 1

1
, ,

i i
i i i i i

y x y x
h x y x h y x w

h h
 
  


    (17) 

 :الطريقة نفسهابو 
    1 1 1

1
i i ih y x w

h
     (18) 

 :و عليه 
     1111

~1~
  iiii ww

h
hh  (19) 

لدينا  1i h  المرتبةمن  nO h  و 1i h   المرتبةمن  1nO h و منه نجد ،: 
   111

~1
  iii ww

h
h. 

نما تقدير طول الخطوة  ليس المطلوب هنا تقدير حجم خطأ القطع المحلي فقط، وا 
 .الذي يبقيه ضمن حدود معينة
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يحقق  hمستقل عن  Kنفترض أنه يوجد   n

i Khh 1  ّخطأ  عندها فإن
~,11، و باستخدام التقريبين qh، وبطول للخطوة nالمرتبة  يالقطع المحلي ذا

 ii ww 
 :بالشكل  يُعطى 

       1 1 1

n
n nn

i i i

q
qh K qh q Kh w w

h
       (19) 

 :بحيث qنختار

 

1

1 1 1

1 1

n
n

i i i

i i

q h
qh w w q

h w w


   

 

 
        

 (20) 

، تدعى ((للتحكم بالأخطاء))دارة الأخطاء توجد طرائق شائعة تستخدم هذه المتراجحة لإ
كوتا مع خطأ قطع محلي  –فيلبيرغ، وهي تستخدم طريقة رانج  –كوتا  –طريقة رانج 

 :الخامسة المرتبةمن 

654311
55

2

50

9

56430

28561

12825

6656

135

16~~ kkkkkww ii   (21) 
 :الرابعة مرتبةذات ال كوتا  -رانج وذلك لتقدير الخطأ المحلي في طريقة 

54311
5

1

4104

2197

2565

1408

216

25
kkkkww ii  (22) 

 :حيث إن
 1

2 1

3 1 2

4 1 2 3

,

1
,

4 4

3 3 9
,

8 32 32

12 1932 7200 7296
,

13 2197 2197 2197

i i

i i

i i

i i

k hf x w

h
k hf x w k

h
k hf x w k k

h
k hf x w k k k



 
   

 

 
    

 

 
     

 

 

5 1 2 3 4

6 1 2 3 4 5

439 3680 845
, 8

216 513 4104

8 3544 1859 11
, 2

2 27 2565 4104 40

i i

i i

k hf x h w k k k k

h
k hf x w k k k k k

 
      

 

 
       

 
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 .ست قيم للتابع عند كل خطوة إلىأنها تحتاج فقط  طريقةإيجابية هذه ال
مرتبة الرابعة والخامسة مع بعضهما، حيث كوتا من ال –وتستخدم طريقتا رانج 

على الأقل عند كل خطوة، مرتبة الرابعة لأربع قيم كوتا من ال –رانج  طريقةتحتاج 
فيلبيرغ  –كوتا  –رانج  طريقةومنه يصبح مجموع القيم المطلوبة عند كل خطوة في 

 .عشر قيم على الأقل
 :ذات الخطوات المتعددة طرائقال3- 

 :الخطوات المتعدّدة لحل مسألة القيمة الابتدائية طريقة(:3)تعريف
 y a  ,x b    , ;y f x y  

1iwالتقريب  لإيجاد ق التي تستخدم و هي واحدة من معادلات الفر    عند نقطة الشبكة
1ix   والتي يمكن تمثيلها بالمعادلة التالية، حيثm  واحدال أكبر منعدد صحيح: 

     

1 1 2 1 0 1

1 1 1 0 1 1

....

, , .... ,

i m i m i i m

m i i m i i i m i m

w a w a w a w

h b f x w b f x w b f x w

     

      

    

     

 (23) 

,1من أجل  ,..., 1i m m N   . 
0حيث  1 1 2 2 1 1, , ,..., m mw a w a w a w a      وb a

h
N


. 

0mbعندما يكون  ( 23) تدعى صريحة أو مفتوحة، لأن المعادلة طرائق، فإن ال
1iwتعطي    0عندما يكون و . صراحة بدلالة قيم معينة سابقااmb   تدعى هذه

1iwضمنية أو مغلقة، لأن  طرائقال   وتتعين بصورة ( 23)تظهر في طرفي المعادلة
 .ضمنية فقط

 :(وسيأتي تبيانها تفصيلياا )التالية  عرف المعادلاتتُ فمثلا 
   

   

1 1

1

2 2 3 3

55 , 59 ,

24 37 , 9 ,

i i i i

i i

i i i i

f x w f x wh
w w

f x w f x w

 



   

 
   

   

 (24) 

0حيث  1 1 2 2 3 3, , ,w a w a w a w a    2,3لكل، و,...., 1i N  

 مرتبةمن ال بيشفورث-وتُدعى باسم طرائق آدمزخطوات أربع صريحة ذات  طريقة
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 :و تُعرف المعادلات fourth-order Adams-Bashforth techniqueالرابعة 

0حيث  1 1 2 2 3 3, , ,w a w a w a w a    2,3لكل، و,...., 1i N  

الرابعة  مرتبةمولتون من ال -آدمزثلث تدعى طرائق ذات خطوات  طريقة ضمنية
fourth-order Adams-Moulton technique . 

0wبفرض  a  1 ةقيم الباقيالتوليد يتم 2 3, ,w w w كوتا أو –ونج ار  طرائقإما ب
 .واحدةالخطوة ال بأي طريقة من طرائق

نحل المعادلة الضمنية  علينا أن مباشرة،( 23)صريحة كما في  طريقةلتطبيق 
1iw إلىبالنسبة   . ممكن بصورة عامةغير من الواضح أن ذلك. 

لمتعددة، لاحظ أن لحل مسألة القيمة الابتدائية للبدء باستنتاج طرائق الخطوات ا
 المجال، عند مكاملتها على ( 1) 1,i ix x  الخاصة التالية ،: 

1 1

1( ) ( ) ( ) ( , ( ))
i i

i i

x x

i i

x x

y x y x y x dx f x y x dx
 


    

 :ينتج عن ذلك
1

1( ) ( ) ( , ( ))
i

i

x

i i

x

y x y x f x y x dx


    (26) 

)لما كنا غير قادرين على مكاملة  , ( ))f x y x ون معرفة د( )y x ( حل
)كثيرة حدود (عن ذلك عوضاا ) فإننا نكامل (المسألة )P x  تابعلل استيفاء تمثلو 

( , ( ))f x y x  التي تعينت بمعطيات حصلنا عليها سابقا عند النقاط
0 0 1 1( , ),( , ),..., ( , )i ix w x w x w .أن  (ذلك إلىضافة بالإ) عندما نفرض( )i iy x w  

 :تصبح (26)فإن المعادلة 
1

1( ) ( )
i

i

x

i i

x

y x w p x dx


    (27) 

   

   

1 1

1

1 1 2 2

9 , 19 ,

24 5 , ,

i i i i

i i

i i i i

f x w f x wh
w w

f x w f x w

 



   

 
   

   

 (25) 
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، فإنه من المفضل (المستوفاة)حدود اللكثيرة  طريقةرغم أنه يمكن استخدام أي 
 .طرائق نيوتنا الفروق المقسومة لتراجعيةاستخدام 

شكل كثيرة حدود نُ خطوة،  mيح ذي بشفورث الصر  –لاستنتاج أسلوب آدمز 
1( )mP x النقاط ضمن: 

1 1 1 1 1 1( , ( , ( ))),( , ( , ( ))),......( , ( , ( )))i i i i i i i m i m i mx f x y x x f x y x x f x y x        
 

)1لما كانت  )mP x  1من الدرجة  مستوفاةكثيرة حدودm  فإنه يوجد عدد مناسب ،
i  1في( , )i m ix x  يحقق: 

1 1

( , ( ))
( , ( )) ( ) ( )( )......( )

!

m

i i
m i i i m

f y
f x y x p x x x x x x x

m

 
       

ix في المتحول اا نجري تغيير  x sh  وdx hds  1في( )mp x فنجد أن: 
1

1

1

0

1

11

0 0

11

0

( , ( )) ( 1) ( , ( ))

( , ( ))
( )( )......( )

!

( , ( )) ( 1)

( 1).......( 1) ( , ( ))
!

i

i

i

i

x m
k k

i i

kx

x m

i i
i i i m

x

m
k k

i i

k

m
m

i i

s
f x y x dx f x y x dx

k

f y
x x x x x x dx

m

s
f x y x h ds

k

h
s s s m f y ds

m

 

 









 







 
   

 

   

 
    

 

   





 



 

التكاملت 
1

0

( 1)k
s

ds
k

 
  

 
 من أجل مختلف قيم ،kعندما يكون ف، ، سهلة الحساب

3k : 
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1 1

3

0 0

1

3 2

0

1
4

3 2

0

( )( 1)( 2)
( 1)

3 1.2.3

1
( 3 2 )

6

1

6 4

1 9 3

6 4 8

s s s s
ds ds

s s s ds

s
s s

      
   

 

  

 
   

 

 
  

 

 


 

 :لقيم هذه التكاملت وعليه ، يمكن كتابة جدولٍ 
5 4 3 2 1 0 k 
95

288
 251

720
 3

8
 5

12
 1

2
 1 

1

3

0

( 1)
3

s
ds

 
  

 
 

 11جدول 

 :نتيجة لذلك نجد

 

1

2

11

0

1 5
( , ( )) ( , ( )) ( , ( )) ( , ( )) ...

2 12

( 1).......( 1) ( , ( ))
!

i

i

x

i i i i i i

x

m
m

i i

f x y x dx h f x y x f x y x f x y x

h
s s s m f y ds

m
 





 
       

 

  





 (28) 

) لما كان 1).......( 1)s s s m   لايغير إشارته على 0,1 فإنه يمكن استخدام ،
 يحقق iستنتج أنه، من أجل عدد مناسبنلكي  ،ةالتكاملي القيمة الوسطى مبرهنة

1 1i m i it t     (26)يصبح حد الخطأ في المعادلة 
 

 

11

0

11

0

( 1).......( 1) ( , ( ))
!

( , ( ))
( 1).......( 1)

!

m
m

i i

mm

i i

h
s s s m f y ds

m

h f y
s s s m ds

m

 

 





  

   





 

 أو
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   
1

1

0

( , ( )) 1
mmm

i i

s
h f y ds

m
 

 
  

 
 (29) 

 :كما يلي( 29)فإنه يمكن كتابة المعادلة 
1

1( ) ( ) ( , ( ))
i

i

x

i i

x

y x y x f x y x dx


     

 :و منه نجد 

   

2

1

1

1

0

1 5
( ) ( ) ( , ( )) ( , ( )) ( , ( )) ......

2 12

( , ( )) 1

i i i i i i i i

mmm

i i

y x y x h f x y x f x y x f x y x

s
h f y ds

m
 





 
       

 

 
   

 


 (30) 

 :(12) مثال
 (30) نعوض في المعادلة باشفورت ذي الخطوات الثلث،-لاستنتاج أسلوب آدمز

3m  فنجد ،: 
 

 

 

2

1

1 1

1 1 2 2

1 5
( ) ( , ( )) ( , ( )) ( , ( ))

2 12

1
( , ( )) ( , ( )) ( , ( ))

2
( )

5
( , ( )) 2 ( , ( )) ( , ( ))

12

( ) 23 ( , ( )) 16 (
12

i i i i i i i i

i i i i i i

i

i i i i i i

i i i i

y x y x f x y x f x y x f x y x

f x y x f x y x f x y x

y x h

f x y x f x y x f x y x

h
y x f x y x f x



 

   

 
      

 

 
  

   
   
  

   1 1 2 2, ( )) 5 ( , ( ))i i iy x f x y x   

 

 :باشفورت هي -آدمز طرائقفتكون نتيجة لذلك، 

0حيث  1 1 2 2, ,w a w a w a   2,3لكل، و,...., 1i N  
 .أيضا باستخدام طريقة تايلور يمكن استنتاج طرائق الخطوات المتعددة

خطأ القطع المحلي لطرائق الخطوات المتعددة معرف بصورة مشابهة لما ورد 
 . في طرائق الخطوة الواحدة

 

     1 1 1 2 223 , 16 , 5 ,
12

i i i i i i i i

h
w w f x w f x w f x w         
 (31) 
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 (:4)تعريف
كان  إذا y xحل مسألة القيمة الابتدائية: 

 y a a ,a x b   ' , ;y f x y 
 و

     

1 1 1 1 0

1 1 1 0

....

, , .... ,

i m i m i m i i m

m i i m i i i m i m

w a w a w a w a w

h b f x w b f x w b f x w

    

    

    

     
 

هي الخطوة  1i  الخطوات المتعددة، فإن خطأ القطع المحلي عند هذه  طرائقفي
الخطوة   1i h  هو : 

 
     

   

1 0
1

1 1 1 0

...

, ... ,

i m i i m
i

m i i i m i m

y x a y x a y x
h

h

b f x y b f x y

  


    

  


    

 (32) 

,لكل  1,..., 1i m m N   
 :(13) مثال

باشفورت ذات الخطوات الثلث  -آدمز طرائقلتعيين خطأ القطع المحلي ل
 (:32)، ننظر في شكل الخطأ الوارد في المعادلة (12)المستنتجة في المثال 

   
1 4

3 34 3

0

3
( , ( ))( 1) ( , ( ))

3 8
i i i i

s h
h f y ds f y   

 
  

 
 

خدام الحقيقة ـباست   3 4
( , ( )) ( )i i if y y   ق المستنتجة في و ادلة الفر ـومع

 :نجد( 12)المثال
   

   

1
1 1 1 1 2

4 3
3 4

( ) ( ) 1
23 ( , ( )) 16 ( , ( )) 5 ( , ( ))

12

1 3 3
( , ( )) ( ),

8 8

i i
i i i i i i i

i i i

y x y x
h f x y x f x y x f x y x

h

h h
f y y

h



  


    


   

 
  

 

 

حيث إنّ  2 1,i i ix x  . 
خطأ  وقيم الضرورية التعطى بعض الطرائق الصريحة المتعددة الخطوات مع 

 :وذلك كما يلي(. 13)و(12)ئية المثالين مشابه لإجرا لوبسبأالقطع المحلي 
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 :باشفورت ذات الخطوتين -آدمز طريقة1-3 
   1 1 13 , ,

2
i i i i i i

h
w w f x w f x w       (33) 

حيث 
0 1 1,w a w a  2,3لكل، و,...., 1i N . 
خطأ القطع المحلي هو    ''' 2

1

5

12
i ih y h    لعدد مناسب 1 1,i i ix x  . 

 :باشفورت ذات الخطوات الثلاث -آدمز طريقة 2-3
     1 1 1 2 223 , 16 , 5 , ,

12
i i i i i i i i

h
w w f x w f x w f x w          (34) 

0حيث  1 1 2 2, ,w a w a w a   2,3لكل، و,...., 1i N . 
خطأ القطع المحلي هو  إن     4

1

3

8
i ih y h    عدد مناسب من أجل

 2 1,i i ix xt  . 

 :باشفورت ذات الخطوات الأربع -آدمز طريقة 3-3
   

   

1 1

1

2 2 3 3

55 , 59 ,
,

24 37 , 9 ,

i i i i

i i

i i i i

f t w f t wh
w w

f t w f t w

 



   

 
   

   

 (35) 

0حيث  1 1 2 2 3 3, , ,w a w a w a w a    2,3لكل، و,...., 1i N . 
خطأ القطع المحلي هو و      5 4

1

251

720
i ih y h    عدد مناسب من أجل

 3 1,i i it t  . 

 :شفورت ذات الخطوات الخمسبا -آدمز طريقة 4-3
     

   

1 1 2 2

1

3 3 4 4

1901 , 2774 , 2616 ,
,

720 1274 , 251 ,

i i i i i i

i i

i i i i

f x w f x w f x wh
w w

f x w f x w

   



   

  
   

   

 (36) 

0حيث  1 1 2 2 3 3 4 4, , , ,w a w a w a w a w a     2,3لكل، و,...., 1i N . 
خطأ القطع المحلي هو وفي هذه الحالة      6 5

1

95

288
i ih y h    من أجل عدد
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مناسب  4 1,i i ix x  . 
ستخدام الضمنية با طرائقتستنتج ال 1 1 1, ( , ( ))i i ix f x y x    إضافية في  استيفاءكنقط

 :تقريب التكامل
1

( , ( ))
i

i

x

x

f x y x dx


 

 :بعض الطرائق الضمنية الأكثر شيوعا مدرجة فيما يلي
 مولتون ذات الخطوتين -آدمز طريقة 5-3

     1 1 1 1 15 , 8 , , ,
12

i i i i i i i i

h
w w f x w f x w f x w          (37) 

0حيث  1 1,w a w a  2,3لكل، و,...., 1i N . 
خطأ القطع المحلي هو  و     4 3

1

1

24
i ih y h 


  لعدد مناسب

 1 1,i i ix x  . 

 :مولتون ذات الخطوات الثلاث -آدمز طريقة 6-3
   

   

1 1

1

1 1 2 2

9 , 19 ,

24 5 , ,

i i i i

i i

i i i i

f x w f x wh
w w

f x w f x w

 



   

  
   

  

 (38) 

0حيث  1 1 2 2, ,w a w a w a   2,3لكل، و,...., 1i N . 
خطأ القطع المحلي هو إن      5 4

1

19

720
i ih y h 


  عدد مناسب من أجل

 2 1,i i ix x  . 

 :مولتون ذات الخطوات الأربع -آدمز طريقة 7-3
   

     

1 1

1

1 1 2 2 3 3

251 , 646 ,

720 264 , 106 , 19 ,

i i i i

i i

i i i i i i

f x w f x wh
w w

f x w f x w f x w

 



     

  
   

   

 
(39) 

0حيث  1 1 2 2 3 3, , ,w a w a w a w a    2,3لكل، و,...., 1i N . 
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القطع المحلي هو  خطأوفي هذه الحالة      6 5

1

3

160
i ih y h 


  عدد من أجل

مناسب  3 1,i i ix x  . 
خطوة بطريقة  mباشفورت الصريحة ذات  -من المفيد مقارنة طريقة آدمز

1mمولتون الضمنية ذات  -آدمز  تحوي كل منهما . خطوةm تقديرا للتابعf  في
كل خطوة، ويقع لكل منهما، الحد    1m m

iy h
 بصورة . في خطأ قطعهما المحلي

ومعاملت حدود خطأ القطع المحلي في  fعامة، معاملت الحدود التي تحوي
صغر مما يقابلها في الطرائق الصريحة، ويؤدي ذلك في الطرائق الطرائق الضمنية أ

 .استقرار أكبر وأخطاء تدوير أقل مما في الطرائق الصريحة إلىالضمنية 
 (:14)مثال 

 :لننظر في مسألة القيمة الابتدائية
  0 0.5,y  0 2 ,x  2 1 ,y y x    
باشفورت ذات الخطوات الأربع وطريقة  -ريبين المعطيين من قبل طريقة آدمزوالتق
0.2hمولتون ذات الخطوات الثلث، حيث في كل منهما  -آدمز . 

 :باشفورت معادلة الفروق -لطريقة آدمز
       1 1 1 2 2 3 355 , 59 , 37 , 9 , ,

24
i i i i i i i i i i

h
w w f t w f x w f x w f x w            
 

9i,....,3,4من أجل  0.2سيطها باستخدام ، وتصبح عند تبix i ،0 . 2h  
 و  2, 1f x y y x   : 

2

1 1 2 3

1
35 11.8 7.4 1.8 0.192 0.192 4.736 .

24
i i i i iw w w w w i i   

         
 :مولتون معادلة الفروق -لطريقة آدمز

       1 1 1 1 1 2 29 , 19 , 5 , , ,
24

i i i i i i i i i i

h
w w f x w f x w f x w f x w             

9i,...,2,3من أجل    إلى، وتختزل: 
2

1 1 1 2

1
1.8 27.8 0.2 0.192 0.192 4.736 .

24
i i i i iw w w w w i i   

         
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 إلىلاستخدام هذه الطريقة بصورة صريحة، يمكننا الحل بالنسبة 
1iw 

 :و هذا يعطي 
2

1 1 2

1
27.8 0.2 0.192 0.192 4.736 .

22.2
i i i iw w w w i i  

       
 

مولتون لأجل  -باشفورت و آدمز -نتائج الطريقتين آدمز (12)رقم يبين الجدول 
2,3,...,9i   بأن الحل الفعلي  ، والخطأ المرتكب علماا   

2
1 0.5 xy x x e   

. 
  باشفورت -آدمز  مولتون -آدمز 

 الخطأ المرتكب
iw الخطأ المرتكب 

iw ix 
0 0.5000000 0 0.5000000 0.0 

0.0000000 0.8292986 0.0000000 0.8292986 0.2 
0.0000000 1.2140877 0.0000000 1.2140877 0.4 
0.0000065 1.6489341 0.0000000 1.6489406 0.6 
0.0000160 2.1272136 0.0000828 2.1273124 0.8 
0.0000293 2.6408298 0.0002219 2.6410810 1.0 
0.0000478 3.1798937 0.0004065 3.1803480 1.2 
0.0000731 3.7323270 0.0006601 3.7330601 1.4 
0.0001071 4.2833767 0.0010093 4.2844931 1.6 
0.0001527 4.8150236 0.0014812 4.8166575 1.8 
0.0002132 5.3052587 0.0021119 5.3075838 2.0 

 12جدول 

مولتون الضمنية نتائج أفضل من نتائج  -طريقة آدمز ، تعطي(14)المثال في 
أنه للطرائق الضمنية  مع ملحظة. ت المرتبة ذاتهاباشفورت الصريحة ذا -آدمز

تمثيل صريح للمتغير  إلىمواطن ضعف ناتجة عن ضرورة تحويل الطرائق جبريا 
1iw 

في مسألة القيمة  فمثلا . وقد يصبح هذا الإجراء صعبا إن لم يكن مستحيل. 
 :الابتدائية البسيطة
 0 1y  0 0.25 ,x  ;yy e  

لما كان  , yf x y e مولتون ذات الخطوات الثلث معادلة  -فإن لطريقة آدمز
 :الفروق
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1 1 2

1 9 19 5
24

i i i iw w w w

i i

h
w w e e e e  


      

 
ن هذه المعادلة لايمكن حلها بصورة صريحة بالنسبة  المتغير  إلىوا 

1iw 
. 

عملياا، إن الطرائق الضمنية ذوات الخطوات المتعددة غير مستخدمة كما بينا 
أو بالأصح، إنها مستخدمة لإدخال تحسينات على تقريبات ناتجة عن . من قبل

 -إن تركيب طرائق صريحة بأخرى ضمنية يدعى طرائق متنبئة. طرائق صريحة
طرائق الصريحة بتقريب، تتنبأ ال. predictor-corrector methodمصححة 

 .وتصحح الطرائق الضمنية هذا التنبؤ
الخطوة . لننظر في طرائق المرتبة الرابعة التالية لحل مسألة قيمة ابتدائية

الأولى هي حساب القيم 
3 2 1 0, , ,w w w w باشفورت ذات  -المتعلقة بطرائق آدمز

طوة واحدة من المرتبة الرابعة، للقيام بذلك، تستخدم طرائق ذات خ. المراجل الأربع
الخطوة التالية هي أن نحسب تقريبا . كوتا من المرتبة الرابعة -وهي طرائق رونج

 0

4w لـ 4y x باشفورت كمتنبئة -باستخدام طرائق آدمز: 
         0

4 3 3 3 2 2 1 1 0 055 , 59 , 37 , 9 ,
24

h
w w f x w f x w f x w f x w       

يحسِّن هذا التقريب بإدخال  0

4w مولتون ذات  -في الطرف الأيمن من طرائق آدمز
 :الخطوات الثلث واستخدام هذه الطرائق كمصححة

          1 0

4 3 4 4 3 3 2 2 1 19 , 19 , 5 , ,
24

h
w w f x w f x w f x w f x w     

 
 

تستخدم عندئذ، القيمة  1

4w  كتقريب للمتغير 4y x ويتكرر استخدام طرائق آدمز- 
 لإيجاد مولتون كمصححة،  -شفورت كمتنبئة وطرائق آدمزبا 0

5w  و 1

5w  التقريبين
الأولي والنهائي للمتغير  5y x وهكذا. 

نظريا، يمكن الحصول على تقريبيات 1iy x 
 :مولتون-المحسنة بتكرار قانون آدمز

          1

1 1 1 1 1 2 29 , 19 , 5 , ,
24

k k

i i i i i i i i i i

h
w w f x w f x w f x w f x w



      
     
 

 
عملياا، لما كانت المتتالية   1

1

k

iw



تتقارب من القيمة التقريبية المعطاة من قبل  
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الحل  إلىالقانون الضمني بصورة أفضل من التقرب  1iy x 
، فمن المعتاد استخدام 

 .اك ضرورة لتحسين الدقةكان هن إذاتخفيض في طول الخطوة 
 الرابعة كمتنبئة، مرتبةباشفورت من ال -آدمز طريقةبنيت على الخوارزمية التالية 

 -مولتون كمصححة، بقيم انطلق ناتجة عن طريقة رانج -وتكرار واحد لطريقة آدمز
 .كوتا من المرتبة الرابعة

 :ذات المرتبة الرابعة -بئة المصححةآدمز المتن طريقةخوارزمية 
 :لتقريب حل مسألة القيمة الابتدائية

 y a a ,a x b   , ;y f x y  
عند  1N   من أعداد المجال ,a b المتساوية البعد فيما بينهما: 

INPUT endpoints , ;a b integer ;N initial condition  . 

OUTPUT approximation w to y at the ( 1)N  values of x . 

0

0

0 0

1 ( ) / ;

;

;

OUTPUT ( , ).

Step Set h b a N

x a

w a

x w

 




 

(Compute starting values using 
Runge- Kutta method) 

2 1,2,3, 3 5Step For i do Steps   

1 1 1

2 1 1 1

3 1 1 2

4 1 1 3

1 1 2 3 4

3 ( , );

( / 2, / 2);

( / 2, / 2);

( , ).

4 ( 2 2 ) / 6;

.

5 ( , ).

i i

i i

i i

i i

i i

i i

Step Set K hf x w

K hf x h w K

K hf x h w K

K hf x h w K

Step Set w w K K K K

x a ih

Step OUTPUT x w

 

 

 

 





  

  

  

    

 
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.24/
),(

),(5),(19),(9

;24/
),(9

),(37),(59),(55

;7

107,..,46

11

2233

3

00

112233

3

































wxf

wxfwxfwxf
hww

wxf

wxfwxfwxf
hww

ihaxSetstep

stepsdoNiForstep

i

 

STOPstep

ww

xxSetstep

ww

xxSet

jForstep

wxOUTPUTstep

jj

jj

11

.

;10

.

;

2,1,09

),(8

3

3

1

1















 

 (:15)مثال 
ة في لتي حصلنا عليها باستخدام الخوارزمية السابقالنتائج ا( 13)لجدول رقم يسجل ا

 :مسألة القيمة الابتدائية
 0 0.5y  0 2 ,x  2 1 ;y y x    

10Nمن أجل   . 
i iy w  i iy y x 

iw ix 
0 0.5000000 0.5000000 0.0 

0.0000053 0.8292986 0.8292933 0.2 
0.0000114 1.2140877 1.2140762 0.4 
0.0000186 1.6489406 1.6489220 0.6 
0.0000239 2.1272295 2.1272056 0.8 
0.0000305 2.6408591 2.6408286 1.0 
0.0000389 3.1799415 3.1799026 1.2 
0.0000495 3.7324000 3.7323505 1.4 
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i iy w  i iy y x 
iw ix 

0.0000630 4.2834838 4.2834208 1.6 
0.0000799 4.8151763 4.8150964 1.8 
0.0001013 5.3054720 5.3053707 2.0 

 13جدول 

يمكن استنتاج طرائق أخرى متعددة الخطى، باستخدام تكامل كثيرات حدود 
مستوفاة على فترة من الشكل 

1,j ix x 
    1حيثj i  ، تقريب للمتغير  لإيجاد

 1iy x 
تنتج طريقة جديدة عندما نكامل كثيرة حدود نيوتن الفروق التراجعية على . 
 3 1,i ix x   وهي طرائق صريحة تدعى طرائق مايلنMilne method: 

     1 3 1 1 2 2

4
2 , , 2 ,

3
i i i i i i i i

h
w w f x w f x w f x w           (40) 

طرائق خطأ قطع محلي لهذه ال   5414

45
ih y   حيث 3 1,i i ix x  . 

تستخدم هذه الطرائق، أحيانا، كمتنبئ من أجل طرائق ضمنية تدعى طريقة سمبسون 
Simpson's method 

     1 1 1 1 1 1, 4 , ,
3

i i i i i i i i

h
w w f x w f x w f x w           (41) 

لهذه الطريقة خطأ قطع محلي    
4

5

90
i

h
y 

 حيث  3 1,i i ix x    ونحصل
على ذلك بمكاملة كثيرة حدود نيوتن الفروق التراجعية على  1 1,i ix x . 

المصححة المتعلقة بطريقة  -رغم أن خطأ القطع المحلي معقد في الطرائق المتنبئة
. مولتون  -سمبسون، فإنه أقل، عموماا، من ذلك الخطأ المتعلق بطرائق آدمز -مايلن

هذه الطريقة محدودة الاستعمال بسبب مسألة الاستقرار التي لاتظهر مع إجرائية 
 .آدمز

 



 211 

 تمارين

 1.0hبدقة أربعة أرقام بعد الفاصلة مستخدماا طرائق أولر علماا أنّ  y)5.0(أوجد -5
 :وذلك بحل كل من مسائل القيم الأبتدائية

a)  0)0(;          2  yyxy 
b)  0)0(;          2  yyxy 
c)  0)0(;          3  yyxy 
d)  0)0(;          22  yyxy 
e)  0)0(;          23  yyxy 

 :بدقة أربعة أرقام بعد الفاصلة وذلك بحل مسألة القيمة الأبتدائية y)5.0(أوجد -2
1.1)0(;          2  yyxy 
 . 25.0hنّ مستخدماا طرائق أولر علماا أ

-باستخدام طريقة رانج )1,0(حل كلا من مسائل القيم الابتدائية التالية على المجال -3
 :2.0hكوتا من المرتبة الثالثة علماا أنّ 

a)  1)0(;          2 2  yxyy 
b)  1)0(;          2  yxyy 
c)  1)0(;          2 2  yxyy 
d)  1)0(;        2  yxy 
e)  1)0(;          2  yxyy 

كوتا، أولر -رانج)بدقة أربعة أرقام بعد الفاصلة مستخدماا الطرائق  y)5.0(أوجد -1
وذلك بحل كل من مسائل القيم . 1.0hعلماا أنّ ( المعدلة، هين، رالستون

 :الإبتدائية التالية
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a)  0)0(;          2  yyxy 
b)  0)0(;          2  yyxy 
c)  0)0(;          3  yyxy 
d)  0)0(;          22  yyxy 
e)  0)0(;          23  yyxy 

كوتا علماا أنّ -بدقة أربعة أرقام بعد الفاصلة مستخدماا طرائق رانج y)6.0(أوجد -1
2.0h .ئية وذلك بحل مسألة القيمة الأبتدا: 

1)0(;          5  yxyy 
. 2.0hبدقة أربعة أرقام بعد الفاصلة مستخدماا طرائق هين علماا أنّ  y)6.0(أوجد -6

 :وذلك بحل مسألة القيمة الأبتدائية
1)0(;          5  yxyy 

 :القيمة الأبتدائيةمن أجل مسألة  y)4(استخدم طرائق أولر لتقريب -1
1)1(;      21  yxy

dx

dy

 
 .1hعلماا أنّ 

 :من أجل مسألة القيمة الأبتدائية y)8(استخدم طرائق أولر لتقريب -1
1)1(;      eyexyyx x 

 .1hعلماا أنّ 
 :ل العددي مسألة القيمة الأبتدائيةفأوجد الح 05.0hعلمت أنّ  إذا -1

1)0(;2y     -2  yxyy 
10على المجال   x ،ثم أوجد الحل الفعلي و, وذلك باستخدام طريقة أولر 

 .قارنه مع الحل العددي 
 :فأوجد الحل العددي مسألة القيمة الأبتدائية 01.0hعلمت أنّ  إذا -51

 
1)0(;     

1

2
2





 y

x

x
yy 
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10على المجال   x ،ثم قارن الحل الفعلي , , وذلك باستخدام طرائق أولر

x
y




1

 .مع الحل العددي  1
 :الرابعة لحل مسألة القيمة الأبتدائية المرتبةكوتا من -استخدم طرائق رانج -55














10

3

1
)0(

;     1

x

y
xyy 

 :ةوذلك في كل من الحالات التالي
a)  01.0h 
b)  025.0h 

 .أعد حل السؤال السابق باستخدام طريقة هين -52
 :حل كلا من مسأئل القيم الأبتدائية باستخدام كل من الطرائق -53

a)  طريقة أولر 
b)  طريقة أولر المعدلة 
c)  طريقة هين 
d)  طريقة رالستون 

 .ثم قارن بين النتائج
 

a)  
















1.0

10

)0(

     5

h

x

ey

yy 

b)  
















1.0

10

3)0(

  1)(7

h

x

y

xyy 
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c)  















05.0

10

1)0(

     cossin2020

h

x

y

xxyy

 
 :حل مسألة القيمة الإبتدائية  -51

2  ;    (0) 1y x y y    
على المجال  4.0,0 الثانية علماا أنّ  المرتبةكوتا من -باستخدام طريقة رانج 

02.0h. 
. يب حلول مسائل القيمة الإبتدائية التاليةباشفورت لتقر  -استخدم جميع طرائق آدمز -51

القيم الأولى  من أجلالرابعة  المرتبةكوتا من -و استخدام في كل حالة طريقة رانج
 :وقارن النتائج مع الحلول الفعلية

a)  3 2 , 0 1xy xe y x       
: حيث  0.2 , 0 0h y    

 :والحل الفعلي   3 3 21 1 1

5 25 25

x x xy x xe e e    

b)   
2

1 , 2 3,y x y x        
: حيث  0.2, 2 1h y    

 :والحل الفعلي    1 1y x x x   

c)  1 , 1 2,y y x x       
: حيث  0.2, 1 2h y    

 :والحل الفعلي   ln 2y x x x x  

d)  cos2 sin3 , 0 1y x x x       
: حيث  0.2 , 0 1h y    

 :والحل الفعلي  
1 1 3

sin 2 cos 3
2 3 4

y x x x   
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، 15(b)، (a)15مولتون لتقريب حلول التمارين  -استخدم جميع طرائق آدمز -56
15(c)القيم  من أجل كوتا ذات المرتبة الرابعة -، استخدم في كل حالة طريقة رانج

 .يقارن النتائج مع الحل الفعل. الأولى
باشفورت لتقريب حلول مسائل القيمة الإبتدائية  -استخدم جميع طرائق آدمز -51

القيم  من أجلكوتا ذات المرتبة الرابعة  -واستخدم في كل حالة طريقة رانج.التالية
 .ثم قارن النتائج مع الحل الفعلي. الأولى

2

,
y y

y
x x

 
   

 
 1 2,x  

: الفعلي هوالحل حيث إنّ  
1 ln

x
y x

x



0.1hو     و 1 1y  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 251 

 
 
 
 
 



 512 

 الفصل الرابع

 جمل المعادلات غير الخطيةل العددي حلال

Numerical Methods for Solving System of Nonlinear 

Equations 

  :مقدمة1-
إنّ العديدددددد ظدددددن الزددددد ا ا المياييةيدددددي   الؤيظييةيدددددي   ال يةيدددددي  ددددد    إلددددد   ظ دددددي 

خطيدي، ظدن م د  ظعيدلات غيا خطيي،  ُ عد ظسألي إي يد  ح    ل ظ ي ظعيدلات غيا 
الظسية  ال ي  ظؤن ال ح ي  العددي ظن ظعيل  هي،  ذلك نزاا لصدع  ي إي ديد  الح د   
 . ح ي ييً، سنس عاض في  ذا المص   عض الطااةق العدديي ال ي عيل ت  ذه الظسألي

 :طريقة نيوتن 2-
 :بمجهولينغير خطيتين معادلتين لحل طريقة نيوتن  1-2

ظعددديدل ين  ظ هددد لين ل  يددديي طايفدددي نيددد  ن فدددي حددد   ظ دددي سدددنأخذ فدددي ال دايدددي  ظ دددي 
 يؤدد ن ال ظديددد إلدد   ظدد  ظعدديدلات غيددا خطيددي العيظددي  ايددي . ظعدديدلات غيددا خطيددي

 .ظ يشاة
 :ل ؤن لديني  ظ ي الظعيدل ين غيا الخطي ين  ظ ه لين ال يليي

012),(  xyxyxf 
012),(  xyxyxg 

 : يلشؤ  يظؤن ؤ ي ي الشعيع
0)( zF (1) 

 حيث 
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


















y

x
z

yxg

yxf
zF ,

),(

),(
)( 

 :يظؤن اع  يا ي ظعيدلي  حيدة ال عد، نط ق علاقي ني  ن ال ؤااايي فن د

)(

)(
1

k

k
kk

zF

zF
zz




 (2) 

  
)(  الس ا  ظإذا ُ ظث  kzF    1

( )kF z
 ؟ 

)(إن   kzF   ددي ظشدد ق ؤدد   ظددن f   g  يلنسدد ي ل ظ حدد لين x y   يعددا 
 :  يلشؤ 


























































y

yxg

x

yxg

y

yxf

x

yxf

y

x
FzF

),(),(

),(),(

)( 

  يلشؤ  ( 2) هذا ال عاي ، نس طيع من نؤ ب العلاقي 
,..2,1,0,)()( 1

1  

 kzFzFzz
kkkk (3) 

 . ذه طايفي ني  ن لظسألي   عدين 
 (:1)ظثي 

  :ح   ظ ي الظعيدلات غيا الخطيي
012),(  xyxyxf 
012),(  xyxyxg 

  ماض الفيظي الا  داةيي 











0

0
0z 

 :الح 
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 لديني في  ذه ال ظ ي





































xy

xy

y

x
FzF

2

2
)( 

 :ال ؤااا الأ  


















































1

1

10002

10002

0

0
)( 0 FzF

 

  

































20

02

0

0
)( 0 FzF

 

 حيث






























1

1

20

02

0

0
1

1z

 







































21

21

1

1

210

021

0

0 

 :ال ؤااا الثيني




























































































4

1
4

1

1
2

1

2

1

2

1
2

1
2

1

2

1

2

1
2

21

21
)( 1 FzF

 

  



































2321

2123

21

21
)( 1 FzF

 

 حيث
































41

41

2321

2123

21

21
1

2z

 













































43

43

41

41

4341

4143

21

21 
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 : يظؤن ال حفق ظظي ي ي
























9325.0

9325.0
,

875.0

875.0
43 zz

 

   فياب الس س ي  kz ظن Tz 1,1* . 
 :لحل جملة معادلات غير خطية بعدة مجاهيلطريقة نيوتن  2-2

 :الظعيدلات غيا الخطيي ال يلييل ؤن لديني  ظ ي 
0),...,( 211 nxxxf 

0),...,( 212 nxxxf 

......................... 

0),...,( 21 nn xxxf 

1حيث ؤ   ي ع غيا خطي  2( , ,... )i nf x x x  د n    12ظ ه ,,,... xxxn. 
 :يظؤن ال ع يا عن  ظ ي الظعيدلات   سيطي  يلشؤ 

0)( xF 

Tحيث 

n xfxfxfxF ))(),...(),(()( 21   ،T

nxxxx ),...,( 21. 
لددديني ظددن م دد  ؤدد  . xF)(لاسدد ن يط طايفددي نيدد  ن، لندداش م لًا نشددا  دديي  ا ل شددعيع 

 :xF)(ظاؤ ي ظن 

         ......

)()(

1

2

2

1

1

1

1

11





















nkk

n

kkkk

k

xxx
x

f
xxx

x

f
xxx

x

f

xfxf

 

         ......

)()(

2

2

2

2

1

1

2

22





















nkk

n

kkkk

k

xxx
x

f
xxx

x

f
xxx

x

f

xfxf

 

......................... 
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         ......

)()(

2

2

1

1





















nkk

n

n

kk

n

kk

n

knn

xxx
x

f
xxx

x

f
xxx

x

f

xfxf

 

xF)( يلاظا  xع    Fلناظا لظصم في يعف  ي   ال ي  عط   يلشؤ : 
     

     

     






























































x
x

f
x

x

f
x

x

f

x
x

f
x

x

f
x

x

f

x
x

f
x

x

f
x

x

f

n

nnn

n

n

...

............

...

...

21

2

2

2

1

2

1

2

1

1

1

 

 :عندةذٍ يظؤن من نؤ ب الظنش ا  يلشؤ 

..)()()()(  kkk xxxFxFxF 

 xF)(عنددد ي  ؤدد ن طايفددي نيدد  ن  ددي اسدد خدا  ال فايددب ظددن الدا ددي الأ لدد  ل  ددي ع 
   : 

)()()( kkk xxxFxF  

)(0ن  د ح  الظعيدلي  xF)(ل فايب  xF . مي 
0)()()(  kkk xxxFxF 

 ن د طايفي ني  ن 
,..2,1,0,)()( 1

1  

 kxFxFxx
kkkk 

xF)(عنددددظي  ؤددد ن ظصدددم في يعفددد  ي   ؤ يددداة، قدددد لا يؤددد ن ؤددديٍ  حسددديب الظف ددد ب
1)(  xFعندةذٍ نس خد  عيدة طايفي ني  ن ؤظي ي ي. في ؤ   ؤااا: 

 : ظي ي ي2,1,0k..,نف   ظن م   ؤ  
 ظن خلا  ح   kdحسيب  .1
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)()(
kkk xFdxF  

  يلشؤ  1kxنع ض  .5
kkk dxx 1 

 :طريقة نيوتنتقارب  3-2
. سددنداف فددي  ددذه المفدداة  فددياب طايفددي نيدد  ن ل ظ ددي ظعدديدلات غيددا خطيددي  شددؤٍ  عددي 

 . لهذا الغاض نح يط لإدخي   عض الن يةج الظميدة
 :الظ ا ني الأسيسيي في حسيب ال ميي   ال ؤيظ  م لاً 

عندةدذٍ يؤد ن . nR   *xقي  ي للاش فيق في ظ ظ عدي ظم  حدي   Fل ؤن 
 (x*قاي ي  فداٍ ؤيٍ  ظن ) xظن م   ؤ  

    
1

0

**** )()( dtxxxxtxFxFxF 

  ينيخالظ ا ني ال يليي   دع  عيدةً ظ ا ني  ثينييً 
،مي A ددددي  فايددددب لظف دددد ب  B حيددددث  nnظصددددم ف ين ظددددن ال عددددد A Bلدددد ؤن

1 BAI . عندةددذٍ ؤددد   ظددنA B  مي ظحددددد ؤدد   ظنهظدددي لايسدددي ي )غيدددا شدديذة
   ي حفق( الصما

BAI

B
B

BAI

B
A





 

1
,

1

11
 

، إذا ؤيندت nnذات ال عدد  Cظدن م د  مي ظصدم في . الخط ط العاييي ل  ا دين
1Cعندةذٍ  ؤ ن ،CI   عؤ سي(invertible)   

  ...21



CCICI 

1لدددذا إذا ؤدددين  BAI نع ددد  من ، BAIIBA     عؤ سدددي، لدددذا يؤددد ن ؤددد
   ؤذا يظؤنني من نؤ ب . عؤ سي A   Bظن 

         BBAIBAIIBBAIIBBAA ...
2111 


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 :  ذا يعني 

BAI

B
A




1

1
 

 :F الآن يظؤنني من نيع المايييت الأسيسيي ع   
)(0ل ظعيدلي   ح  x*ي  د  .1 xF. 

nnRFيُحفق اليعف  ي  .5  شاط ل  شا،   ثي ت ل  شا    : . 

)(الظصم في  .3 *xF غيا شيذة. 

 نُعا  . x*لدااسي ال فياب، نح يط لظعافي النفيط الظحيطي  يلفاب ظن
     xyRyxB n ; 

 : ظن ث   ص ي المايييت الثلاث  يلشؤ  
 :( 1) مبرهنة

ظن م   ؤ   *xBx  ، 0ي  دحفق ظي ي ي  ،: 
   *2 xFxF  (4) 

    1*1
2


 xFxF (5) 

      ***
1

1* 22/ xxxFxFxxxF 



 (6) 

 : البرهان
صغياة  فداٍ ؤيٍ   حيث  ل ؤن  *xB .  ظن م   ؤد *xBx  

 لديني
    ** xxxFxF   

 (.4)    ظي يعني  حفق العلاقي 
 :ُ س ن ج   ط يق ظ ا ني  ينيخ   ظلاحزي ( 5)العلاقي
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   
2

1*  xFxFI 

  شؤٍ  ظنيسب نحص  ع   في الحفيفي، إذا اخ اني 
          xFxFxFxFxFI 

 *1**
 

  *1* xxxF 


 

 
2

11* 


xF (7) 

، نلاحدددددددددددددددددددز منددددددددددددددددددد  إذا ؤدددددددددددددددددددين (6)لإث ددددددددددددددددددديت العلاقدددددددددددددددددددي  *xBx   فدددددددددددددددددددإن
   *** xBxxtx    10ظدددددن م ددددد  ؤددددد  t .  الظ ا ندددددي ( 4)ثددددد   يسددددد خدا 

 الأسيسيي في حسيب ال ميي   ال ؤيظ ، نحص  ع   
       **

1

0

*** 2 xxxFdtxxxxtxFxF   

 ظن م   الطا  الأيسا نلاحز من(. 6)    الطا  الأيظن ل ظ اا حي في العلاقي 
         

 1

0

***1*1* dtxxxxtxFxFxFxF 

         
1

0

***1** dtxxxxtxFxFIxx 

 نحص  ع   ( 7)ظن العلاقي 
         2/1 ***1**1* xxxxtxFxFIxxxFxF 





 


 

 لذلك
       xFxFxFxFxx

1*1** 2/


 

 .  ؤذا ي   ال ا ين
 : الآن مص حني ع   اس عداد لإث يت  فياب طايفي ني  ن
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 :( 2) مبرهنة
 حيث يؤ ن ظن م    0K   0 نيءً ع   المايييت السي في، ي  د 

مي  *

0 xBx  الظ  يليي ، nx  الظ لدة  طايفي ني  ن  حفق *xBxn   ، 
...,2,1,0,

2
*

1

*

1   nxxKxx nn
 

 .طايفي ني  ن   فياب  ا يعييً لذلك فإن    
 : البرهان

 لديني فاييً  
   

        

1* *

1 1

11 * * *

0

n n n n

n n n n

x x x x F x F x

F x F x F x t x x x x dt



 



   

      
 

 :نس ن ج من  ( 5) ( 4) يس خدا  
  2/2

2
*

1

1**

1 xxxFxx nn 




  



  

 .  هذا ي   ال ا ين

 (التقلصةةةةة ) مبرهنةةةةةة التطبيةةةةة طريقةةةةةة تاةةةةةرار النقطةةةةةة ال ابتةةةةةة و  3-
 :نضغاط االا

 :مقدمة 1-3
xgy)(ليؤن    حيثnRyx ,: 

 

 

































nn

n

n xxg

xxg

y

y

,,

,,

1

111







 

 .nRظ ظ عي  اةيي ظن  Dx   Dُ عا  ظن م    xg)(نماض من 
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 .لظعيدلي النفطي الثي  ي  x* دفني إي يد  الح  
xxg )( 

 :  ي الطايفي  ال ؤااايي لظ ا ني النفطي الثي  ي x*طايفي إي يد  
Dxنأخذ نفطي  دم  فديايي  )0(  نعا  العلاقي ال يليي  

...,2,1,0k  )()1( kk xgx 
 

ظ فيا دددي،  kx)( لؤدددن إذا ؤيندددت الظ  يليدددي . لاحدددز من  دددذا الحددد  قدددد لا يؤددد ن ظ فيا ددديً 
 .ح  لظعيدلي النفطي الثي  ي x*:ظس ظااً، عندةذٍ g ال ي ع 

 :( 3) النقطة ال ابتة لباناخمبرهنة  2-3
nRDل ؤن     nRDg :ماض   ، 
1. D  ع ياة مخاش  ح ي )ظغ في D ظيع نفيط الظ  يليي ( )kx.) 

5.   DxgDx . 

1ي  د .: D ف صي  في  gال ط يق  .3  حيث  

   , :x y D g x g y x y     (8) 

 :عندةذٍ 
Dxي  د  .1 * حيد يُحفق  :  ** xxg . 

Dxظدددددن م ددددد  مي  .5 )0(  ي  دددددد ظ  يليدددددي )()1( kk xgx   فدددددياب ظدددددن  *x 
 .kعندظي 

 :الخطأ الظ ع ق  يلخطأ الا  داةي kx)( فديا  .3

( ) * (1) (0)

1

k
kx x x x




  


 (9) 

 :  فديا الخطأ الظ ع ق  يلخطأ السي ق
( ) * ( ) ( 1)

1

k k kx x x x




  


 (10) 
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 : البرهان
Dxنخ يا  )0(   نعا  )(kx يلعلاقي : 

...,2,1,0k  )()1( kk xgx 
 

 ( 8)لديني ظن الخيصي ال ف صيي 

   ( 1) ( ) ( ) ( 1) ( ) ( 1)

1

k
k k k k k kx x g x g x x x





      


 (11) 

 :  يل يلي
( 1) ( ) ( 1) (0)k k kx x x x    (12) 

1) ماض  ) (0 )d x x  . (12)لديني ظن ظ اا حي الظث ث 
)1()1()1()()()( ...   klkkklkk xxxxxx 

 1 1... 1 ...k k t k td d d             

q
dqxx kkk




1

1)()1(
 (13) 

 يسدددددد خدا  ظ ظدددددد ع الس سدددددد ي الهندسدددددديي 
 

1

0 0

1

1

l j j

j j
q q

q

 

 
 


  . لاحددددددز من

) عطددددي الظ س سدددد ي  (13)العلاقددددي  )kx لددددذلك ي ددددب من .   ددددي ظ س سدددد ي ؤ شددددي 
nRx  فددددياب إلددددد  حدددددد  * ( ّحيددددث إنnR  فيددددديء  دددددي .) ظددددي من  D  ظغ فدددددي فدددددإن

Dx * .  دني   )()1( kk xgx    ،يل يلي : 
 ( 1) ( )lim limk k

k k
x x g x 

 
  

 ظس ظا  gال ي ع لؤن 

     * ( ) ( ) *lim limk k

k k
x g x g x g x

 
   

نمدددداض من لددددديني نفدددديط ثي  ددددي .  الآن لنث ددددت من  النفطددددي الثي  ددددي  حيدددددة ** xgx    
 ** ygy  . ن د  (8) يس خدا  العلاقي: 
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   * * * * * *x y g x g y x y     

ظظي ي دي   * *1 0x y    0 لذلك**  yx  ع ياة مخاش ** yx . 

 :إ بات خاصة التقلصية 3-3
 ا  ط الخيصي ال ف صيي  يليعف  ي  xg  حيث ، xg   ظصم في ظن الظا  ديnn 

إذا ؤين ظعييا الظصم في يحفق . Dxظن م   ؤ  نفطي   1g x     ٍعندةذ
 . ف يصيً  g ي ب من يؤ ن ال ي ع

 (4) مبرهنة
nRD مددداض الظ ظ عدددي    ل  دددي ع  ظحد ددديnRDg : ظشددد فيت  اةيددددي(

k

g j



 )
1إذا ؤين . Dظس ظاة في   ، g xحفق : 

 :x D g x    (14) 

 (.8)  يحفق العلاقي  D ف صي في  gعندةذٍ ال ط يق 
 :البرهان 

Dyxلددديؤن  , . حفدددق ظ ظ عدددي النفددديط ع ددد  الخدددط الظسددد في  ظدددن ُx   إلددد
y العلاقي xytx   1,0[حيدث[t . ظدي من  D  ظحد دي فدإن  ظيدع النفديط  فدع
إذا ؤين . Dفي    xytxgtG :فإن ،     xyxytxgtG  :   

              
1

0

1

0
01 dtxyxytxgdttGGGxgyg 

 ظلاحزي     
b

a

b

a
dttFdttF، ن د: 

        
1

0
dtxyxytxgxgyg 

      
1

0
g x t y x y x dt y x







      
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 :تقدير الخطأ  4-3
في ظعافي عدد ال ؤاااات ال ي نح ديط إليهدي ظدن ( 10)  (9)يميد  فديا الخطأ 

 .(14)،  عيدةً نحص  ع ي  ظن  لهذا نح يط لظعافي الثي ت . م   دقي ظعطية
ظددددن الفيظددددي  x)1(يظؤننددددي الحصدددد   ع ددد  :الظ ع ددددق  يلخطددددأ الا  دددداةيال فدددديا  -1

 :، ث  نفدا الخطأ ظن العلاقيx)0(الا  داةيي 

( ) * (1) (0)

1

k
kx x x x




  


  

 ميد  ذه العلاقي  ظعافي عدد ال ؤاااات اللااظي  k ظن م   دقي ظعيني ظعطية. 
ناغب   حديد الظ ظ عي  kx)( عد من نحسب  :ال فديا الظ ع ق  يلخطأ السي ق -5

 . x*ال ي ين ظي لهي الح  المع ي

 ليؤن
 ( ) ( 1) ( ): , :

1

k k k

k k kx x D x x x


 


    


 

 : نلاحز. kDين ظي ل ظ ظ عي  x*من ( 2)ي ين  فديا الخطأ 
  نصدد  الفطددا يظؤددن  صددغياk  ل ظ ظ عدديkD  اسددطي الظعيظدد     ظددع

1kؤ   ؤااا، حيث k   . 

  الظ ظ عيتkD 321...: ظ داخ ي  DDD. 

1لإث يت من  kk DD  1نماض من kDx . ٍعندةذ 

1

( ) ( 1) ( 1) ( ) ( 1) ( )1
1

k

k k k k k kx x x x x x x x








  



 
        

 
 

( ) ( 1)1

1

k k

kx x 


  


 (15) 

k :ن دددد    ط يدددق نزدددي  اللانهييدددي

k xx 


ظاؤ ددديت  ،   دددذا ي دددين من  )(* *x 
  ن ظي ل ظ ي  
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 k

k

jk

k

jj xxx   )()(* , 

 k2م  ظؤعددب ااةدددي طدد   حافدد  /م ظؤعددب/ ددي ظا ددع kD ع ددياة مخدداش الظ ظ عددي 
 .kx)( ظاؤاه 
 (:2)ظثي 

 :الظعيدلات غيا الخطيي ال يلييم  د ح   ظ ي 
  2121 sin1

10

1
xxxx  

  2112 cos2
10

1
xxxx  

 :حيث لديني
 

 
 












211

212

cos2

sin1

10

1

xxx

xxx
xg 

 (.4) ف صي  يس خدا  الظ ا ني  gلنث ت من : م لا
ن  د في ال دايي   xg : 

 
   

    













2121

2121

sinsin1

cos1cos

10

1

xxxx

xxxx
xg 

ل ؤن  xgA : .لنس خد  نزي  اللانهييي . 
 22211211max aaaaA 


 

Rxxنحص  ظن م   مي  21, 
 

10

1
cos

10

1
2111  xxa 

   11
10

1
cos1

10

1
2112  xxa 

   11
10

1
sin1

10

1
2121  xxa 
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 
10

1
sin

10

1
2122  xxa 

 لديني  2Rxلذلك ظن م   مي 
 

3
1

10
g x 


   

 .2R ف صي ع   ؤ   gنحص  ع   من ( 4) فق الظ ا ني
 حفدق المايدييت الددثلاث  Dنح ديط لأخدذ ظ ظ عددي  (3) الآن نايدد اسد خدا  الظ ا نددي 

 :لذا لديني اح ظيلات. ل ظ ا ني
2RDالأح ظي  الأ    : 2يظؤنني اس خدا  الظ ظ عيRD  .ذه الظ ظ عي ظغ في  .

 دي ع  2Rxؤظدي لدديني ظدن م د  مي   2Rxg  . ؤظدي  يندي منg   ف صدي ع د  ؤدد 
2R . من ل ظ دددددي الظعددددديدلات غيدددددا الخطيدددددي  (3)لدددددذلك نحصددددد  ع يهدددددي ظدددددن الظ ا ندددددي

  xxg   ح   حيد*x  2في ؤR. 
الأح ظددددددددي  الثدددددددديني    1,11,1 D :  يظؤددددددددن من نسدددددددد خدD  الظا ددددددددع حيددددددددث

11 1  x   11 2  x . (. يددد    يدددظين حدددد د الظا دددع) ددذه الظ ظ عدددي ظغ فدددي
ي  دددددددددد  Dx الآن لدددددددددديني ل  أؤدددددددددد ظدددددددددن منددددددددد  لؤددددددددد    Dxgy  .  يسددددددددد خدا 

1sin1     1cos1   
      

10

3
111

10

1
sin1

10

1
111

10

1

10

2
2121  xxxy 

      
10

4
112

10

1
cos2

10

1
112

10

1
0 2112  xxxy 

 ف صدي  g لفدد مزهاندي  يلمعد  من .  الاف ااض الثيني ظن الظ ا ني ظحفق Dyلذا 
Dyx،   يل دديلي فددإن المايدديي الثيلثددي ظحففددي ظددن م دد   2Rع دد  ؤدد   , . نسدد طيع

فدي  ل ظ دي الظعديدلات غيدا الخطيدي x* الحص   ع   ح   حيدد (3) ط يق الظ ا ني 
ؤ  الظا ع    1,11,1 D. 

ن دددم ظدددع الحددد  ال ددداةي : الحسدديب العدددددي Tx 0,0)0(  . عدددد ؤدد   ؤدددااا ن  دددد k 
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 :x*الحي ي ع  kD الظا ع 

kD 
k 

)(kx k 

   4286.,1714.2286.,02857.  1103.1   T3.,1. 1 

   3376.,2785.06060.,00151.  2100.3   T3080.,03106. 2 

   3030.,2956.03967.,03221.  3107.3   T2993.,03594. 3 

   3007.,2996.03770.,03664.  4103.5   T3001.,03717. 4 

   3004.,3001.03701.,03677.  4102.1   T3003.,03689. 5 

 :ظلاحز
1. k   0.3ي نيقص  فق الظعيظ  ظع ؤ   ؤااا. 

321... :ظ داخ ي kDالظ ظ عيت  .5  DDD. 

استخدام مبرهنة النقطة ال ابتة دون فرضية  5-3  DDg : 
 Dيؤظن ال اء الصعب  يس خدا  ظ ا ني ال ط يق ال ف صي في العث ا ع   ظ ظ عي 

 : حفق المايي ين لظ ا ني النفطي الثي  ي
   DxgDx  

 g  ف صي في D. 

عدددديدة ظددددي ندددد ظؤن ظددددن إث دددديت   1g x     ظددددن م ددددx  فددددي  دددداء ظددددن الظنطفددددي
Dالظحد دددي 

Dيظثددد  نفطدددي ثي  ددد  فدددي x*نع فدددد منددد  ي  دددد حددد . ~
 لؤدددن قدددد لا يؤددد ن . ~

صحيحيً من   Dxg
~

   ظن م   ؤDx
~

. 
ن ددددم ظدددع : kx)(فدددي  دددذه الحيلدددي قدددد نسددد طيع حسددديب الحددد   عددددد ق يددد  ظدددن ال ؤددداااات 

0k  ح  ا  داةي  Dx )0( .ث  نؤاا 
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   1ن ع kk  نحسب  )1()( :  kk xgx. 

  نحسب( ) ( 1):
1

k k

k x x





 


 ،)( k

k

k xxxD  )(. 

DDkح   نحص  ع   

~
   مDx k ~)( . 

Dإذا ؤددين ال ؤددااا ظ  دد داً فددي 
لؤددن طيلظددي  فيددت . لددن نسدد طيع من نسدد ن ج مي شدديء ~

Dفددي  x*النفدديط 
1kلددديني  ~ k      kk DD 1 . لددذا فإننددي ن  قددع مندد   يلنسددد ي

DDkسدددي حفق الشددداط  kلددد عض الفدددي  

~
 ( إذا ؤدددين)(kx  ي فدددياب... D

~.. 

DDk

~
 ).... إذا ؤيندددددت الح فدددددي ظن هيدددددي ظدددددعDDk

~
   ظدددددن م دددددKk   لدددددديني

 :الن ي ي ال يليي
 (5) مبرهنة
nRDل ؤن  

nRDg، نم اض من ال ي ع ~ 
~

1  حيث ظن م    :  
   , :x y D g x g y x y     

Dxل ؤن 
~)0(     2,1,0,...  نعا  ظن مk 

   ( 1) ( ) ( ) ( 1) ( ): , : , : |
1

k k k k k

k k kx g x x x D x x x


 


      


 

Dxنلاحز  k ~)1(    DDk

~
 إذا: 

  ل ظعيدلي  xxg  ح   حيد*x  فيD
~. 

   يحفق  ذا الحDx
~*    ظن م   ؤKk . 

 :البرهان
ل ؤن 

kDx .نايد اث يت من  kDxg  . ظي من DDk

~
 

  ( ) ( 1) ( ) ( ) ( 1)K K K K Kg x x x x x x x x          

 1K K K       

DDkظغ فددددي    kD ظددددي من 

~
  فددددإن  الظ ظ عدددديkDD :  حفددددق  ظيددددع فايددددييت 
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Dxظن  ني ي  د ح   حيد (. 3)الظ ا ني * .( 10) فديا الخطأ فدي العلاقدي  ينص
Dxع دد  من  *  ظددن م دد  ؤدد   ؤددااا)(kx  حيددثKk  . لنمدداض مندد  ي  ددد نفطددي

Dyثي  ي مخاش ،  *  حفق   ** yyg  . ٍعندةذ 
   * * * * * *y x g y g x y x     

1 ظي من    0ين ج لديني من**  yx. 
 :ملخص
  ن  ددد ظ ظ عددي ظحد دديD

Dxال ددي ن  قددع من  ~
~*   حيددث نسدد طيع من ن ددين

( ) 1g x   . 

  نأخذDx
~)0(   ًن  د النفطي الثي  ي  ؤااايي   

 :ظن م   ؤ   ؤااا
  ن  د)(kx   kD. 

  إذا ؤينDx k ~)(  :  (.لا نس طيع من نس ن ج مي شيء)ن  ق 

  إذا ؤددددينDDk

~
 : نددددن ي فددددي العظدددد  عندددددظي ي حفددددقDx

~*    ،
kDxي ع   * ظن م   ؤ  ال ؤاااات ال يليي. 

 (3)ظثي 
 ليؤن 















1

  1

3

1
:)(

2

212

211

xxx

xxx
xg 

 عندةذٍ اليعف  ي   















21

2

2

12

21

1

3

1
:)(

xxx

xx
xg 

لدديؤن     aaD ,0,0
~

  1حيددثa الآن نحصدد  .   النزددي   دد  نزددي  اللانهييددي 
Dxظن م   

~
    ع 
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 22 21,1max
3

1
)( aaaxg 


 

نحص  ع    1aظن م   
3

4
)( 


xg ً6.0لدذا سدن اب .   دي ؤ يداة  دداa 

1 ال ددددددددددددي  عطددددددددددددي 
3

08.2
)( 


qxg . لددددددددددددذلك يؤدددددددددددد نg  ف صددددددددددددي ع دددددددددددد 

   6.0,06.0,0
~

D . نلاحز من 
Dg
~

60533.0

41333.0

6.0

6.0































 

Dلذا 
 (3)لا  حفق المايييت الثلاث ل ظ ا ني ~

 ظن م   











0

0
)0(x 

 نحص  ع  
  Dx

T ~
33333.,33333.)1(  

    DD
~

08696.1,42029.008696.1,42029.01  

  Dx
T ~

45679.,40741.)2(  

    DD
~

73591.0,17767.068653.0,12829.02  

  Dx
T ~

51393.,40710.)3(  

    DD
~

64313.0,38474.053629.0,27791.03  

  Dx
T ~

54049.,39929.)3(  

    DD
~

60052.0,48045.045933.0,33926.04  

  Dx
T ~

55238.,39449.)5(  

    DD
~

57926.0,52549.042138.0,36761.05  
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من  ندددددددددددددديك حددددددددددددددلًا  حيددددددددددددددداً ( 3)لددددددددددددددذلك يظؤننددددددددددددددي من نسدددددددددددددد ن ج ظددددددددددددددن الظ ا نددددددددددددددي 
   6.0,06.0,0

~* Dx .  يفدددددع  دددددذا الحددددد*x فدددددي ظا دددددع صدددددغيا
5D .  ظدددددن م ددددد

,....7,6,5k   نحصدددددددد  ع ددددددددkDx *  حيددددددددث
kD   ظا ددددددددع طدددددددد   حافدددددددد

k2 .
5

5

5

2.08
0.027

3

k

k

k  



  
   

 
 عددديت صدددغياة  ح ددد ي يظؤنندددي الحصددد   ع ددد  ظا  

 .ؤ ياة  فداٍ ؤي ٍ  kع   الح   شؤٍ  قساي إذا اخ اني 

 
 

 

 

 

 

 

 

 



 532 

 تمارين

 :اس خد  طايفي النفطي الثي  ي لإي يد   ح   فاي ي ل ظسية  ال يليي -1

a) 
 

 

2
1

2

,

, 6

x g x y x y

y g x y x y

  

   
 

b) 
 

 

 
 

2 2

1

2

3
,

3

1
,

3

x y x
x g x y

x y
y g x y

  
 

  
 

 

c) 
   

 

1

2

, sin

, 6

x g x y y

y g x y x y

 

   
 

d) 

 

 

 

1

2

3

, , 9 3 2

, , 2

, , 9 3 4

x g x y z y z

y g x y z x z

z g x y z x y z

   

   

     

 

 

 حيث   فياب فيهي طايفي النفطي الثي  ي  xyم  د الظنطفي اللااظي في الظس  ي -5
 :ل  ظ ي ال يليي

 
 

 
 

2 2

1

2

3
,

3

1
,

3

x y x
x g x y

x y
y g x y

  
 

 
 

 

اس خد  الشؤ  الظنيسب لإي يد   ح   فاي ي  يس خدا  طايفي النفطي الثي  ي  -3
 :ل  ظ ي ال يليي

6 1

4 2

5 0

x y z

x y z

x y z

  

  

  
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 :ل ؤن لديني المايييت ال يليي -2

a) ظ ي الظعيدلات غيا الخطيي  

 

 

1

2

,

,

x g x y

y g x y




 

b)  0ي  د 1  يحفق: 

   

   

1 1

2 2

, ,

, ,

g x y g x y
x y

g x y g x y
x y





 
 

 

 
 

 

                                         

ذلك     , , : ,x y D x y a x b c y d       
c)  0  ماض 0,a x b c y d      max ,k k kr e E          

k,حيث  k k ke x x E y y     

d) 

   

   

1 1 1

1 2 2

, ,

, ,

k k k k

k k k k

e g a y g x c
x y

E g b y g x d
x y

  


  


 
 
 

 
 
 

 

,حيث     

,

k k

k k

a a b c c d

a b b c d d

 

 

   

   
 

 :مث ت ظي ي ي  
(a)  ,k kx y  ظ فيا ي ظن ,x y  

(b) 1 0 1 0,e r E r   

(c) 
2 2

2 1 0 2 1 0,e r r E r r       

(d) 1 0 1 0,k k
k k k ke r r E r r        

(e) lim , limk k
k k

x x y y 

 
  
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 :ل ؤن لديني  ظ ي الظعيدلات ال يليي -2

2

2 2

0 2 0.5

0 4 4

x x y

x y

   

  
 

اس خد  طايفي ني  ن لإي يد    3 3,x y ًظ دةيي   0 0, 2,2.5x y  
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 الخامسالفصل 

 العدديةالأمثليات 

Numerical Optimization 

  :مقدمة1- 
 ؟(الحلول المثلى) هي الأمثلياتما 1-1 

ربح  أعظمفهي تعني إيجاد . الأمثليات هي علم تحديد أفضل الحلول لمسألة ما
وللأمثليات تطبيقات كثيرة . ...في عمل ما أو إيجاد أقل تكلفة أو تقدير أصغر خطأ 

 .وم والطب والهندسة والاقتصاد وغيرهافي العل
 

 

 2و المسقط في الفضاء  3في الفضاء يبين القيمة العظمى  1الشكل 

 
 ؟  الأمثلياتكيف تطور علم 2-1 

العام  بعد هذاو  ،قليلة 1291قبل عام  لقد كانت طرائق الأمثليات العددية
أو التنهيج )من فروع الأمثليات وهو البرمجة الخطية  ظهر فرع هام 1291 وحتى
تسلق  بطريقة تُعرفطريقة جديدة  تطورت الأمثليات من خلالبعد الحرب و (. الخطي
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 1292في العام . ولكن استخدام تلك الطرائق الجديدة كان صعباً وغير كاف .التلال
المترية التي وضحها بعد ذلك فليتشر  راتمتغيقدم دافيدون مقالة يقترح فيها طرائق ال

بعد . متعددة متغيراتوباول وبينا كيفية استخدامها وأعطيا تطبيقات لحل مسائل ذات 
ذلك توسع موضوع الأمثليات بشكل كبير واكتشفت طرائق مختلفة لحل مسائل 

 .متنوعة
تحديد القيمة لفي هذا الفصل بشكل مختصر بعض الطرائق الأساسية سنشرح 

 .متغير أو عدة متغيراتب تابعحدية لال

 : متغير واحدب  تابعحديد القيمة الصغرى لت2- 
 : (1)تعريف 

pxصغرى عند النقطة  محلية قيمة f للتابع إن   نقول  وجد مجال  إذا
 :  بحيث يكون pيحوي القيمة  Iمفتوح 

x I      )()( xfpf   (1) 
pxعند النقطة  عظمى محلية ةقيم f للتابعن  إنقول : وبشكل مشابه  تحقق  إذا 

x I      )()( xfpf   (2) 
ذاو  pxعند النقطة  محلية عظمىقيمة صغرى أو محلية ة قيم f تابعن للكا ا   

pxحدية عند النقطة محلية قيمة  تابعللإن  نقول فإننا  . 
 : (2)تعريف  

 :Iعلى المجال  ا  معرف xf)( تابعالكن لي
21تحقق  إذا -1 xx   فإن)()( 21 xfxf   من أجل أي نقطتينIxx 21, ،

 .Iفي المجال  ا  متزايد xf)( تابعكون اليعندها 

ذاو  -9 21تحقق  ا  xx   فإن)()( 21 xfxf   من أجل أي نقطتين
Ixx 21,تابعكون ال، عندها ي )(xf في المجال  صاً متناقI. 
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 : (1)مبرهنة
في المجال  مستمر xf)( تابعال بفرض أن   baI ,  في  قابل للاشتقاقو

),( ba فإن: 
')(0كان  إذا -1 xf  من أجل النقط),( bax , كون يعندها)(xf اً متزايد 

 .Iفي المجال 

')(0كان  إذا -9 xf  من أجل النقط),( bax ,كون عندها ي)(xf 
 .Iفي المجال  اً متناقص

 : (2)مبرهنة
على المجال  معرفتابع  xf)( بفرض baI , وبفرض ،),( bap قيمة 

pxعند  للاشتقاق قابلاً  xf)( كان إذاف ،xf)(للتابع حدية  محلية    عندئذ  
0)(' pf. 

 : إختبار المشتق الأول -(3)مبرهنة
المجال  على مستمراً  xf)( تابعال كنلي baI ,  وبفرض أن المشتق الأول

)(' xf  النقط معرَف من أجل كل),( bax، (النقطة من الممكن استثناء px ) 
  :فإن

')(0كان  إذا .1 xf المجال على ),( pa  0وكان)(' xf  في),( bp 
)(عندها تكون  pf صغرى محليةة قيم. 

')(0كان  إذاو  .9 xf المجال على ),( pa  0وكان)(' xf  في),( bp 
)(عندها تكون  pf محلية عظمىة قيم. 

 : إختبار المشتق الثاني –( 4) مبرهنة
المجال  على مستمراً  xf)( تابعال كنلي baI ,  وليكن)(' xf  و)('' xf 

),(فين من أجل كل النقط معر  baxبفرض أن النقطة  ، و),( bap  حرجةنقطة 
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')(0حيث  pf فإن:  
'')(0كان  إذا .1 pf  عندها تكون)( pf  تابعلل محلية صغرىقيمة f. 
'')(0كان  إذا .9 pf  عندها تكون)( pf  تابعلل محلية عظمىقيمة f. 

'')(0كان  إذا .3 pf ي ما ه عندها لا نعلم)( pf. 

 : (1)مثال

 :تابعاستخدم المشتق  الثاني لتحديد القيمة القصوى لل
3 2( ) 1f x x x x    

]في المجال  2,2]. 
 :الحل

 :هو تابعالمشتق الأول لل 
2( ) 3 2 1f x x x    

 :هو تابعالمشتق الثاني لل
( ) 6 2f x x   

): ن تحققانتاطهناك نق ) 0f x   1)هما
, 1

3
x x  .) 

1من أجل  .1

3
x   1، نجد أن

( ) 0
3

f    1و
( ) 4 0
3

f    .تابعلل إذا f 

1عند  محلية صغرىقيمة 

3
x . 

1xمن أجل  .9    نجد أن ،( 1) 0f     و( 1) 4 0f      .تابعلل إذا 
f  1عند محلية صغرىقيمةx  . 

 : (Bracketing Search Methods) المجالية البحث طرائق 1-2
) تابعجاد القيمة الدنيا للقتراب أكثر من إيللإ )f x  نقوم  معطى، ضمن مجال

من لتقليل لو . الصغرى المحليةعدة مرات ونبحث عن القيمة  تابعبتقدير قيمة ال
. تابعال معينة لتحديد أين سنبدأ بتقدير هذااستراتيجية  إلى نحتاج الخطوات التقديرية
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  ".بحث فيباناتشي"وطريقة " النسبة الذهبية"ن وهما طريقة ان فعّالتاهناك طريقت
  (:3)تعريف 

]على المجال ( unimodal) أحادي التمثيل xf)( تابعالندعو  , ]I a b ،
pوجدت قيمة وحيدة  إذا I تحقق: 

]على المجال  متناقص xf)( تابعال -1 , ]a p. 

]على المجال  متزايد xf)( تابعال -9 , ]p b. 

 : (Golden Ratio) طريقة النسبة الذهبية 1-1-2
]التمثيل على المجال  أحادي تابع xf)(بفرض  , ]a b استبدال، عندها يمكننا 

]المجال  , ]a b تابعأخذ اليحيث  جزئي منه بمجال آخر )(xf فيه الدنيا قيمته. 
c بأخذ نقطتين داخليتين: بمقاربة أخرى d   حيثa c d b  ، حيثوب: 

)كان  إذا -1 ) ( )f c f d  نضغط عندها(squeeze )الأيمن لالمجا 
[ , ]a d. 

)كان  إذا -9 ) ( )f d f c  عندها نأخذ المجال الأيسر[ , ]c b. 

 

(1)  

 

(2) 
 الضغط من اليسار( 2) القسمالضغط من اليمين، ( 1) القسم طريقة الإختيار في النسبة الذهبية :9الشكل 

يضمن لنا وجود القيم فإنه التمثيل  أحادي xf)( تابعال بما أن: بالتالي
( ) , ( )f d f c   أقل من بحيث تكونmax{ ( ) , ( )}f a f b .(9الشكل). 
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)كان  إذا ) ( )f c f d ن القيمة الدنيا لابد أن تقع في المجال البديل إف[ , ]a d ،
] خرلآونتابع البحث في المجال البديل ا dبالنقطة bقطةوبالتالي نستبدل الن , ]a d. 

ذاو  )كان  ا  ) ( )f d f c ن القيمة الدنيا لابد أن تقع في المجال إف[ , ]c b وبالتالي ،
]المجال  ضمنونتابع البحث  cبالنقطة aنستبدل النقطة , ]c b. 

d,تكون النقطتين الداخليتين c  محددتين حيث تكون نتائج المجالين[ , ],[ , ]d b a c 
dمتماثلة أي  b c a   حيث: 

(1 )( ) (1 )c a r b a ra r b       (3) 

(1 )( ) (1 )d b r b a r a rb       (4) 

1ويكون
1

2
r  ( للحفاظ على الترتيبc d.) 
كما أن أحد النقط القديمة الداخلية . لتحديد ثابت لكل مجال بديل rنحتاج قيمة 

ستستخدم كنقطة داخلية في المجال البديل الجديد بينما تصبح باقي النقط الداخلية 
 .3الشكل. ديل الجديدنقط نهاية المجال الب

  

 

(a) 
 

(b) 

  [r,0]يبين الضغط من اليمين ويكون المجال الجديد  aالشكل : 3الشكل 

  [r , 1-1]يبين الضغط من اليسار ويكون المجال الجديد  bالشكل 

تقدير واحد كما سيتم تقييم في كل تكرار فقط سيتم إيجاد نقطة جديدة واحدة هكذا 
)كان  إذا. تابعلل ) ( )f c f d عندها سيكون لديناتابعووجد تقدير واحد جديد لل ،: 
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     d a c a

b a d a

 


 
  
( ) (1 )( )

( )

r b a r b a

b a r b a

  


 
  

(1 )

1

r r

r


  

2 1 0r r    
1 5

2
r

 
 (5) 

)حيث  1 5) / 2r   هي النسبة الذهبية. 
)كان  إذاوبشكل  مشابه نجد أنه  ) ( )f d f c   فإن ( 1 5) / 2r   . 

طريقة البحث بالنسبة  باستخدام كيفية ايجاد جذر تابع في المثال التالي  سنبين
 .الذهبية
 :(2)مثال

) تابعأوجد القيمة الدنيا لل )f x 2التمثيل الأحادي حيث  ذو( ) sin( )f x x x  
 .[0,1]على المجال 

 :الحل
)حل المعادلة  لإيجاد  ) 0f x  ،لدينا ( ) 2 cos( ) 0f x x x    بما أن  ، و 

(0) 1 0f     (1)و 1.4596977 0f      ًالقيمة المتوسطة مبرهنةحسب  إذا 
)لــــــ جذر يوجد )f x  المجال بتطبيق طريقة القاطع عند بداية. [0,1]في المجال 

0 0p   1المجال و نهاية 1p  نحصل على النتائج التالية: 
 

k kp 2 cos( )k kp p 
0 0.0000000 -1.00000000 
1 1.0000000 1.45969769 
2 0.4065540 -0.10538092 
3 0.4465123 -0.00893398 
4 0.4502137 0.00007329 
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k kp 2 cos( )k kp p 
5 0.4501836 -0.00000005 

 1جدول ال

 ومنه 
     (0.4501836) 0f    

) تابعالمشتق الثاني لل ) 2 sin( )f x x    (0.4501836)ومنه 2.435131 0f    
 ( اختبار المشتق الثاني مبرهنةوفق ) تابعلل القيمة الدنياونحصل على 

     (0.4501836) 0.2324656f    
 :الحل باستخدام طريقة البحث الذهبية

0لتكن  01, 0b a   نجد (9)و (3)بتطبيق الصيغ: 

0

1 5 3 5
0 (1 )(1 0) 0.38919660

2 2
c

  
       

0

1 5 1 5
1 (1 )(1 0) 0.6180340

2 2
d

   
     

  

 بحساب
0 0( ) 0.19746793 , ( ) 0.22684748f d f c    

0وبما أن   0( ) ( )f c f d 0فإن المجال البديل 0[ , ] [0.00000000,0.6180340]a d  .
1لتكن 0 1 0 1 0, ,d c b d a a   1 لإيجاد ( 3)ولنستخدم الصيغةc: 

1 1 1 1(1 )( )

1 5
0 (1 )(0.6180340 0)

2

0.2360680

c a r b a   

 
   



 

1نحسب ونقارن ل 1( ) , ( )f d f c  لتحديد المجال البديل الجديد ولنكرر العملية، يبين
 :الجدول التالي بعض الحسابات

k ka kc kd kb 
0 0.0000000 0.3819660 0.6180340 1 
1 0.0000000 0.2360680 0.3819660 0.6180340 
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k ka kc kd kb 
2 0.2360680 0.3819660 0.4721360 0.6180340 
3 0.3819660 0.4721360 0.5278640 0.6180340 
4 0.3819660 0.4376941 0.4721360 0.5278640 
5 0.3819660 0.4164079 0.4376941 0.4721360 
6 0.4164079 0.4376941 0.4508497 0.4721360 
. . . . . 
. . . . . 
. . . . . 

21 0.4501574 0.4501730 0.4501827 0.4501983 
22 0.4501730 0.4501827 0.4501886 0.4501983 
93 0.4501827 0.4501886 0.4501923 0.4501983 

 9الجدول 

 
k ( )kf c ( )kf d 

0 -0.22684748 0.19746793- 
1 0.17815339- -0.22684748 
2 0.22684748- -0.23187724 
3 -0.23187724 0.22504882- 
4 -0.23227594 0.23187724- 
5 0.23108238- -0.23227594 
6 0.23227594- -0.23246503 
. . . 
. . . 
. . . 

21 -0.23246558 -0.23246558 
22 -0.23246558 -0.23246558 
93 -0.23246558 -0.23246558 

 3الجدول 

: إلى تقلصالمجال البديل قد  ن أن  يلاحظ في التكرار الثالث والعشر 
23 23[ , ] [0.4501827,0.4501983]a b  . وبحساب  0.0000156المجال هو طول

23أرقام عشرية، نجد يبثمان تابعقيمة ال 23( ) 0.23246558 ( )f a f b  إذا 
 . الخوارزمية منتهية

5ونلاحظ أنّ طريقة القاطع بخطوات أقل حصلنا على  0.4501836p  أسرع ، فهي
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ريقة البحث بالنسبة لكن ميزة ط. طريقة البحث بالنسبة الذهبية في هذا المثالمن 
)الذهبية هي في إمكانية تطبيقها في حالة التابع  )f x غير تفاضلي. 

 اً مسطح تابعال كون في حالةالبحث  طرائقاستخدام في الحقيقة، سيكون صعوبة في 
 .بالقرب من القيمة الدنيا

 :(Fibonacci)طريقة فيباناتشي 2-1-2
الذهبية قمنا بتقدير دالتين عند التكرار الأول وفي في طريقة بحث النسبة 

ثابتة في كل مجال بديل والبحث  rقيمة . تابعالتكرار التالي قمنا بتقدير واحد لل
k يحققبشرط أن وذلك ، kينتهي عند المجال البديل kb a  أو( ) ( )k kf b f a 

 .شرط التوقف المطلوب
غير ثابتة  rأن قيمةبعن طريقة النسبة الذهبية  طريقة بحث فيباناتشيختلف ت

محدد مسبقاً ( التكرارات)لذلك عدد المجالات البديلة  إضافةً . في كل مجال بديل
 .معيار التوقف المحدد مسبقاً ويرتكز على 

مد طريقة فيباناتشي على متتالية أعداد فيباناتشي تعت 
0k k

F



معادلات والمعرّفة بال

  :التالية
     0 10 , 1F F   

(6) 
 

1 2 , 2,3,...n n nF F F n    

 ....,0,1,1,2,3,5,8,13,21 فيباناتشيوهكذا تكون أعداد 
) تابعالكن يل )f x 0 فيتمثيل أحادي  ذو 0[ , ]a b ،طريقة النسبة  كما في

1حيث ) 0rالذهبية قيمة 
2 0 1r  ) 0 بحيثمحددة 0,d c في  سيتم استخدامهما

دون المساس بعمومية . فقطابع واحد تقدير تالمجال البديل التالي وسيكون لدينا 
0المسألة نفرض  0( ) ( )f c f d .1 عندئذ  نجد 0 1 0 1 0, ,a a b d d c    لاحظ

 .9الشكل



 992 

 
1مجالات بحث فيباناتشي : 9الشكل  1 0 0[ , ],[ , ]a b a b 

1حيث ) 1rنحدد ثم  
2 1 1r )  1من أجل المجال البديل 1[ , ]a b بحيث:  

0 0 1 1d c b d   
0 0 0 1 1 1(2 1)( ) (1 )( )r b a r b a     

0 0 0 1 0 0 0(2 1)( ) (1 )( ( ))r b a r r b a     
0 1 0(2 1) (1 )r r r   

0
1

0

1 r
r

r


 

0بتبديل  1 / , 4n nr F F n   في المعادلة الأخيرة نجد (2)المعادلةوبالاستفادة من: 
1

1 2
1

1 1 1

1 n

n n n n

n n n

n

F

F F F F
r

F F F

F



 

  




   

 ستقراء نجد أن طريقة بحث فيباناتشي يمكن أن تبدأ بالقيمة لابا
1

0
n

n

F
r

F

 (7) 

 :  وهكذا 
1 , 1,2,..., 3n k

k

n k

F
r k n

F

 



   (8) 
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  لاحظ أن  
2

3

3

1

2
n

F
r

F
   

الخطوات ك نقطة جديدة يمكن إضافتها في هذه المرحلة لذا فمجموع حيث لايوجد هنا
) :في هذه العملية 3) 1 1n n   . 

1kيمكن الحصول على الـ   ًطول المجال  بتصغير بديلاً  مجالاk  باستخدام الوسيط
1 1/k n k n kr F F   ، حيث طول آخر مجال بديل هو:  

1 2 2 2
0 0 0 0

1 3

...
( ) ( )

...

n n

n n n

F F F F
b a b a

F F F F

 



   

0 0

1
( )

n

b a
F

  
0 0

n

b a

F


 

، عندها للقيمة الدنيا يمكن إيجاده بإحتمال ( xعلى المحور)السيني الإحداثي 
 :حيث nغر قيمة لـأص لإيجاد نحتاج 

     0 0

n

b a

F



 0 أو 0

n

b a
F




 (2) 

k,ط الداخلية االنقلإيجاد نحتاج  kd c  للمجال البديل[ , ]k ka b  ذي الرقمk باستخدام 
  :الصيغ

1(1 )( )n k
k k k k

n k

F
c a b a

F

 



    (11) 

1 ( )n k
k k k k

n k

F
d a b a

F

 



   (11) 

 :ملاحظة
 (.9)من المتراجحة  (11)و (10)المستخدمة في الصيغ  nيمكن إيجاد قيمة

 الأولى من التكرار السابق والثانية. يتطلب تعيين نقتطين داخليتين جديدتين لكل تكرار
 (.11)أو الصيغة ( 10)من خلال الصيغة 
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1عندما في وسط المجال  النقطتين الداخليتينستقع 
20 2 3/r F F  . يتم تحديد قيمة

)ويكون المعامل لـ. النقطتين الداخليتين لتمييز eثابتة  )k kb a  الصيغ عند استخدام
1 :هو( 11)وأ (10) 1

2 2,e e  على التوالي. 
 :(3)مثال

)2 تابعأوجد القيمة الدنيا لل ) sin( )f x x x   باستخدام طريقة  [0,1]في المجال
410 وشرط توقف، بحث فيباناتشي  0.01، والقيمة الثابتة للتمييزe . 

 :الحل
  :إن أصغر عدد فيباناتشي يحقق 

0 0

4

1 0
10,000

10
n

b a
F

 

 
   

21هو العدد 10,946F  . 0حيث 00 , 1 , 21a b n  . 
  : (11)و ( 10)وتصبح الصيغ 

20
0

21

0 (1 )(1 0) 0.3819660
F

c
F

     

20
0

21

0 (1 0) 0.618034
F

d
F

    

1نضع 0 1 0 1 0, ,d c b d a a    (0.31819660)حيث 0.2268475f    و
(0.6180340) 0.1974679f   ،0 0( ) ( )f d f c. 

 :هو f تابعالمجال البديل الجديد الذي يحوي الإحداثي السيني للقيمة الدنيا لل

1 1[ , ] [0 , 0.6180340]a b   1وجد النقطة الداخلية ن (10)وباستخدام الصيغةc: 

21 1 1
1 1 1 1

21 1

(1 )( )
F

c a b a
F

 



    

19
1

20

0 (1 )(0.6180340 0)
F

F
    



 999 

0.2360680 
)1نحسبن لآوا )f d 1و( )f c  لتعيين المجال البديل الجديد

2 2[ , ]a b .ابع تكرار ونت
في التكرار السابع عشر ه ونلاحظ أن   .بعض الحسابات( 9)يبين الجدول. العمليات
17 المجال 17[ , ] [0.4501188 , 0.4503928]a b   حيث ، صغير بقدر  كاف 

17 0.4502101c   و
17 0.4503105d  17و 17( ) ( )f d f c. 

18وهكذا  18[ , ] [0.4501188 , 0.4503015]a b  18و 0.4502101d  في هذا الحد 
1يكون  1

2 218 2 31 / 1r F F     0.01ولدينا الثابتe   18عندها يمكن حسابc 
  :كما يلي

18 18 18 18(0.5 0.01)( )c a b a    

0.4501188 0.49(0.450315 0.4501188)   

0.4502083 
k ka kc kd kb 
0 0.0000000 0.3819660 0.6180340 1.0000000 
1 0.0000000 0.2360680 0.3819660 0.6180340 
2 0.2360680 0.3819660 0.4721359 0.6180340 
3 0.3819660 0.4721359 0.5278641 0.6180340 
4 0.3819660 0.4376941 0.4721359 0.5278641 
. . . . . 
. . . . . 
. . . . . 

16 0.4499360 0.4501188 0.4502102 0.4503928 
17 0.4501188 0.4502101 0.4503015 0.4503928 
12 0.4501188 0.4502083 0.4502101 0.4503015 

 9الجدول 

18بمـــــــــــــــــــا أن  18( ) ( )f d f c ،المجـــــــــــــــــــال البـــــــــــــــــــديل النهـــــــــــــــــــائيف: 

19 19[ , ] [0.4501188 , 0.4502101]a b  نختــــار 0.0000913هــــذا المجــــال  وطــــول ،
 :لذا تكون القيمة الدنيا. الإحداثي السيني للقيمة الدنيا كنقطة وسط في هذا المجال
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(0.4501645) 0.23242656f  . 
 إذاتطبيقها  من الممكنأن كلًا من طريقة فيباناتشي والنسبة الذهبية  إلىنلفت الانتباه 

) تابعال كان )f x كما أن طريقة فيباناتشي فعالة أكثر من طريقة . غير تفاضلي
الطريقتين  نّ كبيرة فإ nأما في حال كون . يرةصغ nالنسبة الذهبية عندما تكون 

 .ن تقريباً متماثلتا
 :باستخدام المشتق ايجاد القيمة الدنيا 3-1-2

) تابعكن اللي )f x التمثيل في المجال  أحادي[ , ]a b القيمة الدنيا الوحيدة عند  وله
x p وليكن المشتق ،( )f x  عند جميع النقاط في  اً فمعر( , )a b . القيمة ولتكن

)في  0pالإبتدائية  , )a b ،0كان  إذا( ) 0f p دنيا ، فإن القيمة الp على  توجد
)0كان  إذا و .0pيمين  ) 0f p  فإن القيمة الدنيا ،p 0على يسار توجدp . لاحظ
 .5الشكل

 

 
(a) 

 
(b) 

)استخدام : 9الشكل  )f x للتابعالقيمة الدنيا  لإيجاد ( )f x التمثيل الأحادي على المجال يذ[ , ]a b  

)0يبين حالة ( a)الشكل  ) 0f p   0عندها يكونp p 

)0يبين حالة ( b)الشكل  ) 0f p   0عندها يكونp p 
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 : وذلك كما يلي قيمة الدنيامجال ال تحديدفي البداية يجب 
 :القيم الثلاث الاختيارية ايجاد

0 1 0p p p h   و 
2 0 2p p h  (19) 

  :بحيث
0 1( ) ( )f p f p و 

1 2( ) ( )f p f p (13) 

)0بفرض  ) 0f p   0عندها يكونp p  وبالتالي يجب اختيارh مهمة . موجبة
 (.13)تحقق  (12) النقاط الثلاث وبحيثسهلة  hإيجاد 

1hلنبدأ بالقيمة    1يكون  بشرط أن( 12)في الصيغةa b   فإن لم يتحقق
1عندها نأخذ 

2h  وهكذا.. 
 .نكون قد حققنا المطلوب (13)تحققت العلاقة  إذا(: 1)الحالة 
0كان  إذا(: 9)الحالة  1( ) ( )f p f p 1وكان 2( ) ( )f p f p 2عندها يكونp p. 
0كان  إذا(: 3)الحالة  1( ) ( )f p f p  نكون قد تجاوزناp وبالتالي تكونh  كبيرة

1الخطوة باستخدام المعامل  لطو نقلل . 0pنحتاج لاختيار قيمة أقرب من . جداً 
2 

 .ونكرر العملية
)0عندما يكون  ) 0f p   الخطوة  طولفإنh  ًوبالتالي لدينا . يجب أن يكون سالبا

 .ثلاث حالات مشابهة للحالات السابقة
 :P لإيجاد التقريب التربيعي  4-1-2
سنستخدم استيفاء المعادلة (. 13) تحقق الصيغة( 12)ثلاث نقط  سابقاً جدنا و 

إن متراجحة . p، والتي هي تقدير تقريبي لـ minpالقيمة الدنيا  لإيجاد التربيعية 
  :هي( 12)لاغرانج باعتماد قيم الصيغة

0 1 2 1 0 2

2 2

2 0 1

2

( )( ) ( )( )
( )

2

( )( )

2

y x p x p y x p x p
Q x

h h

y x p x p

h

   
 

 


 
(14) 



 999 

)حيث  )i iy f p  0,1,2من أجلi   . مشتق( )Q x هو:  
0 1 2 1 0 2

2 2

2 0 1

2

(2 ) (2 )
( )

2

(2 )

2

y x p p y x p p
Q x

h h

y x p p

h

   
  

 


 
 

(15) 

)بجعل  ) 0Q x   0من أجل min( )Q p h  نجد: 
0 0 min 1 2 1 0 min 0 2

2 2

2 0 min 0 1

2

(2( ) ) (4( ) 2 2 )
( )

2 2

(2( ) )

2

y p h p p y p h p p
Q x

h h

y p h p p

h

     
  

  


 
 

(16) 

 minhونقل الحدود التي تحوي  22hبالمقدار ( 16)بضرب كل الحدود في الصيغة
  :نجد

min 0 1 2 0 0 1 2 1 0 0 2

2 0 0 1

(2 4 2 ) (2 ) (4 2 2 )

(2 )

h y y y y p p p y p p p

y p p p

        

  
  

0 1 2( 3 ) ( 4 ) ( )y h y h y h       

  :كما يلي minhبالتالي يمكن حساب 
1 0 2

min

1 0 2

(4 3 )

4 2 2

h y y y
h

y y y

 


 
 (12) 

minالقيمة  0 minp p h  هي أفضل تقريب للمقدارp  0منp . وبالتالي يمكننا
يد قيمة جديدة لكل  من وتكرار مجمل العمليات السابقة لتحد minpبالقيمة  0pاستبدال 
min ,h h . تحقيق الدقة المطلوبةحتى تنتابع التكرار. 
 :P لإيجاد التقريب التكعيبي  5-1-2

) التابعالتقريب البديل يستخدم كلًا من  )f x القيمة  لإيجاد الأولى  ومشتقاته
) تابعستوفي الت والتي ،الثةالدنيا لكثيرة الحدود من الدرجة الث )f x  عند ومشتقاته

 .نقطتين
)كن لي )f x في  و قابلا للاشتقاقالتمثيل  اً أحادياً تابع[ , ]a b  وبفرضx p 
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0pولتكن  .قيمة دنيا وحيدة a .1 بين لخطوةلستنتاج قيمة ابتدائية لاp و p 
 :ستخدام مبرهنة القيمة الوسطى  ن

min

2( ( ) ( ))

( )

f b f a
h

f a





 (18) 

 إذاً 
1 0p p h  . 2الآن نستخدم التقريب التكعيبي في لحسابp:  

3 2

2 2 23 2
( ) ( ) ( ) ( )P x x p x p f p

h h

 
     (19) 

  :لاحظ أن  
2

2 23 2

3 2
( ) ( ) ( )P x x p x p

h h

 
     (20) 

 :وبحيث 
0 0 1 1

0 0 1 1

( ) ( ) , ( ) ( ) ,

( ) ( ) , ( ) ( )

P p f p P p f p

P p f p P p f p

 

    
 (21) 

  :نعرّف 2p لإيجاد 
2 0p p h  (22) 

  :جد أن  ، ن(21)و ( 20)استخدم بو  5انظر الشكل
2

1 0( ) ( ) (3 3 1) (1 2 )F f p f p            (23) 

1 0( ) ( ) (1 2 ) 2G f p f p         (24) 
2

0( ) 3 2hf p     (25) 

 :بالنسبة لـ( 25)و( 24)و( 23) جملة المعادلاتحل ب
02( ( )G F f p h    (26) 

  (:25)و( 24)من وبحذف 
2

03 ( 3 ) ( ) 0G hf p       (27) 

  :هو( 28) إن  حل المعادلة 
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0

2

0

( )

( 3 ) ( 3 ) 12 ( )

hf p

G G hf p


  




   
 (28) 

  :فيكون، لتفادي حدوث أخطاء الاختصار، نأخذ في المقام الاشارة الموجبة
0

2

0

( )

( 3 ) ( 3 ) 12 ( )

hf p

G G hf p


  




   
 (29) 

 (.22)المحسوبة في الصيغة باستبدال قيمة  2pنجد قيمة 
1لمتابعة تكرار العملية نجعل  0h p p   2ونستبدل 0,p p  2بالقيم 1,p p  على

من  وكمعيار للتوقف. (29)،  (26)، (24) ،(23)، (22)التوالي، في الصيغ 
)0 ختيارالأفضل ا )f p  . 

 :(4)مثال
)2 تابعأوجد القيمة الدنيا لل ) sin( )f x x x   مستخدماً طريقة . [0,1]على المجال

 .البحث التكعيبي
 : الحل

) تابعمشتق ال )f x هو( ) 2 cos( ) 0f x x x     باستبدال
(0) 1 , (1) 0.582902 , (0) 0f f f      1في 2( ( ) ( )) / ( )h f b f a f a  

1نحصل على  0.3170580h  . 
 وهكذا

1 0 1 0 ( 0.3170580) 0.3170580p p h       

0( ) ( 0.3170580) 0.4122984f p f   
1( ) ( 0.3170580) 0.8496310f p f     

1باستبدال  0 1 0 1( ), ( ), ( ), ( ),f p f p f p f p h  ( 24)، (23) ،(22)في الصيغ
  :علىنحصل 

1.4202625   0.0052323,   0.1852484,G  0.4122984,F  
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 هكذا
1 0 1 0.3170580 ( 0.3170580)( 1.4202625) 0.4503056p p h         

2الآن نجعل  2 1 0.7673637h p p   فنحصل على . ونستمر في تكرار العملية
)7توقف المعيار  عتباربا  5النتائج المبينة في الجدول ) 10kf p   .عند  تابعقيمة ال

5 0.4501836p   5هي( ) 0.2324656f p   ، القيمة الدنيا التي وجدناها في وهي
 .(2)المثال

k 1kp  kh kp 
1 0.0000000 -0.3170580 -0.3170580 
2 -0.3170580 0.7673637 0.4503056 
3 0.4503056 0.0001217 0.4501810 
4 0.4501810 0.0002433 0.4504272 
5 0.4504272 0.0002436 0.4501836 

 5الجدول 

 : Nelder-Mead-Powellليبو -ميد-نيلدر ائقطر 3-
 ،متغيراتذات عدة  التوابعمن أجل ( 2)م التعاريف في الفقرة يمكن تعمي

1 فبفرض 2( , ,..., )Nf x x x  في المنطقةمعرف: 
2 2

1 2

1

( , ,..., ) : ( )
N

N k k

k

R x x x x p r


 
   
 

 (30) 

1 تابعيوجد لل 2( , ,..., )Nf x x x  1دنيا عند النقطة محلية قيمة 2( , ,..., )Np p p 
 وتحقق

1 2 1 2 1 2( , ,..., ) ( , ,..., ) , ( , ,..., )N N Nf p p p f x x x x x x R   (31) 

1 تابعلل ونقول 2( , ,..., )Nf x x x  عند النقطة  عظمىقيمة محلية
1 2( , ,..., )Np p p تحقق  إذا 

1 2 1 2 1 2( , ,..., ) ( , ,..., ) , ( , ,..., )N N Nf p p p f x x x x x x R   (32) 

بمتحولين  توابعباستخدام  متغيراتعدة بتحديد الأمثليات للتوابع  طرائقسيتم تبسيط 
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)مستقلين  , )f x y .اختبار المشتق . هندسياً بسطح لمتحولين تابعيمكن تمثل ال
) تابعالقيمة الحدية لل لإيجاد زئي الثاني الج , )f x y (.4)مبرهنةهو تعميم لل 

 : الثانيالجزئي إختبار المشتق  – 1-3 
 (: 5)مبرهنة 

) تابعال لتكن , )f x y ل حقمستمرة في التقاتها الجزئية ومشR.  بفرض
( , )p q R نقطة حرجة حيث ( , ) 0 , ( , ) 0y xf p q f p q   تستخدم الدرجة

  .الأعلى للمشتقات الجزئية لتحديد طبيعة النقطة الحرجة
)2كان  إذا .1 , ) ( , ) ( , ) 0xx yy xyf p q f p q f p q   و ( , ) 0xxf p q    عندئذ

( , )f p q  صغرى محلية قيمةهي. 
)2كان  إذا .9 , ) ( , ) ( , ) 0xx yy xyf p q f p q f p q   و( , ) 0xxf p q    عندئذ

( , )f p q عظمىمحلية  هي قيمة. 
)2كان  إذا .3 , ) ( , ) ( , ) 0xx yy xyf p q f p q f p q    عندئذ( , )f x y  ليس لها

)حدية عند النقطة  قيمة , )p q. 
)2كان  إذا .9 , ) ( , ) ( , ) 0xx yy xyf p q f p q f p q   عندها تكون هذه الطريقة

 .غير حاسمة

 (:5)مثال
2 تابعأوجد القيمة الصغرى لل 2( , ) 4f x y x x y xy   . 

 :الحل
  :تابعللالمشتق الجزئي الأول 

( , ) 2 4 , ( , ) 2 1x yf x y x y f x y y x      

  :بجعل هذه المشتقات مساوية للصفر نحصل على معادلات خطية
2 4 , 2 1x y y x    

)وبحلها نجد أن  , ) (3,2)x y . 
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  :تابعالمشتق الجزئي الثاني لل
( , ) 2 , ( , ) 2 , ( , ) 1xx yy xyf x y f x y f x y    

  :حيث( 5)مبرهنةمن السهل ملاحظة أننا أمام الحالة الأولى لل
2(3,2) (3,2) (3,2) 3 0xx yy xyf f f   

(3,2) و 2 0xxf   
)تابعفإن لل ومن هنا، , )f x y  (3,2)قيمة محلية صغرى 7f    عند النقطة

(3,2). 
باستدعاء طريقة بحث النسبة الذهبية وطريقة فيباناتشي نجد أنهما لا تستخدمان 

) تابعمشتق ال )f x بشكل  مباشر. 
البحث المباشر للقيم . المطلوبة استخدمت لمقارنة قيمتها تابعفي كلا الطريقتين ال

1 متغيراتالصغرى للدوال ذات عدة  2( , ,..., )Nf x x xتتشارك هذه الخاصية ،. 
ذات  تابعبقابلية الاشتقاق لل( لا ضمنياً ولا بشكل  صريح)لا تتعلق هذه الإفتراضات 

ملساء أو البشكل  خاص للدوال غير  المباشرة مفيدة طرائقهكذا فإن ال. عدة متغيرات
 .قابلة للاشتقاقالغير 
 :ميد -طريقة نيلدر2-3 

ذات عدة  تابعالقيمة المحلية الصغرى ل لإيجاد رميد طريقة بسيطة  -ابتكر نيلد
يعتمد على مقارنة قيم  من أجل متغيرينف. العملية ببساطة هي إيجاد مثلث. متغيرات

)الرأس الأسوء حيث تكون  ويستبعد . عند رؤوس المثلث الثلاثة تابعال , )f x y أكبر 
تولد العملية سلسلة . وهكذا يتشكل مثلث جديد ويستمر البحث. ويستبدل برأس جديد

أصغر وبالتالي  تابعوهكذا تصبح قيم ال(. التي يكون لها أشكالًا مختلفة)من المثلثات 
 .تابعالصغرى لل القيمةأن نحصل على  إلىيصغر حجم المثلثات 

وبالتالي نجد القيمة ( بعد Nمولد مثلث في)باستخدام الحد البسيط  مبرهنةيتم تعميم ال
Nذات  تابعالصغرى ل  .وهو فعال وموثوق حسابياً . متغير 
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 :نيلدر ميلد سمبلكس طريقة
 : (4)تعريف 
على أنّه شكل هندسي يتألف في الفضاء الإقليدي ( Simplex  ( السمبلكسيُعرّف 

n ( من البعدn ) 1منn    نقطة 1,,1;  nixi  ويكون السمبلكس
يمثل السمبلكس المنتظم في الفضاء . كانت المسافة بين رؤوسه متساوية إذامنتظماً 

2  3مثلث متساوي الأضلاع ويمثل في الفضاء رباعي سطوح منتظم. 
 

 
 3في  السمبلكس يبين  2الشكل 

 إلىثمّ نعممها  2للسهولة والتوضيح سنقوم بتقديم هذه الخوارزمية في الفضاء
 .nالفضاء 

النقاط  بفرض أنّه لدينا lmh xxx والتّي تمثل الرؤوس الثلاثة لسمبلكس منتظم في ,,
( الكبرى)إيجاد القيمة الصغرى  إلىالّذي نهدف  xf)(وليكن لدينا التابع  2الفضاء

 . له
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 :تاليةإنّ هذه الطريقة تقوم على الخطوات ال
 نقوم في الخطوة الأولى بـ -1

 ( قيم ابتدائية)نحسب قيمة التابع لكل نقطة من النقاط المعطاة (1-1
                                      )( ii xff  

ثمّ نقوم بترتيب هذه النقاط تصاعديا اعتمادا على قيمة التابع عند كل منها 
 وبفرض أنّ قيم النقاط تحقق

                                     hml fff  
الرأس ذي القيمة ( reflection)انعكاس  بإيجاد وبعدئذ نقوم  (1-2

 :وذلك وفق الخطوتين الآتيتين hxالأعلى 
و  mxالقطعة المستقيمة الواصلة بين الرأسين ( mean)نوجد منتصف  ( أ

lx ولتكن النقطة 

                               
2

ml

c

xx
x


 

 
 نقوم بتطبيق العلاقة  hxانعكاس الرأس لإيجاد الآن  ( ب

                           

hc

hchr

xx

xxxx





2

2 
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التي تمثل انعكاس ) rxلنقم الآن بحساب قيمة التابع عند النقطة  (1-3

hx ) ّوبفرض أن 
                                     )( rr xff   

lrكانت  إذا -2 ff  ( أي النقطةrx  الناتجة عن الانعكاس قيمتها أصغر من قيم
 (:النقاط الثلاث الأخرى

على أن  rxنقطة أبعد من النقطة  إلىتخدم التمديد للانتقال فإننا نس (2-1
 : وذلك وفق العلاقة التالية rxيكون التمديد بنفس اتجاه 

 

cr

crre

xx

xxxx





2

2 

)(وبفرض أنّ   exنقوم بحساب قيمة التابع عند النقطة  (2-2 ee xff  
reكانت  إذاف (2-3 ff   

الناتجة عن )exوذلك بعد أن نستبدل  جديداً فإننا ننشئ سمبلكس 
السمبلكس الجديد ذراه هي النقاط  أي إنّ )hxبـ  (الانعكاس والتمديد

 lme xxx ,,) 
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لا فإننا ننشئ سمبلكس  بـ ( الناتجة عن الانعكاس فقط)rxوذلك بعد ان نستبدل جديداً وا 
                hx. 

                  
 .البداية إلىنعود كان محققاً  إذاف نختبر التقارب (2-4

mrكان  إذاأمّا  -3 ff ( ّأي إن rx  ليست النقطة الموافقة للقيمة الصغرى إلا أنّها
 عندئذ فإننا ( hxو mxأفضل من 

الناتجة عن الانعكاس )rxوذلك بعد أن نستبدل جديداً ننشئ سمبلكس  (3-1
 .hxبـ ( فقط

 
 .البداية إلىنعود كان محققاً  إذاف نختبر التقارب (3-2
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لا  -4 rhكان  إذاوا  ff ( ّأي إن rx أسوأ من mx و lx وhx )عندئذ فإننا: 
وذلك باستخدام العلاقة  hxو  rxالمسافة بين ( Shrink)نقلص (4-1

 :التالية

                                  
 

 hc

hchg

xx

xxxx





2

1

2

1

 

وبفرض أنّ   gxنقوم بحساب قيمة التابع عند النقطة  (4-2
)( gg xff  

لا  hrsكان  إذاوا  fff    ( إنّ أي rx أسوأ من sx وأفضل من  hx) 
 فإننا
والنقطة ( الناتجة عن الانعكاس) rxنقوم بتقليص المسافة بين النقطة ( 4-3

cx وذلك وفقاً للتحويل التالي: 

                                 
 

 rc

crcg

xx

xxxx





2

1

2

1

 

)(وبفرض أنّ   gxنقوم بحساب قيمة التابع عند النقطة ( 4-4 gg xff  

hgكانت  إذاف (4-5 ff   
الناتجة عن الانعكاس )gxوذلك بعد أن نستبدل  جديداً فإننا ننشئ سمبلكس 

                        .hxبـ ( لتمديدوا
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لا فإننا ننشئ سمبلكس  الناتجة وذلك باستبدال كل نقطة من النقاط  جديداً وا 

 لسمبلكس بـالنقطةا من

                                 mhixxx lii ,;
2

1
 

 .البداية إلىنختبر شرط التقارب ثم نعود إ (4-6

  :السابقة من خلال الشكل التالي زميةر اخو ال سنوضح
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 ميد -يبين خوارزمية نيلدر 2الشكل 

 
 :معيار التقارب 2-3-1

 
1/2

2

0

1 n

i

i

S f F
n




 
    
 
 

, قيم التابع عند ذرا السمبلكس المفروض  if, بعد الفضاء الإقليدي  n: حيثُ 
Fالقيمة النقطة الجديدة التي يتم إيجادها في كل خطوة 

 (:6)مثال
 ليكن لدينا التابع               

                                     
2

2

2

1

2

2)(

:

xxxf

f



 
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وبفرض      2,0,1,1,0,1 سمبلكس في الفضاء الإقليدي من البعد الثاني  رؤوس
 القيمة الصغرى للتابع المعطى لإيجاد ر ميلد والمطلوب استخدم طريقة نيلد

 :الحل
على قيم التابع المعطى عند كل نقطة من  نرتب ذرا السمبلكس تصاعديا اعتماداً 

 النقاط المشكلة للسمبلكس
  2;0,1 11  fX 
  3;1,1 22  fX 
  4;2,0 33  fX 

 3Xانعكاس للنقطة بإيجاد نقوم 
  1Xو 2Xفي البداية نوجد منتصف القطعة المستقيمة الواصلة بين النقطتين 

                                     5.0,1
2

21 



XX

C 
 ثمّ نطبق علاقة الانعكاس فنجد

                             1,222 33  XCXCCX r 

 
 (: 3Xالناتجة عن انعكاس النقطة )rXن لنقم بحساب قيمة التابع عند النقطة الآ
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                                       49 3  fXff rr 
ليه أسوأ من جميع النقط المشكلة لرؤوس السمبلكس المفروض وعrX إذن النقطة

 ومنه 3Xو  Cنقلص المسافة بين 
                                  25.1,5.0

2

3 



CX

X c 

 
 فنجد أنّ  cXلنقم الآن بحساب قيمة التابع عند 

                            3,min0625.2 ffXff rcc  
 البداية فنعيد ترتيب الذرا  مرة آخرى  إلىثمّ نعود  3Xبـ cXسنستبدل وبناء عليه 

                                       2;0,1 11  fX 
  0625.2;25.1,5.0 22  fX 

  3;1,1 33  fX 
 فنجد 2Xو  1Xلة بين النقطتينالآن لنوجد الآن منتصف القطعة المستقيمة الواص

                           625.0,75.0
2

21 



XX

C 

 3Xثمّ لنوجد انعكاس النقطة 
                            25.0,5.022 33  XCXCCX r 
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 أنّ وبحساب قيمة التابع عند النقطة الأخيرة نجد 

                                  15625.0 fXff rr  
 ومنه فإننا سنقوم بإجراء التمديد 

                            125.0,25.02  CXX re 

                     
 وبحساب قيمة التابع عند النقطة الأخيرة نجد أنّ 

                                  ree fXff  141.0 
فنحصل على السمبلكس الذي ذراه بعد ترتيبها  3Xبـ eXوعليه فإننا سنستبدل
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 :عطى تصاعديا تُ 
                                141.0;125.0,25.0 11  fX 

                                         2;0,1 22  fX 
                                  0625.2;25.1,5.0 33  fX   

  2Xو 1Xنوجد منتصف القطعة المستقيمة الواصلة بين النقطتين 
                      0625.0,625.0

2

21 



XX

C 

 3Xثمّ لنوجد انعكاس النقطة 
                            375.1,75.022 33  XCXCCX r 

 
 وبحساب قيمة التابع عند النقطة الأخيرة نجد أنّ 

                                  3016.3 fXff rr  
 .وعليه فإننا سنقوم بالتقليص ويمكننا المتابعة بهذه الطريقة

 . القيمة الصغرى تقترب ببطء من مبدأ الإحداثيات يمكننا ملاحظة أنّ 
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 (:2)مثال

2 تابعالقيمة الصغرى للأوجد  2( , ) 4f x y x x y xy    م خوارزمية ااستخدب
1وابدأ باستخدام الرؤوس ميد -نيلدر 2 3(0,0), (1.2,0.0), (0.0,0.8)V V V   
 :الحل

) تابعالتأخذ   , )f x y القيم:  
(0,0) 0 , (1.2,0.0) 3.36 , (0.0,0.8) 0.16f f f     

,لتحديد الرؤوس  تابعنقارن قيم ال ,W G B: 
(1.2,0.0) , (0.0,0.8) , (0,0)B G W   
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  :هي Mو Rالنقاط . Wسيتم استبدال الرأس
(0.6,0.4) , 2 (1.2,0.8)

2

B G
M R M W


     

)  تابعقيمة ال ) (1.2,0.8) 4.48 ( )f R f f G    
)وبما أن  ) ( )f R f B  ويتم انشاء الرأسننتقل باتجاه اليمينE كما يلي:  

2 (1.8,1.2)E R M   

  :عندها تابعوقيمة ال
( ) (1.8,1.2) 5.88 ( )f E f f B    

  :رؤوس المثلث الجديد إذاً 
1 2 3(1.8,1.2) , (1.2,0) , (0,0.8)V V V   

تستمر هذه العملية وتتولد سلسلة من المثلثات والتي تتقاطع باستمرار عند نقطة الحل 
إن . عند رؤوس المثلث لعدة خطوات تابعال  6يبين الجدول. 2، انظر للشكل(3,2)

 :حيث كان الرأس الأفضل 33تطبيق الحاسب للخوارزمية استمر حتى الخطوة 
(2.99996456,1.99983839)B  و( ) 6.99999998f B   . وهذه القيم هي

(3,2)تقريب  7f   يكمن (3,2)إن سبب انتهاء التكرار قبل. 5ة في المثالالموجود
 تابعقرب القيمة الصغرى وقد تم التأكد من قيم ال يصبح مسطحاً  تابعفي أن ال

( ) , ( ), ( )f W f B f G (6انظر الجدول ) هذا مثال عن خطأ )وتبين أنها نفسها
 .وأن الخوارزمية قد تمت(. دورة الإيقاف
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}سلسلة مثلثات : 2كل الش }kM  ميد -بطريقة نيلدر (3,2)النقطة  إلىتغطي الوصول 

k Best point Good point Worst point 
1 f (1.2,0.0)=-3.36 f (0.0,0.8)=-0.16 f (0.0,0.0)=0.00 

2 f (1.8,1.2)=-5.88 f (1.2,0.0)=-3.36 f (0.0,0.8)=-0.16 

3 f (1.8,1.2)=-5.88 f (3.0,0.4)=-4.44 f (1.2,0.0)=-3.36 

4 f (3.6,1.6)=-6.24 f (1.8,1.2)=-5.88 f (3.0,0.4)=-4.44 

9 f (3.6,1.6)=-6.24 f (2.4,2.4)=-6.24 f (1.8,1.2)=-5.88 

2 f (2.4,1.6)=-6.72 f (3.6,1.6)=-6.24 f (2.4,2.4)=-6.24 

2 f (3.0,1.8)=-6.96 f (2.4,1.6)=-6.72 f (2.4,2.4)=-6.24 

2 f (3.0,1.8)=-6.96 f (2.55,2.05)=  

-6.7725 f (2.4,1.6)=-6.72 

2 f (3.0,1.8)=-6.96 f (3.15,2.25)=       

-6.9525 
f (2.55,2.05)=  

-6.7725 

10 f (3.0,1.8)=-6.96 f (2.8125,2.0375)= 

-6.95640625 

f (3.15,2.25)=       

-6.9525 
 2الجدول 
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}سلسلة مثلثات : 2الشكل  }kM  ميد -النقطة الصغرى  المطلوبة  بطريقة نيلدر إلىتغطي الوصول 
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 : Powell Method طريقة بويل3-3 
 إلىبأنها لا تحتاج  ( 1229العالم بويل في عام الذي أنجزها  )تمتاز طريقة بويل 
و يُعد بويل أول من  .القيمة الصغرى للتابع المعطى لإيجاد استخدام المشتقات 

و التي  مستقلة دخال مجموعة أشعةإاكتشف ايجاد القيمة الصغرى عن طريق 
سلسلة من النقاط نولد  ثم في المرحلة الثانية .نفترضها في البدء هي أشعة الواحدة

0 0 1, ,..., NX P P P  من خلال العلاقةkkkk UPP  1  ّعلماً أنk ينها ييتم تع
)(بتصغير الدالة  1 kkk UPf  ة أو فيبوناتشي باستخدام طريقة بحث النسبة الذهبي

نبقي  ، (بمتغير واحد التابع)التمثيل أحادي التابعكون عليه على المجال الذي ي
مفهوم المتوسط استناداً ل رهايخيرة نقوم بتغيبة الأالمرك إلا  jU يالأشعة كما ه

0Nالحسابي حيث يفترض  NU P P  و هكذا نعيد العملية حتى نحصل على ،
  .مجموعة أشعة تقترب من الحل الفعلي

 تابعموقع القيمة الصغرى لل قيمة ابتدائية عند 0Xرض تفلن إذا
1 2( , ,..., )NZ f x x x . 1نحاول الإقتراب من القيمةX  الخوارزمية باستخدام

 :التالية
 :خوارزمية طريقة بويل

step(1): Set 0 iP X . 

step(2):      For  1,2,...,k N  

                          find k minimize 1( )k k kf P U   and  

                             set  1k k k kP P U   

step(3): Set 1i i  . 

step(4):              Set 1j jU U   for 1,2,..., 1j N   

                          Set 0N NU P P  . 

step(5):              find  minimize 0( )kf P U .  

             Set 0i NX P U   

step(6): Repeat steps (1) to (5) until f   . 

                                                    Then Set i NX P  
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 (:2)مثال
 لإيجاد خوارزمية بويل استخدم 

1X  2وX تابعمن أجل ال : 
( , ) cos( ) sin( )f x y x y  

0لك باعتبار القيمة الابتدائيةوذ (5.5,2)X . 
 :الحل

 بفرض

 0 0 1 2 1 2

1 0 1 0
(5.5,2) , , ; ,

0 1 0 1
P X U U U U U

     
          

     
 

1iمن أجل   تابعال: 
0 1 1 1( ) ((5.5,2) (1,0))f P U f    

1(5.5 ,2)f   
1cos(5.5 ) sin(2)   

1لها القيمة الصغرى عند  2.3584042    1ومنه 3.1415958P . 
2iمن أجل   تابعال: 

1 2 2 1( ) ((3.1415958,2) (0,1))f P U f    
2(3.1415958,2 )f   

2cos(3.1415958) sin(2 )   
2لها القيمة الصغرى عند  2.7123803  2 ومنه (3.1415958,4.7123803)P . 

 لتكن 

1 2 2 2 0

0 2.3584042 0
; : , :

1 2.7123803 1
U newU U newU P P

   
       
   

 

 :تابعال
0 2( ) ((5.5,2) ( 2.3584042,2.7123803))f P U f     

(5.5 2.3584042 ,2 2.7123803 )f     
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cos(5.5 2.3584042 ) sin(2 2.7123803 )     
0.9816697لها القيمة الصغرى عند    1ومنه (3.1848261,4.6626615)X . 

0نضع  1P X.  1عندماi  تابعال: 
0 1 1 1( ) ((3.1848261,4.6626615) (0,1))f P U f    

1(3.1848261,4.6626615 )f   
1cos(3.1848261) sin(4.6626615 )   

1لها القيمة الصغرى عند  0.0497117   1ومنه (3.1848261,4.7123732)P . 
2iعندما   تابعال: 

1 2 2 2( ) ((3.1848261,4.7123732) ( 2.3584042,2.7123809))f P U f     
2 2((3.1848261 2.3584042 ,4.7123732 2.3584042,2.7123809 )f     

2 2cos(3.1848261 2.3584042 ) sin(4.7123732 2.3584042,2.7123809 )     
1لها القيمة الصغرى عند  0.0078820   2ومنه (3.1662373,4.7337521)P . 

2 مرة ثانية نفترض 2 0( )U P P   
2.3584042 0.0185889

2.7123803 0.0710901
U

  
  
 

 

 :تابعال
1 2 2( ) ((3.1848261,4.6626615) ( 0.0185889,0.0710906))f P U f     

((3.1848261 0.0185889 ,4.6626615 0.0710906 )f     
cos(3.1848261 0.0185889 ) sin(4.6626615 0.0710906 )     

0.8035684لها القيمة الصغرى عند   2ومنه (3.1698887,4.7197876)X . 
) تابعال , ) cos( ) sin( )f x y x y  لها قيمة صغرى مرتبطة عند النقطة

2 ( ,3 / 2)P    تابعمحيط سير العملية لل  10الشكليوضحf ةوالمواقع المرتبط 
2للنقاط  1 0, ,X X X. 
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 المعطاةط اللنق  fيبين تنقل التابع : 10الشكل 

 :gradient and Newton method نيوتن وطريقة التدرج 4-
)اعتماداً على إيجاد المشتقات الجزئية للتابع  سنقوم الآن )f X ذوN بإيجاد  متغير 

1حيث  .له القيمة الصغرى 2( , ,..., )NX x x x. 
 :Steepest Descent or Gradient Method الأعظميطريقة التدرج أو الإنحدار  1-4

 (:5)تعريف
)بفرض )Z f X للمتغير  تابعX  حيث المشتقات( ) / kf X x   موجودة من
k,...,1,2أجل  N. 

)بـ fتابعيرمز لتدرج ال )f X وهو الشعاع:  

1 2

( ) ( ) ( )
( ) , ,...,

N

f X f X f X
f X

x x x

   
   

   
 (33) 



 921 

 (:2)مثال
 تابعأوجد تدرج ال

2 2
( , )

2

x y
f x y

x y




 
)عند النقطة   3, 2) . 

 :الحل
2نعوض  , 3y x    في:  

2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2
,

( 2) ( 2)
x y

x xy y x xy y
f f

x y x y

       
 

   
 

 ينتج
9 19

( 3,2) ( ( 3,2), ( 3,2)) ( , )
225 225

x yf f f       
 تابعالمعدل الأعظمي لتزايد ال إلىيشير ( 33) لنتذكر أن شعاع التدرج في العلاقة

( )f X .يشير  إذا( )f X 0 إبدأ عند النقطة .باتجاه التناقص الأعظميP 
0: باتجاه 0Pوابحث على طول الخط عبر 0 0( ) / ( )S f P f P  .إلىنصل ل 

لتكون على  Xلنقطة حيث تظهر القيمة المحلية الصغرى عند تثبيت ا. 1Pالنقطة 
0 المستقيم 0X P y S  . بما أن المشتقات الجزئية ممكنة، يجب إجراء تصغير

)1بعد ذلك نحسب . باستخدام طريقة التقريب التربيعي أو التكعيبي )f P  ونتحرك
1البحث  خط باتجاه 1 1( ) / ( )S f P f P  .  2سنصل للنقطةP  حيث تظهر

1لتمتد على المستقيم  Xالقيمة المحلية الصغرى عند تثبت  1X P y S  . سيولد
}0التكرار سلسلة من النقاط  }k kP 

0 :لها الخاصة 1( ) ( ) ... ( ) ...kf P f P f P    
limكان  إذا ( )k

k
f P P


 عندئذ  تكون( )f P تابعالقيمة المحلية الصغرى لل( )f X. 
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 للنقاط المعطاة  fيبين تنقل التابع : 11الشكل 

 :التدرج الخطوات الرئيسية لطريقة
Evaluate ( )kf P . (i) 

Compute the search direction  

                   ( ) / ( )k k kS f P f P    

(ii) 

Perform a single parameter minimization of 

( ) ( )k kf P S    on [0, ]b where b is large. This will 

producte a value minh  where a local minimum for 

( ) occurs. The relation min min( ) ( )k kh f P h S    

shows that this is a minimum for ( )f x  along the 

search line mink kX P h S  . 

(iii) 

Construct the next point 1 mink k kP P h S   . (iv) 

Perform  the termination test for minimization; that 

is, are the function values ( )kf P and 1( )kf P        

sufficiently close and the distance 1k kP P  small 

enough? 

(v) 
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Set 0N NU P P  . (vi) 

find  minimize 0( )kf P U . Set 0i rX P U   (vii) 

Repeat the process (viii) 

 (:11)مثال
2 لإيجاد التدرج  طريقة استخدم 1,P P تابعلل  

2 2
( , )

2

x y
f x y

x y




 
و ذلك  ،

0هي النقطة الابتدائية باعتبار ( 3, 2)P   . 
 :الحل 

0من أجل ( 3, 2)P    

0 0

0

1
( ( ))

( ( ))
S f P

f P
 


 

1
( ( 3, 2))

( ( 3, 2))
f

f
   

  
 

( 0.4280863,0.9037378)  
 تابعال

0 0( ) (( 3, 2) ( 0.4280863,0.9037378))f P S f       
( 3 0.4280863 , 2 0.9037378 )f       

2 2

( 3 0.4280863 ) ( 2 0.9037378 )

( 3 0.4280863 ) ( 2 0.9037378 ) 2

 

 

    


     
 

minقيمة صغرى عند  له 4.8186760h  (باستخدام طريقة التقريب التربيعي.)  
1 0 min 0P P h S  

( 3, 2) (4.8186760)( 0.4280863,0.9037378)     
( 5.0628094,2.3548199)  

1 و من أجل ( 5.0628094,2.3548199)P   
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1 1

1

1
( ( ))

( ( ))
S f P

f P
 


 
1

( ( 5.0628094,2.3548199))
( ( 5.0628094,2.3548199))

f
f

  
 

 

(0.9991231, 0.0418690)  
 تابعال

1 1( ) (( 5.0628094,2.3548199) (0.9991231, 0.0418690))f P S f      
( 5.0628094 0.9991231 ,2.3548199 0.0418690 )f      

2 2

( 5.0628094 0.9991231 ) (2.3548199 0.0418690 )

( 5.0628094 0.9991231 ) (2.3548199 0.0418690 ) 2

 

 

   


    
 

minقيمة صغرى عند  له 2.7708382h  (باستخدام طريقة التقريب التربيعي .) 
2 1 min 1P P h S  

( 5.0628094,2.3548199) (2.7708382)(0.9991231, 0.0418690)    
( 2.2944111,2.388080)  

 للتابع  أن  (  7الجدول)يبين وباجراء عدة حسابات 
2 2

( , )
2

x y
f x y

x y




 
قيمة  

)صغرى عند 1,1)P  . 
 

 ,k kf x y ky kx k 
0.0666667 2.0000000 3.0000000 0 
0.2235760 2.3548199 5.0628094 1 
0.3692574 2.2388080 2.2944111 2 
0.4743948 1.3859313 1.3879337 3 
0.4987762 1.0724933 1.0726050 4 
0.4999969 1.0035334 1.0035351 5 
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 ,k kf x y 
ky kx k 

0.5000000 1.0000091 1.0000091 6 
0.5000000 1.0000000 1.0000000 7 

 

  2الجدول 

 :طريقة نيوتن 2-4
حدوديات من  إلىه يمكن تقريب التوابع بمتغير واحد نّ ، أ(1)وجدنا في تحليل عددي 

، استخدم نيوتن مفهوم (على سبيل المثال باستخدام حدوديات لاغرانج) درجة ثانية 
يلور، ثم اعتمد على هذا التقريب لحدوديات الدرجة الثانية بالاعتماد على منشور تا

القيمة الصغرى المحلية، وسيستخدم كلًا من المشتق الجزئي الأول  لإيجاد التقريب 
ونعلم أن طريقة التدرج تستخدم فقط المشتقات الجزئية الأولى . والثاني للتابع المطلوب

 .و بالتالي يتوقع أن تكون طريقة نيوتن أكثر فاعلية منها

 

 و طريقة التدرج( يوجد تقوس)يبين الفرق بين طريقة نيوتن: 12لشكل ا
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 :(6)تعريف
)لتكن )Z f X للمتغير  تابعX  2حيث المشتقات ( ) / i jf X x x    موجودة من
,أجل  1,2,...,i j N. 

Nعد من البعرف مصفوفة هيسيان تُ  N من أجلf  عندX  ونرمز لها ،
( )H f X  ،كما يلي: 

2 ( )
( )

i j N N

f X
H f X

x x


 
  

   
 (34) 

1Nعندما تكون) f تابعمصفوفة هيسيان على أنها المشتق الثاني لل وتُعرف )  من
 fتساوي جاكوبيان لتدرج  f تابعالواضح أن مصفوفة هيسيان لل

( ) ( )H f X J f X  (35) 

 (:11)مثال
 تابعال مصفوفة هيسيانأوجد 

2 2
( , )

2

x y
f x y

x y




 
) عند النقطة  3, 2) . 

  (2)من المثال
2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2
( , ) , ( , )

( 2) ( 2)
x y

x xy y x xy y
f x y f x y

x y x y

       
 

   
 

  :المشتقات الجزئئية الثانية
3 2 2 2

2 2 3

2( 3 3 ( 2) ( 2))
( , )

( 2)
xx

x x y x y y y
f x y

x y

    


 
 

3 2 2 2

2 2 3

2( 3 (2 3 ) ( 2))
( , )

( 2)
xy

x x y x y y y
f x y

x y

    


 
 

3 2 2 2

2 2 3

2( 3 (2 3 ) ( 2))
( , )

( 2)
yx

x x y x y y y
f x y

x y

    


 
 

3 2 2 3

2 2 3

2(2 6 3 3 )
( , )

( 2)
yy

x x y x y xy y
f x y

x y

    
 

 
 

  مصفوفة هيسيان  نحسب
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( , ) ( , )
( , )

( , ) ( , )

xx xy

yx yy

f x y f x y
H f x y

f x y f x y

 
  
 

 

)عند النقطة 3, 2)     
138 781

( 3, 2)
78 1223375

H f
 

    
  

 

 (:7)تعريف
) من أجلتعرف كثيرة حدود تايلور من الدرجة الثانية  )f X عندA كما يلي: 

1
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

2
Q X f A f A X A Hf A X A       (36) 

 (:19)مثال
 تابعكثيرة حدود تايلور للأوجد 

2 2
( , )

2

x y
f x y

x y




 
عند النقطة  

( 3, 2)A   . 1 كمصفوفة من البعد تابععالج التدرج لل 2. 
  (:10)و( 9)كما ورد في المثالين

9 19
( 3,2) ( 3,2), ( 3,2) ,

225 225
x yf f f

 
          

 
 

138 781
( 3, 2)

78 1223375
H f

 
    

  
 

 هكذا
   

   

1 1
( , ) 9 19 3 2

15 255

138 781 1
3 2 3 2

78 1222 3375

Q x y x y

x y x y

      

          
    

 

2 269 61 393 763 481

3375

x y x y   
 

1مصفوفة ذات الأبعادالرموز المصفوفة من  حذفتم  1. 
1ليكن المشتقان الجزئيان الأول والثاني  2( , ,..., )Nz f x x x  موجودان ومستمران



 922 

 .P، ويوجد نهاية محلية صغرى عند النقطة 0Pفي الحقل الذي يحوي النقطة 
 بالنقطة (36)في الصيغة Aنستبدل

0P فينتج:  

0 0 0 0 0

1
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

2
Q X f P f P X P Hf P X P       (37) 

حيث متغير،  Nكثيرة حدود من الدرجة الثانية ذات 1 2, ,..., NX x x x . وتظهر
 له عندماالقيمة الصغرى 

( ) 0Q X  (38) 

 أو
0 0 0( ) ( )( ( )) 0f P X P Hf P     (39) 

تكون ، عندئذ  (fتابعحيث تظهر القيمة الصغرى لل) Pقريبة من  0P كانت  إذا
0( )H f P بالنسبة للقيمة ( 39)لها مقلوب ويمكن إيجاد حل الصيغةX. 

1

0 0 0( )(( ( )) )X P f P Hf P    (40) 

 جينت (40)الصيغة في  1Pبالقيمة  Xوبتعويض 
1

1 0 0 0( )(( ( )) )P P f P Hf P    (41) 

عندها نحصل على القانون  (41)في الصيغة  0Pعوضاً عن kPاستخدمنا  إذاأما 
  :العام

1

1 1 1( )(( ( )) )k k k kP P f P Hf P 

  
  (42) 

 . Xلحلها من أجل ( 39)نستخدم مقلوب مصفوفة هيسيان في الصيغة 
 (:13)مثال

2 لإيجاد ( 42)استخدم الصيغة 1,P Pتابعلمن أجل ا 
2 2

( , )
2

x y
f x y

x y




 
 

الإبتدائيةالنقطة مستخدماً  0 0.3 0.2P  . 
كانت  إذا 0 0.3 0.2P   عندها: 

 0( ) 0.4033591 0.4254006f P   
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0

0.4476594 0.1955793
( )

0.1955793 0.3801897
H f P

 
  

 
 

0

2.8814429 1.4822882
( ( ))

1.4822882 3.3927931
H f P

 
   

 
 

 ينتج( 42) بتعويض ما سبق في الصيغة

   1

2.8814429 1.4822882
0.3 0.2 0.4033591 0.4254006

1.4822882 3.3927931
P

 
     

 
 

 1 0.8316899 1.0454017P   
كانت   إذا 1 0.8316899 1.0454017P     عندئذ 

 1( ) 0.0462373 0.0097785f P  

1

0.3027529 0.0212462
( )

0.0212462 0.2513046
H f P

 
  

 
 

0

3.3227373 0.2809163
( ( ))

0.2808163 4.0029851
H f P

 
   

 
 

 فينتج( 42)في الصيغةنعوض ما سبق 
 

 

2 0.8316899 1.0454017

3.3227373 0.2809163
0.0462373 0.0097785

0.2809163 4.0029851

P  

 
  

 

 

 2 0.9880713 0.9932699P   
يبدو واضحاً أن النقاط تتقارب من النقطة  1 1P    حيث القيمة الصغرى

التكرار الخامسوالتي نصل إليها ب. fتابعلل 5 1 1P  . 
حسب  سرعتها الواقع يمكن للقارئ التحقق بسهولة من أن طريقة نيوتن تختلففي 
 .بتدائيةالاقيمة ال

  :عبارة خط البحثيمكن تعديل طريقة نيوتن باستخدام 
1

1 1( )(( ( )) )k k kS f P H f P 

 
  

في طريقة  kS البحثخط  لاستخدامأحد الأمثلة هذا و . (42)في الصيغةنعوض 
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فإن هذا التعديل . في طريقة التدرج (خط البحث)تصغير معامل  جرىوكما . التدرج
 .لطريقة نيوتن سيكون أكثر فعالية من طريقة نيوتن

 :الخطوات الرئيسية لطريقة نيوتن المعدلة
 kPبفرض تم الحصول على 

Compute the search direction  

                  
1

1 1( )(( ( )) )k k kS f P H f P 

 
   

(i) 

Perform asingle parameter minimization of 

( ) ( )k kf P S    on [0, ]b where b is large. This will 

producte a value minh  where a local minimum for 

( ) occurs. The relation min min( ) ( )k kh f P h S    

shows that this is a minimum for ( )f x  along the 

search line mink kX P h S  . 

(ii) 

Construct the next point 1 mink k kP P h S   . (iii) 

Perform  the termination test for minimization; that 

is, are the function values ( )kf P and 1( )kf P   

sufficiently close and the distance 1k kP P  small 

enough. 

(iv) 

Repeat the process (v) 
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 تمارين

 :التالية وتناقصها التوابعتزايد  مجاليد لتحد( 1)مبرهنةالاستخدم  -1
a) 3 2( ) 2 9 12 5f x x x x    b) ( ) /( 1)f x x x  
c) ( ) ( 1) /f x x x  d) ( ) xf x x 

 التمثيل في المجال المعطى يةأحادالتالية  التوابعأن  لتبين( 3)ريفعالتاستخدم  -9
a) 

2( ) 2 1 ; [0,4]f x x x   b) ( ) cos( ); [0,4]f x x 
c) ( ) ; [0.1,10]xf x x d) ( ) (3 ) ;[0,3]xf x x x   

والعظمى من  القيم المحلية الصغرىلإيجاد إن أمكن ( 4)و( 3)المبرهنتيناستخدم  -3
 :التالية ضمن المجال المعطى التوابعأجل 

a) 
3 2( ) 4 8 11 5;[1,2]f x x x x    

b) 
2( ) 3/ ; [0.5,3]f x x x  

c) 
2( ) ( 2.5) /(4 );[ 1.9,1.9]f x x x    

d) 
2( ) / ;[0.5,3]xf x e x 

e) ( ) sin( ) sin(3 ) /3 ; [0,2]f x x x   

f) ( ) 2sin( ) sin(2 ) 2sin(3 ) /3 ; [1,3]f x x x x    

2yفي القطع المكافئ (3,1)أوجد النقطة الأقرب من النقطة  -9 x. 
)sinفي المنحني (2,1)الأقرب من النقطة أوجد النقطة  -9 )y x. 
)كانت  إذاABالوتر من  الأبعدأوجد النقطة  -2 1, 24), (3,4)B A  الدائرةفي 

2 2 25x y . 
] لإيجاد لخمسة أرقام عشرية استخدم طريقة بحث النسبة الذهبية وبتقريب  -2 , ]k ka b 

0,1,2kمن أجل   أحادي منها  تابعالتالية، لاحظ أن كل  التوابعمن  تابعلكل 
 التمثيل في المجال المذكور
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a) 
2

( ) 2 ;[ 2.4, 1.6]
2

x x
f x e x     

b) 
2

( ) sin( ) ;[0.8,1.6]
2

x
f x x x    

c) 
2

( ) 4 cos( );[0.5,2.5]
2

x
f x x x x   

d) 
3 2( ) 5 23;[1,5]f x x x   

] لإيجاد استخدم طريقة بحث فيباناتشي وبتقريب لخمسة أرقام عشرية  -2 , ]k ka b  من
0,1,2kأجل  10بفرض أن (. 7)للدوال الواردة في التمرينF  هو عدد فيباناتشي

 .الأصغر والمحقق للاحتمال 
استنتج تكرارين لطريقة تقريب المعادلة التربيعية مستخدماً التقريب لخمسة أرقام  -2

 (.7)عشرية للدوال الواردة في التمرين

2لإيجاداستخدم طريقة بحث التكعيب وبقريب لخمسة أرقام عشرية  -11 1,P P  للدوال
 (.7)الواردة في التمرين

للمجال البديل في طريقة بحث النسبة الذهبية المطبقة  kالخطوات حدد عدد  -11
 اة التاليةمعطال تمجالاال من أجل تابععلى 
a) [0,1] , 4k  b) [ 2.3, 1.6] , 5k   
c) [ 4.6,3.5] , 10k   

محققاً  من أجل كل مجال و قيمة  rFأوجد عدد فيباناتشي الأصغر  -19
  .(9) المتراجحة

a) 
4[ 0.1,3.4] , 10   b) 

6[ 2.1,5.3] , 10   
c) 

8[3.33,3.99] , 10   
 برهن جبرياً المساواة  -13
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1 21 n k n k

n k n k

F F

F F

   

 

  

 أحادي  تابعغرى لتحديد القيمة الص طرائق ىحدإ ومسكيعد طريقة بحث ديتشوتتُ  -19
التمثيل ضمن مجال مغلق 

0 0[ , ]a b 0القيم . دون استخدام الاشتقاق 0,d c  تتوضع
0 متساوية من نقطة الوسط في المجال، على مسافة  0( ) / 2a b . بالاعتماد على

0القيم  0( ), ( )f d f c 1نكرر العملية بتحديد . نحصل على مجال بديل جديد 1,d c. 

kطول المجال البديل الأخير طالما أن  tolثابت معرف وبفرض  kb a tol  
  :ليكن

 ,
2 2

k k k k
k k

a b a b
c d 

 
    

)كان  إذا ) ( )k kf c f d  1ولتكن 1,k k k kb d a a    لا لتكن وا 
1 1,k k k kb b a c    1ولتكنk k نتابع التكرار. 

a) 1 لإيجاد ديتشوتومسكي وبتقريب لخمسة أرقام عشرية  استخدم بحث 1[ , ]a b  و
2 2[ , ]a b 2 تابعمن أجل ال( ) 2 / 2xf x e x x    في المجال[ 2.4, 1.6]  

0.1ديتشوتومسكي واستخدم ثابت . 

b)  أوجد طول المجال البديل رقمk والذي يعطى بالعلاقة 
 0 0

1 1
( ) 2 (1 )

2 2
k k k k

b a b a      

c)  عرف القيمةk الواردة في الفقرة  تابعلل(a )حيث:  
 4 610 , 10k kb a     

التمثيل ومختلفة في المجال  أحادي fتابعالكن لي :طريقة البحث التكعيبي -19
0 0[ , ]a bلمصرح عنها تستخدم ، مرة ثانية، نعتبر أن طريقة البحث اf  .حث عن نب

 fق مع بلمكعب كثيرة الحدود والذي يتطا minPحداثي السيني للقيمة الصغرى الإ
fو  لتكن. عند أطراف المجال:  
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 3 2
0 0 0( ) ( ) ( ) ( )p x x a x a x a          

 حيث 
0 0 0 0 0 0 0 0( ) ( ) , ( ) ( ) , ( ) ( ) , ( ) ( )P b f b P b f b P a f a P a f a        

)minكان  إذا )f p  1عندها نجعل 0 1 min,a a b p   لا نجعل وا 
1 min 1 0,a p b b  . نتابع تكرار العملية حتى الحصول على المجال البديل في

kوب المطلأصغر من الخطأ  kالخطوة  kb a   . وكما في طريقة البحث
,التكعيبي الواردة ضمن الفصل، يبقى إيجاد صيغ صريحة للمعاملات  , ,   . 

a)   بين أن 
2

min 0

3

3
p a

  



  
 . 

b)   0 بين أن 0 0 0( ) ( ) , ( ) ( )P a f a P a f a       

c)   بين أن 
0 0

2
3 ,

G D
D G

b a
 


  


0حيث  0

0 0

( ) ( )f b f a
F

b a





و  

0 0

F
D

b a





0و   0

0 0

( ) ( )bf f a
G

b a

 



. 

d)  1 لإيجاد التكعيبي وبتقريب لخمسة أرقام عشرية بحث طريقة الاستخدم 1[ , ]a b  و
2 2[ , ]a b 2 تابعمن أجل ال( ) 2 / 2xf x e x x   جال في الم

0 0[ , ] [ 2.4, 1.6]a b   . 

 :التالية للتوابعالقيمة المحلية الصغرى  لإيجاد ( 5)المبرهنتيناستخدم  -12
a) 

3 3( , ) 3 3 5f x y x y x y     
b) 

2 2( , ) 2 1f x y x y x y xy      

c) 
2 2( , ) 3f x y x y xy xy   

d) 
2 2( , ) ( ) /( 2)f x y x y x y    

e) 
2 2 2( , ) 100( ) (1 )f x y y x x    

,(5,2)بفرض  -12 (1,1), (2, 3)W G B    أوجد النقاط ،, ,E R M . وارسم
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 .مخطط المثلثات المشاركة في الحل

,(3,1)بفرض -12 ( 2, 5), ( 1,2)W G B     ، أوجد النقاط, ,E R M . وارسم
 .مخطط المثلثات المشاركة في الحل

,(1,0,0)بفرض -12 (0,0,1), (1,1,0), (0,0,0)W P G B   . 
a)  ارسم رباعي السطوحBGPW. 

b)  أوجد( ) / 3M B G P  . 

c) 2أوجدR M W   وارسم رباعي السطوحBGPR. 

d) 2أوجدE R M   وارسم رباعي السطوحBGPE. 

,(2,1,0) بفرض -91 (0,1,1), (0,2,0), (0,0,0)W P G B   حل  ، أوجد
 .السؤال السابق

1مستخدماً القيمة الابتدائية 1X استخدم طريقة بويل في ايجاد -91 1
2 30 ( , )P   من

3أجل  3( , ) 3 3 5f x y x y x y     . 

1القيمة الابتدائيةالسؤال السابق من أجل  أوجد حل -99 1
2 30 ( , )P  تابعوال 

2 2( , ) 3f x y x y xy xy   . 
) أوجد شعاعاً يثبت أن -93 ) / 2M B G   يمثل نقطة المركز بين

G,النقطتين B. 

 إلىأثبت أن متوسطات أي مثلث تتقاطع عند نقطة ثلثي المسافة من كل رأس  -99
 .نقطة المركز للاتجاه المقابل
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  إنجليزي-عربي:أولاً

  ( أ)  

   

 Stopping procedure  إجراء توقف

 Relaxation  إرخاء

 Basis  أساس

 Weak stability  استقرار ضعيف

 Strong stability  قوي

 Linear independence  استقلال خطي

 Interpolation  استيفاء

 Exponential  أسي

 Numerical differentiation  اشتقاق عددي

 Minimax value  غر قيمة عظمىأص

 Squares least  الصغرى المربعات

 Maximal  أعظمية

 Forward   (تقدمي)أمامي 

 Systems  (جملة)أنظمة

 Deflation  انقباض

 Euler  أولر

 Root Finding  إيجاد جذر
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  (ب) 

 Numerical software  برامج عددية

 Program  برنامج

  (ت) 

 Collection  تجميع

 Back ward error analysis  التراجعيتحليل الخطأ 

 Round off  تدوير

 Quadratic  تربيعي

 Acceleration  تسريع

 Similarity  تشابه

 Perturbation  (اضطراب) تشويش

 Extrapolation  خارجي استيفاء

 Back ward substitution  تراجعيتعويض 

 Convergence  تقارب

 Quadratic convergence  تربيعي

 Approximating  تقريب

 قطعية كثيرة حدودتقريب 
 (تجزيئية)

 Piecewise polynomial 
approximation 

 Rational approximation  تقريب كسري

 Binary search  تقصي ثنائي

 Evaluation  تقويم

 Integral  تكامل
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 Double integral  ثنائيتكامل 

 Iteration  تكرا ر

 Functional iteration  داليتكرا ر 

 Fixed point iteration  النقطة الثابتةتكرا ر 

 Cubic  تكعيبي

 Binary representation of  ثنائي لعددالتمثيل ال
number 

 Bisection  تنصيف

 Iterative refinement  يب تكراريتهذ

 Basis functions  توابع أساس

  (ث) 

 Asymptotic error constant  ثابت الخطأ المقارب

 Triple  ثلاثي

 Bilinear  ثنائية الخطية

 Piecewise bilinear  ثنائية الخطية القطعية

  (ج)  

 Jacobi iterative  جاكوبي التكراري

 Algebraic  جبرية

 Scalar product  عددي جداء

 Root  جذر

  (ح) 

 Bound  (حدودم)  حدال
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 Remainder term  حد باق

 Rounding arithmetic  حساب تدوير

 Chopping arithmetic  القطعحساب 

 Nested arithmetic  (متداخل)تعشيش

 Posed well  حسنة الوضع

  (خ) 

 Error   خطأ

 Local truncation error  القطع المحلي

 Strategies  خطط

 Multistep  خطوات متعددة

 Consistent one step  خطوة واحدة متسقة

 Linear  خطية 

 Piecewise linear  (القطعية) خطية التجزئة 

 Back ward  (تراجعي)تراجعي

 Algorithm  خوارزمية 

  (د) 

 Accuracy degree  درجة الدقة

 Double precision  دقة ثنائية

  (ذ) 

 Variable step size  ذات طول الخطوة المتغير

  (ر) 
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 Computer graphics  رسوم الحاسوب 

 Machine number  ةرقم آل

 Finite digit  الأرقام محدود

  (س) 

 Composite Simpson's  سمبسون المركبة

  (ش) 

 Pseudocode  شبه شفرة

 Trapezium  منحرفشبه 

 Quasi newton  شبه نيوتن

 B-splines  ب –شرائح 
 

 Root condition  لجذرشرط ا

 Lipschitz condition  ليبشيتز

 Quadratic spline  ربيعيةتشريحة 

 Cubic spline  تكعيبيةشريحة 

 Natural cubic spline  طبيعيةشريحة 

  Reduced form  زلتشكل مخ

 Floating point form  الفاصلة العائمة

   (ص) 

 Explicit  (ظاهرية) صريحة

 Minor  صغيرة

 Zero  صفر
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 Zeroth  صفري

  (ض) 

 Implicit   ضمنية

  (ط) 

 Method   طريقة

 Stable A method  المستقرة  A طريقة

 Bisection method  التنصيفطريقة 

 Power method  القوةطريقة 

 Inverse power method  العكسيةطريقة 

 Symmetric power method  المتناظرةطريقة 

 Neville method  نيفلقة طري

 Method of false position  الوضع الخاطئطريقة 

 Step size  طول الخطوة

 Spectrum  طيف

  (ع) 

 Decimal machine number  عدد آلة عشري

 Condition number  شرطيعدد 

 Operation counts  عد العمليات

 Instability  عدم استقرار

 Nodes  عقد

 Inverse  عكسية
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 Maximal column  عمود أعظمي

 Scaled column  مدرجعمود 

 Finite element  عنصر محدود

 Pivot element  (المرتكز)ي محور عنصر 

  (غ)   

 Iterative Gauss Seidel  دل التكراريةغاوس سي

 Nonlinear  خطيةالغير 

 Unstable  مستقرةال غير

 Underflow  (تحت المدى الطبيعي)غيض 

  (ف) 

 Difference  فرق

 Backward difference  تراجعيفرق 

 Interpolatory divided  للاستيفاء الفروق المقسومة

 Finite difference  محدودفرق 

 Vector space  فضاء متجهات

 Super linear  خطي فوق 

 Overflow  (  فوق المستوى الطبيعي)فيض 

  (ق) 

 Differentiable  ضللتفاقابلة ل

 Secant  قاطع

 Least change secant  ذي متغير أصغري
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 Three eighth rule  قاعدة ثلاث أثمان

 Formula  (صيغة) قانون

 Quadratic formula  تربيعي

 Forward difference  التقدميالفرق 
formula 

 Three point formula  التقاط الثلاث

 Five point formula  التقاط الخمس

 Shooting  قذف

 Linear shooting  خطي

 Nonlinear shooting  غير خطي

 Truncation  قطع

 Inverse power  قوة عكسية

 Power  قوى

  Symmetric power  تناظرية

 Initial value  قيمة ابتدائية

 Eigen value  ذاتيةقيمة 

 Average value  معدلقيمة ال

 Characteristic value  مميزةقيمة 

  (ك) 

 Complete  كاملة

 Polynomial  كثيرة حدود
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 Piecewise polynomial  (قطعية) تجزيئية

 Global  كلي

  (م)   
 Operator  مؤثر 

 Fibonacci sequence  متتالية فيبوناتشي

 Vector  متجه

 Residual vector  باقمتجه 

 Eigenvector  ذاتيمتجه 

 Nested  داخلةمت

 Series  متسلسلة

 Continuous  مستمر

 Orthogonal  متعامدة

 Orthonormal  نظاميا  

 Isotropic  متماثل حراريا  

 Centered  متمركز

 Corrector predictor  متنبئة مصححة

 Trigonometric  مثلثيه

 Divided  (مقسم) مجزأ

 Orthogonal set  مجموعة متعامدة

 Orthonormal set  ةنظامي

 Convex  محدبة

 Determinant of matrix  مصفوفةال محدد

 Local  محلي
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 Pivoting  (المرتكز) محورة

 Control  مراقبة

 Order of convergence  مرتبة تقارب

 Linearly dependent  مرتبة خطيا  

 Composite  مركبة

 Initial value problem  القيمة الابتدائية

 Linear boundary value  القيمة الحدية الخطية
problem 

 Stable  مستقرة

 Weakly stable  بضعفمستقرة 

 Strongly stable  بقوةمستقرة 

 Matrix  مصفوفة

 Symmetric matrix  مصفوفة متناظرة

 Dominant matrix  مصفوفة مسيطرة

 Positive definite  معرفة ايجابيا  

 Multiple  مضاعف

 Absolute  مطلق

 Heat equation  معادلة الحرارة

 Linear equation  خطية

 Closed  مغلق

 Successive over relaxation  مفرط متتابع

 Integration  مكاملة

 Adaptive quadrature  (محسنة) مكيفة

 Osculation  ملاصقة
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 Clamped  مقيدة

 Extended  ممددة

 Characteristic  مميزة

 Bizier curve  منحني بيزيه

 Rational  (كسري) منطقة

                      Well posed  موضوعة جيد

  (ن)  
 Steepest descent  انحدار

 Relative  نسبي

 Five point  نقاط خمس

 Three point  نقاط ثلاث

 Midpoint  نقطة المنتصف

 Backward Euler theory  ةتراجعينظرية أويلر ال

 Modified Euler theory  المعدَلةنظرية أويلر 

 Exponential growth  نمو أسي

 Limit  نهاية

 Open Newton Cotes  نيوتن كوتس المفتوح

  (و)  
 Description  وصف

 False position  وضع خاطئ

 Weight  وزن
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ًعربي-إنجليزي:ثانيااً
 A))  

 Absolute  مطلق 

 Deviation Absolute  راف مطلقانح

 Accelerating  تسريع

 Accuracy degree  درجة الدقة
  Adaptive  (محسنة) مكيفة
 Algebraic  جبرية

 Algorithm  خوارزمية

 Approximating  تقريب
 Asymptotic error constant  ثابت الخطأ المقارب

                  Astable method  المستقرة Aطريقة 

 (B)     

                           Backward    تراجعي
                          Difference Backward  تراجعيفرق 

                         Error Backward  تراجعيتحليل الخطأ ال
analysis                     

                                   Backward Euler  ةتراجعيلر الأو 

                                       Backward Substitution  تراجعيتعويض 

                                  Basis  أساس

                           Basis Functions  أساس توابع

                               Bilinear  ثنائية الخطية

                         Binary digit  قم ثنائير 

   



 039 

 Binary Representation of  تمثيل ثنائي لعدد
number 

                               Binary Search  تقصي ثنائي

                            Bisection  تنصيف

                                                      Bisection Method  طريقة التنصيف

                        Bizier curve  منحنى بيزيه

                                 Bound  (محدود) حد

 (C)  
                            Centered  متمركز 

                     Characteristic  مميزة

                                                     Characteristic Value  قيمة مميزة

           Chopping arithmetic  حساب القطع

                             Clamped  مقيدة

                                Closed  مغلق

                         Collocation  تجميع

                            Complete  كاملة

                          Composite  مركبة

                                                   Composite Simpson's  سمبسون المركبة

               Condition number  عدد شرطي

           Consistent one step  (متماسكة) خطوة واحدة متسقة

                         Continuous  مستمر

                               Control  مراقبة

                      Convergence  تقارب

                               Convex  محدبة
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                                  Cubic  تكعيبي

                                                                  Cubic Spline  شريحة تكعيبية

 (D)  
  Decimal machine number  عدد آلة عشري

 Deflation  انقباض

 Description  وصف
        Determinant Of matrix  محدد مصفوفة

                           Difference  فرق

 Differentiable  قابلة للاشتقاق

 Differentiation Numerical  اشتقاق عددي

    Distribution of heat  الثبات حالة’توزيع الحرارة 
.steady state 

 Divided  (المقسوم) مجزأ

 Double  ثنائي

 Double Integral  ائيثن تكامل

 Precision Double  دقة ثنائية
 Dominant matrix  مصفوفة مسيطرة

 (E)  

                        Eigen value  ذاتية قيمة

                     Eigen Vector  متجه ذاتي

            

                                   Error  خطأ

                          Evaluation  تقويم

                                Explicit  (ظاهرية) صريحة
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                        Exponential  أسي

                                                      Exponential Growth  نمو أسي

                            Extended  ممددة 

                      Extrapolation  خارجي استيفاء
 (F)  

                                  False  خاطئ

                              False Position  الوضع الخاطئ

                               False Position Method  طريقة الوضع الخاطئ
          Fibonacci Sequence  متتالية فيبوناتشي

                                  Finite  (نهائي)محدود
                           Finite Difference  فرق محدود

                                    Finite Digit  رقم محدود

                              Finite Element  عنصر محدود

                              Formula  (صيغة) قانون 
            Fixed point iteration  تكرار النقطة الثابتة

             Floating point form  شكل الفاصلة العائمة

                              Forward  (تقدمي ) أمامي

 Forward  Difference  التقدميقانون الفرق 
formula                                         

             Functional iteration  تكرار دالي

 G))  
                                 Global  كلي
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H)) 

                           Homotopy  تشوه مستمر

 I))  

                                Implicit  ضمنية

                             Improper  (غير أصلي)  معيب

                         Initial value  قيمة ابتدائية

                                                      Initial value Problem  الابتدائيةمسألة القيمة 

                            Instability  عدم استقرار

                               Integral  تكامل

                          Integration  مكاملة

                       Interpolation  استيفاء

   Interpolatory  divided  ستيفاءللا المقسوم فرق ال
difference                        

                               Inverse  عكسي

                                 Power  قوة عكسية

                               Power Method  العكسيةطريقة القوة 

                             Isotropic  ل حراريامتماث

 Iterative Gauss-Seidel  يدلنظرية تكرار غاوس س
theory 

                         Refinement  تهذيب تكرار

 (J)  
                   Jacobi iterative  جاكوبي التكرار

 L))  
          Least change secant  صغريقاطع ذي متغير أ
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                                   Limit  نهاية 

                                 Linear  خطية
 Linear Boundary value  مسألة القيمة الحدية الخطية

problem    

                 Linear Equation  لة خطيةدمعا

            

        Linear Independence  استقلال خطي

            

            Linearly dependent  مرتبطة خطيا

                  Linear shooting  قذف خطي

              Lipschitz condition  شرط ليبشيتز

                                  Local  (موضعي) محلي

                 Local truncation  خطأ القطع المحلي

 (M)  
                Machine number  رقم آلة

                                 Matrix  مصفوفة

                              Maxmal  مصفوفة أعظمية
                Maximal column  عمود أعظمي

                               Method  طريقة

                             Midpoint  نقطة المنتصف

                             Minim value  أصغر قيمة عظمى

                                 Minor  صغيرة

         Modified Euler theory  رية أولر المعدلةنظ

                               Multiple  فمضاع

                          Multiplicity  تضاعيف
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                           Multisteps  خطوات متعدد ال
 (N)  

            Natural cubic spline  شريحة تكعيبية طبيعية

                                Nested  متداخلة

                   Neville method  يقة نيفلطر 

                                 Nodes  عقد

                           Nonlinear  خطيةالغير 

                             Nonlinear Shooting  خطيالقذف غير 

            Numerical software  برامج عددية

 (O)  
           Open Newton Cotes  كوتس المفتوح نيوتن

                Operation counts  عد العمليات

                             Operator  مؤثر

        Order of convergence  مرتبة تقارب

                         Orthogonal  متعامدة

                                      Orthogonal Set  مجموعة متعامدة

                       Orthonormal  متعامدة نظامية

                                      Orthonormal Set  تعامدة نظاميةمجموعة م

                          Osculation  ملاصقة

                             Overflow  (فوق المستوى الطبيعي)فيض 

 (P)  
                    Per symmetric  تناظر ظاهري

                       Perturbation  تشويش
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                           Piecewise  (تجزيئية)قطعية 

                               Piecewise Bilinear  القطعية الخطيةثنائية 

                                 Piecewise Linear  خطية القطعية ال

 Polynomial approximation  تقريب كثيرة حدود 

                     Pivot element  مرتكزصر نع

 Positive definite  معرفة ايجابيا  

                              Pivoting  مرتكزئية

                       Polynomial  كثيرة حدود
                                 Power  قوى

                               Power Method  طريقة القوى

             Predictor corrector  مصححة متنبئة

                             Program  برنامج

                     Pseudo  code  شبه شفرة
 (Q)  

                           Quadratic  تربيعي
                     Quadratic Convergence  تربيعي تقارب 

                              Quadratic Formula  ةتربيعي  صيغة

                                 Quadratic Spline  ريحة تربيعيةش

                   Quasi  Newton  نيوتنشبه 

 (R)  
            Rational  Numbers  منطقةالأعداد ال

                

                    Rational  Approximation  كسريتقريب 

                   Reduced  form  مختزلشكل 



 033 

                              Relative  نسبي

                          Relaxation  إرخاء

                Remainder  term  حد باقي
                 Residual  vector  متجه باقي

                                   Root  جذر

                            Root Condition  الجذ ر شرط 

                               Root Finding  الجذر إيجاد

                          Round  off  تدوير 

          Rounding  arithmetic  تدويرالحساب 

 (S)  
                    Scalar product  جداء عددي

                Sealed column  عمود مدرج

                                Secant  قاطع

                                 Series  متسلسلة
                             Shooting  قذف

                            Similarity  شابهت

                     Squares least  أصغر المربعات

                                 Stable  مستقرة

               Steepest descent  أحد نزول

                            Step size  طول الخطوة

                      Stiff equation  معادلة عنيدة

            Stopping procedure  إجراء توقف

                           Strategies  خطط
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                   Strong stability  استقرار قوي

                   Strongly stable  ةمستقرة بقو 

         Successive over  التتالي على الاسترخاء
relaxation 

 Spectrum  طيف

                        Super linear  خطيالفوق 

           Symmetric matrices  مصفوفات المتناظرة

                                 Symmetric Power  قوى تناظرية

                             Systems  أنظمة

 (T)  
                Three eighth rule  قاعدة ثلاثة أثمان

                                                        Three point Formula  نقاط ثلاث

                          Trapezium  شبه المنحرف

                     Trigonometric  ثلثيهم

                                  Triple  ثلاثي

                          Truncation  قطع

 (U)  
                           Underflow  (تحت المدى الطبيعي)غيض

                                            مستقرةالغير 

       

 (V)   

               Variable step size  ذات طول الخطوة المتغيرة

                                 Vector  متجه

                                 Vector Space  هاتفضاء متج
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 (W)                                  

             Weakly stable           مستقرة بضعف
                     Weak stability  استقرار ضعيف

 Wight  وزن
                      Well posed  جيد موضوعة بشكل

 Z))  

                                    Zero  صفر

                                 Zeroth  صفري
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 :اللجنة العلمية

 محمد صبح.د.أ

 خليل يحيى.د.م.أ

 جمال مللي.د.م.أ
 

  :مدقق اللغويال

 هيثم غرةمحمد .د.أ   
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