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مقدمة 
 

من غیر المعقول أن أوضح هنا الأهمیة البالغة لعلم الجبر الخطي، إذ إن هذه 
الحقیقة أصبحت بدیهیة، وأصبح هذا العلم یُشبه تلك المدینة الكبیرة التي فیها من 
التناسق والجمال والإبداع الشيء الكثیر الذي یشد إلیه كل المهتمین بفروع العلوم 

المختلفة. 
ولا شك أن تلك الأبنیة الشاهقة المطلّة في مدینة الجبر الخطي تحتاج إلى همة 

وعزم كثیرین في الوصول إلیها. 
وانطلاقاً من هذا المبدأ، وبسبب حیویة الموضوع وأهمیته البالغة، لقد قمت بتألیف 

 وهو مُعَد لطلاب الإحصاء في السنة )2الجبر الخطي (هذا الكتاب المسمى 
الأولى، ویُعَد أیضاً مرجعاً أساسیاً في الجبر الخطي لاختصاصات أخرى. 

لقد حاولت جاهداً أثناء عرض هذا الكتاب أن أتوخى البساطة والوضوح وسلاسة 
اللغة وأن أُقدم أساسیات الجبر الخطي بأكثر الطرق وضوحاً ، وإغناء الفقرات 

وإیضاح الأفكار الریاضیة بالتمارین المتنوعة الهادفة المحلولة. 
وتماشیاً مع المنهاج المقرر، یتضمن الفصل الأول مفهوم الدوال الممیّزة والصغرى 
لمصفوفة مربعة، الجذور الممیّزة لمصفوفة مربعة ومبرهنة كیلي هامیلتون، وسنرى 

أن المصفوفات هي الأداة الرئیسة لكل ذلك. 
أما الفصل الثاني فقد خصص لدراسة المصفوفات المتعامدة، والناظمیة، والواحدیة 
ومصفوفات جوردان وطرق اختزالها قانونیاً . والفصل الثالث یُعالج الصیغ الثنائیة 

الخطیة، والهرمیتیة والتربیعیة. 



  

ویتناول الفصل الرابع دراسة الصیغ التربیعیة التي تكون معاملاتها أعداداً حقیقیة، 
وسنشیر إلى مثل هذه الصیغ بالصیغ التربیعیة الحقیقیة وفي نهایة هذا الفصل 

سنقدم طریقة غاوس في اختزال صیغة تربیعیة حقیقیة. 
أما الفصل الأخیر، فیتعلق بدراسة فضاءات الجداء الداخلي والمؤثرات الخطیة 

على الفضاءات الواحدیة والإقلیدیة. 
هذا، ورغبة في مساعدة القارئ عند اللجوء إلى المصادر الأجنبیة فقد أوردت في 
نهایة الكتاب ثبتاً بالمصطلحات العلمیة، وقائمة بأهم المراجع المعینة في وضع 

الكتاب. 
وإن كنت قد وفقت إلى تقدیم شيء مفید للقارئ العربي فآمل أن یفي هذا الكتاب 

بالغرض المنشود، ویقدم لأبناء وطننا ما نرجوه من الفائدة العلمیة. 

 

وا ولي التوفيق 

   المؤلف 



  

الفصل الأول 

الدوال المميزة والدوال المميزة المختزلة لمصفوفة 
 

- الدالة المميزة لمصفوفة: 1
© n�dF�1≠1 ∫®

)لتكن )ijA a= ( , 1,2,...., )i j n=مصفوفة مربّعة بعناصر من حقل K .
A، فتدعى المصفوفةK عدداً سُلَّمیاً من الحقلλإذا كان Iλ−)  I هي 

، ویدعى A) المصفوفة الممیَّزة ل ـnِالمصفوفة الواحدیة من المرتبة
)المحدد ) I Aλ λ∆ = . A ل ـِالدالّة الممیّزة أو المحدّد الممیّز −

)المعادلة ) 0λ∆ )، وجذورAالمعادلة الممیّزة لـ تدعى = ) 0λ∆  تدعى =
.  A ل ـِالقیم الذاتیة، أو الجذور الممیّزة

 واحدةً من أهم المعادلات في الجبر الحدیث. Aتُعد المعادلة الممیّزة لمصفوفة
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− − −
− − −
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nλ α λ α λ α− −= + + + + 

 



  

)، كما نلاحظ أن الحد الثابت فيλإن منشور هذا المحدد هو حدودیة في )λ∆ 
هو: 

(0) ( 1) det( )n
n Aα∆ = = − 

بالإضافة إلى ذلك، نستنتج أن: 

1 1
( )

n n

i ii
i i

a trace Aλ
= =

= =∑ ∑ 

              
1

det( )
n

i
i

Aλ
=

=∏ 
 تأخذ الشكل التالي: Aوعلیه فإن الدالة الممیزة ل ـِ

1

1
( ) ( ) .... ( 1) det

n
n n n

ii
i

a Aλ λ λ −

=

∆ = − + + −∑ 

 

∫`O{u� :إذا كان 
2 4 2
4 2 2
2 2 1

A
− 

 = − 
 − − − 

 

فلدینا: 
2 4 2

( ) 4 2 2
2 2 1

I A
λ

λ λ λ
λ

− −
∆ = − = − −

+
 

                     

2

2

3 2

( 2)( 6) 20( 2)
( 2) ( 7)

3 24 28

λ λ λ λ

λ λ

λ λ λ

= − − − − +

= + −

= − − −

 

 



  

2λیترتب على هذا أن  = 7λ وA جذر ممیز مضاعف ل ـِ−  جذرٌ بسیطٌ . =
 

© s�d91≠2 ∫®
حدِّد الجذور الممیّزة لكلٍ من المصفوفات التالیة: 

4 0 1 3 2 4
2 1 0 , 2 0 2
2 0 1 4 2 3

A A
   
   = − =   
   −   

 

الحل: 
- إن المعادلة الممیزة للمصفوفة الأولى: 1

2( 1) ( 4) 2( 1) 0λ λ λ= − − + − =
4 0 1

( ) 2 1 0
2 0 1

λ
λ λ

λ

− −
∆ = −

−
 

        وبالحسابات البسیطة نرى أن: 
( 1)( 2)( 3) 0λ λ λ− − − = 

. A هي الجذور الممیزة للمصفوفة1,2,3وبالتالي
- إن المعادلة الذاتیة للمصفوفة الثانیة: 2

3 2 4
( ) 2 2

4 2 3

λ
λ λ

λ

− − −
∆ = − −

− − −
 

               ( 3)( 4)( 1) 20( 1) 0λ λ λ λ= − − + − + = 
 هي: Aبناءً على هذا یمكننا أن نرى بأن المعادلة الممیزة للمصفوفة

2( 1) ( 8) 0λ λ+ − = 



  

8λوبالتالي نجد أن  1λ بینماA جذر ممیّز بسیط للمصفوفة= =  جذر −
. Aممیّز مكرر مرتین ل ـِ

 
© s�d91≠3 ∫®

أوجد الجذور الممیّزة للمصفوفة: 
2 1 0
3 2 0
0 0 4

A
 
 =  
  

 

الحل: 
 هي: Aمن السهل أن نرى أن المعادلة الممیّزة للمصفوفة

3 2( ) 8 17 4 0λ λ λ λ∆ = − + − = 
 أن تحقق معادلة من الدرجة الثالثة Aلذا یجب على القیم الذاتیة للمصفوفة

المذكورة أعلاه. لحل هذه المعادلة، نبدأ بالبحث عن حلول من الأعداد الصحیحة. 
یمكن تبسیط هذه المهمة كثیراً وذلك بالاستفادة من حقیقة أن كل الحلول التي هي 
أعداد صحیحة (إذا وجد أي منها) لمعادلة كثیرة حدود معاملاتها أعداد صحیحة: 

1
0 1 .... 0n n

nc c cλ λ −+ + + = 
. فالحلول الوحیدة الممكنة من الأعداد ncیجب أن تكون قواسم الحد الثابت

3الصحیحة للمعادلة المنشودة 28 17 4 0λ λ λ− + − ، −4 هي قواسم للعدد=
,1أي 2, 4± ± ± .

4λویتضح من التعویض المتتابع لهذه القیم أن  حل من الأعداد الصحیحة. =
4λونتیجة لذلك، فإن  یجب أن تكون عاملاً للمعادلة المذكورة، وبالحسابات −

الفعلیة نجد: 
3 2 28 17 4 ( 4)( 4 1) 0λ λ λ λ λ λ− + − = − − + = 



  

ومنه: 
4 , 2 3 , 2 3λ λ λ= = + = − 

. Aهي القیم الذاتیة (الجذور الممیزة) للمصفوفة
 

من جهة ثانیة، یُبرهن ما یلي: 
 

© WM���1≠4 ∫®
n مصفوفة مربعةAلتكن n×عناصرها من حقل Kِإذا رمزنا ب ـ .mσ لمجموع 

 A، فالدالة الممیزة ل ـAِ صفّاً منmكل المحددات المصغّرة الأساسیة ذات الـ
هي: 

0
( ) ( 1)

n
r n r

r
r

I Aλ λ σ λ −

=

∆ = − = −∑ 

0حیث: 1σ = 
 

∫`O{u� :أوجد الدالة الممیّزة للمصفوفة المربعة 
1 1 1
1 3 1
1 1 1

A
− 

 =  
 − − 

 

الحل: 
لدینا بموجب المبرهنة الأخیرة: 

3 2
1 2( ) I A Aλ λ λ σ λ σ λ∆ = − = − + − 

وبملاحظة أن: 



  

1

2

5
1 1 3 1 1 1

4 4 8
1 3 1 1 1 1

σ

σ

=

− −
= + + = + =

− −
 

3

1 1 1
1 3 1 4
1 1 1

Aσ
− −

= = =
− −

 

یتضح أن: 
3 2 2( ) 5 8 4 ( 1)( 2)λ λ λ λ λ λ∆ = − + − = − − 

 
وكنتیجة للمبرهنة السابقة نجد: 

 

© W�O��1≠5 ∫®
n مرة لمصفوفة مربّعةv جذراً ممیّزاً مضاعفاً 0إذا كان nA  لا یمكن A، فإن رتبة×

nأن تكون أقل من v− .
n أصغر منAذلك لأنه إذا كانت رتبة v− فسیكون لدینا 

1 ... 0n v n v nσ σ σ− − += = =  وبالتالي فإن:  =
1 2 1 1

1 2 1( ) ...( 1)n n n n v v
n vI Aλ λ λ σ λ σ λ σ λ− − − − +
− −∆ = − = − + − − 

1vλقابل للقسمة على 1v وهذا بدوره یعني أن الصفر هو جذر مضاعف+  مرة +
n أكبر منAعلى الأقل. وفي بعض الحالات یمكن أن تكون رتبة v− ًفمثلا ،

إذا كان
0 1
0 0

A  
=  
 

2n. وهنا = ،2v 1r في حین أن= = .

 
ونبرهن الآن المبرهنة التالیة: 



  

 

© WM���1≠6 ∫®
1إذا كانت  2, ,..., nα α α الجذور الممیّزة لمصفوفة مربّعة n nA  عدداً k وكان×

Aسلمیاً فإن الجذور الممیّزة للمصفوفة kI− هي 

2 1,..., ,n k k kα α α− − − .
 هي: Aذلك لأنه إذا كانت الدالة الممیّزة ل ـِ

1 2( ) ( )( )....( )nI Aλ λ α λ α λ α− = − − − 
Aفعندئذ تكون الدالة الممیّزة ل ـِ kI− :هي 

( ) ( )I A KI k I Aλ λ− − = + − 

      1 2( )( )....( )nk k kλ α λ α λ α= + − + − + − 
وصحة المبرهنة تصبح عندئذ واضحة. 

 
نبرهن أیضاً : 

 

© WM���1≠7 ∫®
 في الجذور الممیّزة k هي جداءkA عدداً سلّمیاً فإن الجذور الممیّزة ل ـkِإذا كان

. Aل ـِ
البرهان: 

0kفي الواقع، أن المبرهنة صحیحة إذا كان ، ذلك لأن الجذور الممیزّة =
0kللمصفوفة صفر جمیعها أصفار. إذا كان  فیمكن كتابة الدالة ≠

)الممیّزة )F µِل ـ kAعلى الشكل nI kA k I A
k
µµ − = − ،

)وبالتالي )F µومنه الجذور الممیّزة لـkAهي من النمط ◌ِk λ .



  

 

 

 ∫WE�ö�
لكل مصفوفة مربعة دالة ممیّزة وحیدة، لكن ربما تكون لمصفوفتین مختلفتین الدالة 

الممیّزة ذاتها. 
 

∫`O{u� :إذا أخذنا المصفوفتین 
1 1 1 5 6 6
1 3 1 , 1 4 2
1 1 1 3 6 4

A B
− − −   

   = = −   
   − − − −   

 

 هي: Aفنجد أن الدالة الممیّزة للمصفوفة
1 1 1

( ) 1 3 1
1 1 1

I A
λ

λ λ λ
λ

− −
∆ = − = − − −

−
 

  
2

2

( 1)( 2) 2( 2)
( 2) ( 1)
λ λ λ

λ λ

= − − + −

= − −
 

 هي: B كذلك إن الدالة الممیّزة للمصفوفة
5 6 6

( ) 1 4 2
3 6 4

I B
λ

λ λ λ
λ

−
∆ = − = − −

− +
 

 



  

             2

2

( 5)( 2)( 2) 12( 2)
( 2)( 3 2)
( 2) ( 1)

λ λ λ λ

λ λ λ

λ λ

= − − + + −

= − − +

= − −

 

A,أي أن للمصفوفتین B الدالة الممیّزة ذاتها والجذور الممیّزة نفسها رغم 
Aأن B≠ .

© n�dF�1≠8 ∫®
,تكون المصفوفتان ( )nA C K∈M إذا أمكن إیجاد مصفوفة غیر متشابهتین 

)شاذة )nP K∈M1 بحیث یكونA P CP−= .
 

 ∫WE�ö�
إن المصفوفات المتشابهة لهم الدالة الممیّزة ذاتها. 

 

© WM���1≠9 ∫®
 مع الدالة الممیّزة لأیة مصفوفة مشابهة Aتتطابق الدالة الممیّزة لمصفوفة مربعة

لها. 
البرهان: 

A,بما أن المصفوفتین Cمتشابهتان فهنالك مصفوفة غیر شاذة P 
1Aبحیث P CP−= .

وبملاحظة أن: 
1 1( )I P P P I Pλ λ λ− −= = 

نجد: 
1( )I A P I C Pλ λ−− = − 



  

وبالتالي، بأخذ محدد الطرفین للمعادلة المصفوفیة الأخیرة، یتضح أن: 
1det( ) det( ).det( ).det( )I A P I C Pλ λ−− = − 

      

1det( ).det( ).det( )
det( ).det( )
det( )

I C P P
I C I
I C

λ
λ
λ

−= −
= −
= −

 

)1detوذلك باعتبار أن المحدّدین )P−و det( )I Cλ  في المعادلة الأخیرة −
یتصفان بالإبدالیة باعتبارهما عددین سلّمین. 

 
ولدینا إذن النتیجة التالیة: 

 

© W�O��1≠10 ∫®

للمصفوفتین المتشابهتین الجذور الممیّزة نفسها (القیم الذاتیة). 
 

 مائلة التناظر والهرميتية: ،- المصفوفات المتناظرة2
© n�dF�2≠1 ∫®
A إذا كانت مساویة لمنقولها، أي إذا كانت متناظرةAمصفوفةیُقال إنّ  A′= 

)أو , 1,2,..., )ij jia a i j n=  إذا كانت مساویة مائلة التناظر A. ویقال إن=
A، أي−1لجداء منقولها ب ـِ A′= ij، أو− jia a= − ،0iia = ،

( , 1,2,...., )i j n= .
 

 ∫WE�ö�
. TA بالرمزAیُرمز أیضاً لمنقول مصفوفة



  

 
، متناظرتان، وكذلك Iوعلى سبیل المثال، المصفوفة صفر والمصفوفة المحایدة

المصفوفتان: 
0 1 2

1 2
1 0 3 ,

2 3
2 3 0

 
  
   −   

 

بینما المصفوفتان: 
0 1 2

0 1
1 0 3 ,

1 0
2 3 0

 
  −    −  − − 

 

مائلتا التناظر. 
 

© n�dF�2≠2 ∫®
 إذا كانت مساویة لمرافق منقولها. أي إذا  هرمیتیةAیُقال إن المصفوفة

Aكان A∗ ij، أو= jia a=( , 1,2,..., )i j n= والمصفوفة الهرمیتیة الحقیقیة .
هي مصفوفة متناظرة إلا أنّ المصفوفات المركّبة (غیر الحقیقیة) المتناظرة لا 

یمكن أن تكون هرمیتیة. 
وهكذا فإن: 

1 2
2 3

i i
i

+ − 
 − 

 

لیست هرمیتیة. 
 



  

 ∫WE�ö�
من الواضح أن المصفوفات المتناظرة أو مائلة التناظر أو الهرمیتیة هي حُكْماً 

مصفوفات مربّعة. وفضلاً عن ذلك فإن عناصر القطر الرئیسي في مصفوفة مائلة 
التناظر هي حُكْماً أصفار، في حین أن عناصر القطر الرئیسي لمصفوفة هرمیتیة 

هي حُكْماً حقیقیة. 
 

ونستنتج مباشرة المبرهنات التالیة: 
 

© WM���2≠3 ∫®
 kA أي عدد سلّمي، فعندئذ تكونk متناظرة (أو مائلة التناظر) وAإذا كانت

متناظرة (أو مائلة التناظر). 
jiذلك لأنه إذا كان ija a= ji فعندئذ یكون± ijka ka= ± .

 

© WM���2≠4 ∫®
 هرمیتیة أیضاً . kA أي عدد حقیقي فإنk هرمیتیة وAإذا كانت

jiذلك لأنه إذا كان ija a=وكان kحقیقیّاً فعندئذ ( )ji ij ijka ka ka= = .

 

© WM���2≠5 ∫®
) أي عدد سلّمي فعندئذ تكونk مصفوفة مربعة وAإذا كانت )S k A A′= + 

)متناظرة و )T k A A′=  مائلة التناظر. −
)ذلك بملاحظة أن )S k A A S′ ′= + ) وأن= )T k A A T′ ′= − = − .

 



  

© WM���2≠6 ∫®
 أي عدد حقیقي فعندئذ k مصفوفة مربّعة، حقیقیة أو مركّبة، وكانAإذا كانت

)تكون )H k A A∗=  هرمیتیة. +
 

© WM���2≠7 ∫®
m مصفوفة مربّعةAإذا كانت m×متناظرة (أو مائلة التناظر) وكانت P أي 
mمصفوفة n×فعندئذ تكون ،P AP′متناظرة (أو مائلة التناظر) وإذا كانت A 

Pهرمیتیة فعندئذ تكون AP∗ .هرمیتیة 
Bذلك لأنه إذا كان P AP′=فعندئذ ،B P A P B′ ′ ′=  وفقاً لما إذا −B أو=

Aكان A′ C. وأیضاً إذا كان−A أو= P AP∗=و A A∗ = ،
Cفعندئذ C∗ = .

 
ولدینا إذن النتیجة: 

 
© W�O��2≠8 ∫®
m أي مصفوفةPإذا كانت n×فإن P P′متناظرة و P P∗ .هرمیتیة 

A)  بأخذ7-2إن هذه النتیجة تنتج على الفور من المبرهنة ( I= .
 

© WM���2≠9 ∫®
 كمجموع مصفوفة Aیمكن التعبیر بصورة وحیدة عن كل مصفوفة مربّعة

. T ومصفوفة مائلة التناظرSمتناظرة



  

1في الحقیقة، إذا كانت ( )
2

S A A′= 1 و+ ( )
2

T A A′= ، فمن المبرهنة −

A مائلة التناظر، وفضلاً عن ذلك،T متناظرة وS) نجد أن2-5( S T= + .
Aوعلى العكس، إذا كان S T=  مائلة التناظر، T متناظرة وS، حیث+

Aفعندئذ S T′ = 1، وبالتالي فإن − ( )
2

S A A′= 1 و+ ( )
2

T A A′= − .

© WM���2≠10 ∫®
 على Aیمكن التعبیر، بصورة وحیدة، عن أي مصفوفة مربّعة

Aالشكل P iQ= P, حیث إن المصفوفتین+ Q .هرمیتیتان 
في الحقیقة، إذا أخذنا: 

1 1( ) , ( )
2 2

P A A Q A A
i

∗ ∗= + = − 

P,فمن السهل أن نبیّن أن Qهرمیتیتان، ومن الواضح أن A P iQ= + .
وتبُرهن الوحدانیة كما في المبرهنة السابقة. 

 

© n�dF�2≠11 ∫WF�d� W�uHB* WM�dI�« W�uHB*« ∫®
)لتكن )ijA a=مصفوفة مربعة n n×عناصرها من الحقل ،K .

، فعندئذ تدعى المصفوفة A في المحددija للعامل المرافق ل ـijαِإذا رمزنا ب ـِ
المربعة: 

11 21 1

12 22 2

1 2

n

n

n n nn

adjA

α α α
α α α

α α α

 
 
 =
 
 
 





   



 

. A ل ـِبالمصفوفة القرینة



  

 

 ∫WE�ö�
 مصفوفة قرینة، فإنه یوجد Aینبغي ملاحظة أنه بینما یوجد لكل مصفوفة مربّعة

معكوس لمصفوفة مربعة غیر شاذة فقط. 
 

زد على ذلك، لدینا الخواص الأساسیة: 
)2-11-1            (.( ) ( ). .A adjA adjA A A I= = 

 مصفوفة شاذة فإن: Aوبصورة خاصة، إذا كانت
)2-11-2               (.( ) ( ). 0A adjA adjA A= = 
 

ونبرهن الآن المبرهنة التالیة: 
 

© WM���2≠12 ∫®
nإذا كانت المصفوفة المربّعة nA  غیر شاذة، فعندئذ تكون مصفوفتها القرینة غیر ×

1nadjAشاذة و A 1n أصغر منA. بالإضافة لذلك، إذا كانت رتبة=− − 
0adjAفإن 1n مساویة ل ـAِ، أما إذا كانت رتبة=  هي adjA فإن رتبة−

الواحد. 
البرهان: 

في الحقیقة، نستنتج العبارة الأولى للمبرهنة من الخاصة الأساسیة الأولى الواردة 
أعلاه، وذلك بأخذ محدّدات كل من الطرفین، فنجد: 

. nA adjA A= 

0Aومنه باعتبار أن  1nadjA، نجد≠ A −= .



  

1n أقل منAوتنتج العبارة الثانیة من حقیقة أنه إذا كانت رتبة  فإن −
0ijαكل 0adjA، بحیث یكون = = .

 واحدة، على الأقل، ستختلف عن الصفر ijaولبرهان العبارة الأخیرة نلاحظ أن
1n هيAباعتبار أن رتبة  هي على الأقل واحد. adjA، وهذا یعني أن رتبة−

 adjAوفضلاً عن ذلك، وبالاستفادة من الخاصة الأساسیة الثانیة یتضح أن رتبة
هي على الأكثر واحد. ولذلك فإن الرتبة یجب أن تساوي الواحد بالضبط. 

 

© WM���2≠13 ∫®
المصفوفة القرینة لمصفوفة متناظرة هي بدورها متناظرة. 

)ذلك لأنه إذا كان 1)i j
ij ijMα +=  هي المصفوفة المصغرة ذات ijM، حیث−

)الـ 1)n . فلدینا A منj والعمودi صفّاً التي نحصل علیها بحذف الصف−
)أیضاً  1)i j

ji jiMα +=  i والعمودj بحذف الصفjiM حیث نحصل على−

A. وبما أن′A منj والعمودi أو الصفAمن A′=فإن ij jiM M= 
ijو jiα α= .

 

© WM���2≠14 ∫®
 متناظرة أو adjA. فتكون عندئذn مصفوفة مائلة التناظر من المرتبةAلتكن

 فردیاً أو زوجیاً . nمائلة التناظر وفقاً لما إذا كان
) هو محدد المصفوفة ذات الـjiMباستخدام رموز المبرهنة السابقة، 1)n − 

A منj والعمودiصفاً التي نحصل علیها بحذف الصف A′ = . ومنه: −
1( 1)n

ji ijM M−= − 

)1وبالتالي 1)n
ji ijα α−= − .



  

 

© WM���2≠15 ∫®
قرینة مصفوفة هرمیتیة هي بدورها مصفوفة هرمیتیة. 

 

© n�dF�2≠16 ∫®
 بالمعـادلة القَرْنیـةیُشار غالباً إلى المعادلـة الممیّزة لمصفوفة حقیقیة متناظرة 

)secular باعتبار أن أول من استخدمها هو لابلاس وذلك عند تحدیده ،(
). 1772للاضطرابات القَرْنیة في الحركات المداریة للكواكب(

 
نورد أخیراً النتیجة التالیة تاركین إثباتها للقارئ: 

 

© W�O��2≠17 ∫®

 في الجذور الممیّزة k هي جداءkA عدداً سلمیاً فإن الجذور الممیّزة ل ـkِإذا كان
. Aل ـِ

- المتجهات الذاتية لمصفوفة والفضاءات الذاتية: 3
 ∫wD)« ◊U��—ô« ÂuNH�

 من n، مجموعة مرتبة منK بُعداً فوق حقلn ذيXبمتّجهنقصد 
، وبذلك نكتب: Kعناصر

1 2( , ,...., )nX x x x= 
 إما متّجه صف، ونشیر إلیه بأقواس مستدیرة، أو متّجه Xویمكن أن یكون المتّجه

1عمود، ونشیر إلیه بأقواس مربّعة، 2[ , ,...., ]nX x x x= .



  

1وسنجد من المریح أن نعدّ متّجه الصف كمصفوفة n× ومتجه العمود ،
. ×1nكمصفوفة

 
، K بُعداً فوق الحقلn من المتّجهات ذات الـmلنعدّ الآن

1 11 12 1

2 21 22 2

1 2

( , ,...., )
( , ,...., )

................................
( , ,...., )

n

n

m m m mn

X x x x
X x x x

X x x x

=
=

=

 

 من m إذا وجدتKمرتبطة خطیاً بالنسبة إلىفُیقال إن هذه المتّجهات 
1العناصر 2, ,....., mk k kمن K :لیست جمیعها أصفاراً ، بحیث إن ،

1 1 2 2 ..... 0m mk X k X k X+ + + = 
وإذا لم توجد مثل هذه المجموعة من العناصر، أي إذا كانت العلاقة السابقة 

1تتضمن كون 2 ..... 0mk k k= = =  m فنقول عندئذ إن المتجهات الـ=
. مستقلة خطیاً 

 

 

© n�dF�3≠1 ∫®
mتدعى المصفوفة nM  التي تتألف صفوفها المتتالیة من مركبات ×

1المتّجهات 2, ,....., mX X X ،مصفوفة المتجهات .
 

وبدلالة المفاهیم التي عرفناها لتوّنا نعرض المبرهنة التالیة: 
 



  

© WM���3≠2 ∫®
1 من المتّجهاتmالشرط اللازم والكافي لتكون الـ 2, ,....., mX X X وكل منها ،

. m بُعداً ، مرتبطة خطیاً هو أن تكون رتبة مصفوفة المتجهات أصغر منnذو
 

© n�dF�3≠3 ∫®
1 بُعداً nیُقال إن المتجهین ذوي الـ 2[ , ,....., ]nX x x x= 

1و 2[ , ,....., ]nY y y y= إذا كان جداؤهما الداخلي صفراً ، أي إذا متعامدان 

1كان 1 2 2
1

..... 0
n

n n i i
i

x y x y x y x y
=

+ + + =  أو بدلالة المصفوفات إذا ∑=

0Yكان X X Y′ ′= = .
 ∫ U�öD�«

 من المعادلات الخطیة المتجانسة في mلنعتبر نظاماً من
1المتغیرات 2, ,....., nx x x 

11 1 12 2 1

21 1 22 2 2

1 1 2 2

..... 0
..... 0

.............................................
..... 0

n n

n n

m m mn n

a x a x a x
a x a x a x

a x a x a x

+ + + =
+ + + =

+ + + =

 

)وإذا رمزنا ب ـِ )ijA a=لمصفوفة المعاملات m n×و X مصفوفة من عمود 
واحد أو متجه عمود، فیمكن كتابة نظام المعادلات الخطیة المتجانسة بدلالة 

المصفوفات على الشكل: 

0AX = 



  

ولهذه المعادلة المصفوفیة حل واضح هو المتّجه الصفري، وسندعو هذا الحل 
بالحل التافه. ونتساءل الآن تحت أیة شروط توجد حلولاً أخرى، كما نسعى لتوفیر 

طرق لإیجاد جمیع الحلول في حال وجودها. 
 

وقبل كل شيء نبرهن المبرهنة: 
 

© WM���3≠4 ∫®
تؤلف مجموعة كل متجهات الحل لنظام المعادلات الخطیة المتجانسة فضاء 

متّجهات خطي. 
البرهان: 
 عدداً سلمیاً ، فلدینا: c متجهاً یحقق المعادلة المصفوفیة، وXإذا كان

( ) 0A cX cAX= = 
0AY متجهاً ثانیاً بحیث إنYوفضلاً عن ذلك، إذا كان ، فعندئذ: =

( ) 0A X Y AX AY+ = + = 
وهو المطلوب إثباته. 

0AXإذا نظرنا إلى المتجهات التي تحقق  كأعمدة في مصفوفة، فإن بُعد =
 لنظام المعادلات الخطیة المتجانسة الآنفة الذكر هو بالضبط Γفضاء الحلول

العدد الأعظمي للأعمدة المستقلة خطیاً في المصفوفة المذكورة. 
n، فإن العدد الأعظمي هوr هيAویُبرهن على أنه، إذا كانت رتبة r− .

 
لنورد المبرهنة التالیة: 

 



  

© WM���3≠5 ∫®
 من المجاهیل، ولنفرض n من المعادلات الخطیة المتجانسة فيmلیكن نظام من

. عندئذ: rأن رتبة مصفوفة المعادلات هي
rإذا كان -أ n= فإن نظام المعادلات یمتلك فقط الحل 

. (0,....,0,0)التافه
rإذا كان -ب n<فنستطیع إیجاد ،n r−.من الحلول المستقلة خطیاً للنظام  

 
ویمكننا الآن أن نعرض مباشرةً النتائج التالیة: 

 

© W�O��3≠6 ∫®
 من المجاهیل حل غیر n من المعادلات الخطیة المتجانسة فيmیكون لنظام من

 إذا وفقط إذا، كانت رتبة مصفوفة المعاملات أقل (0,.....,0,0)الحل التافه
. nمن

 

© W�O��3≠7 ∫®
 من المجاهیل حل آخر n من المعادلات الخطیَّة المتجانسة فيnیكون لنظام

 إذا وفقط إذا كان محدّد المعاملات معدوماً . (0,.....,0,0)غیر الحل التافه
 

© n�dF�3≠8 ∫WF�d� W�uHB* WO�«c�«  UN��*« ∫®
)لتكن )ijA a=مصفوفة مربعة n n×بعناصر من حقل Kولیكن ،λ ًجذرا 

1 بعداً n. یُقال عن المتّجه غیر الصفري ذاAممیّزاً ل ـِ 2( , ,....., )nX x x x= 
 إذا تحققت المعادلة المصفوفیة: A إنه متجهاً ذاتیاً للمصفوفةKعلى الحقل



  

AX Xλ= 
 

 من n من المعادلات الخطیة المتجانسة فيnوتكافئ المعادلة المصفوفیة نظام
المجاهیل، والتي یمكن كتابتها، بعد نقل جمیع الحدود إلى الطرف الأیسر، على 

الشكل: 
11 1 12 2 1

21 1 22 2 2

1 1 2 2

( ) ... 0
( ) ... 0

....................................................
... ( ) 0

n n

n n

n n nn n

a x a x a x
a x a x a x

a x a x a x

λ
λ

λ

− + + + =
+ − + + =

+ + + − =

 

 

Aومصفوفة هذا النظام من المعادلات هي Iλ− وبالتالي محدد النظام ینعدم مما 
Aیعني أن رتبة المصفوفة Iλ−1 أصغر أو تساويn − .

Aلنفرض أن رتبة المصفوفة Iλ−ِمساویة ل ـ r ًفیوجد تماما n r− من الحلول 
المستقلة خطیاً لنظام المعادلات. وبالتالي نحصل على فضاء متجهات خطي 

nذي r− . ًبُعدا 
 

© n�dF�3≠9 ∫WO�«c�«  «¡UCH�« ∫®
 المقابلة للقیمة n من الرتبةA للمصفوفة المربعةXإن مجموعة كل المتجهات

AX والمعینة بمصفوفة أعمدة، بحیث یكونλالذاتیة Xλ= تؤلف وفقاً للمبرهنة 
 λالفضاء الذاتي الموافق للقیمة الذاتیة) فضاءً متجهیاً خطیاً ندعوه 3-4(

. Eλوسنرمز له ب ـِ
 هذه المصفوفة وسنرمز له بطیف Aكذلك نسمي مجموعة القیم الذاتیة للمصفوفة

)ب ـِ )Spec A .



  

 

 ∫WE�ö�
 یقابلها بصورة عامة متجهاً ذاتیاً ، وهذه المتجهات Aإن كل قیمة ذاتیة للمصفوفة

الذاتیة إما أن تكون حقیقیة أو تخیلیة، وذلك حسب كون القیم الخاصة لها حقیقیة 
أو تخیلیة. 

 أیضاً فإن λ مقابلاً للقیمة الذاتیةA متجهاً ذاتیاً للمصفوفةXإذا كان
 متجهاً ذاتیاً لهذه المصفوفة باعتبار أنه یحقق المعادلة المصفوفیة. Xβالمتجه
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أوجد القیم الذاتیة والمتجهات الذاتیة للمصفوفة: 

 
3 2 0
2 3 0

0 0 5
A

− 
 = − 
  

 

الحل: 
إن القیم الذاتیة لهذه المصفوفة معینة بالمعادلة الممیّزة: 

3 2 0
( ) 2 3 0 0

0 0 5

λ
λ λ

λ

−
∆ = − =

−
 

)2أي المعادلة  5) ( 1) 0λ λ− − . یترتب مباشرةً أن الجذور الممیّزة (الذاتیة) =
,5 هيAللمصفوفة 1λ λ= = .

. λلإیجاد المتجهات الذاتیة الموافقة للقیمة الذاتیة



  

1في الحقیقة، لنفرض أن 2 3[ , , ] 0X x x x=  موافقاً A متجهاً ذاتیاً للمصفوفة≠
، عندئذ یحقق المعادلة المصفوفیة: λللقیمة الذاتیة

 

 )          (
1

2

3

3 2 0 0
2 3 0 0
0 0 5 0

x
x
x

λ
λ

λ

−     
     − =     
     −     

 

 

5λمن أجل الجذر الممیّز ، فإن المعادلة المصفوفیة تصبح: =

1

2

3

2 2 0 0
2 2 0 0
0 0 0 0

x
x
x

     
     =     
          

 

5Aوبملاحظة أن رتبة المصفوفة I− هي الواحد، فعندئذ وفقاً للنتائج التي 
أوردناها لتوّنا، یوجد حلان مستقلان خطیاً لنظام المعادلات الخطیة المتجانسة: 

3x    1 اختیاري 2 0 ;x x+ = 
. 2وبالتالي نحصل على فضاء متجهات خطیة (فضاء ذاتي) بعده

ولإیجاد الحلول المستقلة خطیاً ، لدینا: 
0 1 0
0 1 0

0 0 1

s s
X s s s t

t t

− − −         
         = = + = +         
                  

 

وبالتالي إن المتجهین: 
0 1
0 , 1
1 0

−   
   
   
      

 



  

غیر مرتبطین خطیاً ، وبالتالي یشكلان أساساً للفضاء الذاتي الموافق للمتجه 
5λالذاتي = .

1λأما من أجل الجذر الممیّز ) تصبح: ، فإن المعادلة المصفوفیة (=

1

2

3

2 2 0 0
2 2 0 0
0 0 4 0

x
x
x

−     
     − =     
     −     

 

 

Aوبملاحظة أن رتبة I−فیوجد عندئذ حلٌ واحدٌ مستقلٌ خطیاً ، وبالتالي 2 هي ،
1λهنالك فضاء ذاتي موافق للقیمة الذاتیة  وحید البعد. وعلیه یمكننا أن نكتب: =

1
1

0 0

s
X s s

   
   = =   
      

 

إذن المتجه
1
1
0

 
 
 
  

1λ أساساً للفضاء الذاتي الموافق للقیمة الذاتیة = .

وأخیراً ، الفضاءات الذاتیة المقابلة للقیم الذاتیة هي: 

5 { ( 1,1,0) (0,0,1) : , }E Rλ α β α β= = − + ∈ 
                    1 { (1,1,0); }E Rλ α α= ′ ′= ∈ 
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أوجد القیم الذاتیة والمتجهات الذاتیة للمصفوفة الحقیقیة المربعة: 

 



  

3 1 1
2 2 1
2 2 0

A
− 

 = − 
  

 

 
 

الحل: 
 هي: Aمن السهل على القارئ أن یرى قبل كل شيء أن المعادلة الممیّزة ل ـِ

 

2

3 1 1
( ) 2 2 1 ( 1)( 2) 0

2 2

λ
λ λ λ λ

λ

− −
∆ = − − = − − =

− −
 

 

1λیترتب على ذلك مباشرة أن 2λ وأنA قیمة ذاتیة بسیطة للمصفوفة= = 
. Aقیمة ذاتیة مكررة مرتین ل ـِ

 نتبع خط النقاش ذاته المتبع في λولإیجاد المتجهات الذاتیة الموافقة للقیمة الذاتیة
التمرینات السابقة. 
1في الواقع، إذا كان 2 3[ , , ] 0X x x x=  موافقاً A متجهاً ذاتیاً للمصفوفة≠

، عندئذ نجد المعادلة المصفوفیة: λللقیمة الذاتیة
 

1 1

2 2

3 3

3 1 1
2 2 1
2 2 0

x x
x x
x x

λ
−     

     − =     
          

 

 

1λمن أجل الجذر الممیّز ، إن رتبة المصفوفة: =
 



  

2 1 1
2 1 1
2 2 1

A I
− 

 − = − 
 − 

 

 

، وبالتالي یوجد حل وحید مستقل خطیاً لنظام المعادلات الخطیة 2تساوي

AXالمتجانسة X=ومنه ،
1
0
2

X
 
 =  
  

 یكون متجهاً ذاتیاً موافقاً للقیمة 

1λالذاتیة  (تحقق من ذلك)، بالإضافة لذلك، لدینا: =

1 { (1,0,2) : }E Rλ α α= = ∈ 
2λوأخیراً ، من أجل القیمة الذاتیة ، إن المصفوفة: =

 

1 1 1
2 2 0 1

2 2 2
A I

− 
 − = − 
 − 

 

 

، وبالتالي هناك حلٌ وحیدٌ مستقلٌ خطیاً للمعادلة 2رتبتها تساوي

2AXالمصفوفیة X=وعلیه ،
1
1
2

X
 
 =  
  

 متجهاً ذاتیاً موافقاً للقیمة 

2λالذاتیة ، زد على ذلك، =

2 { (1,1,2) : }E Rλ β β= = ∈ 
 

 ∫WO�«c�«  UN��LK� WO�U�_« ’«u)«
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n مصفوفة مربعةAلتكن n×عناصرها من حقل K1. إذا كانت 2, ,....., nλ λ λ 

، فعندئذ المتجهات الذاتیة المقابلة لتلك القیم الذاتیة تكون Aجذور ممیّزة متمایزة ل ـِ
مستقلة خطیاً . 

البرهان: 
1لنفرض أن 2, ,...., nv v v على الترتیب المتجهات الذاتیة المقابلة للقیم 

1الذاتیة 2, ,....., nλ λ λ . ًوكل ما نحتاج القیام به هو أن نبیّن أنها مستقلة خطیا .
لنفرض جدلاً أن المتجهات مرتبطة خطیاً ، ولنفرض أن أكبر عدد للمتجهات الذاتیة 

1)المستقلة خطیاً هو )m n m≤ 1، ولتكن هذه المتجهات هي≥ 2, ,...., mv v v ،
1فعندئذ تكون المتجهات الذاتیة 2 1, ,...., ,m mv v v v  مرتبطة خطیاً أي أنها تحقق +

العلاقة: 
)1             (1 1 2 2 1 1.... 0m m m mv v v vβ β β β + ++ + + + = 

1بینما 0mβ + ≠ .
، نجد: A) من الیسار بالمصفوفة1لنضرب طرفي المعادلة (

)2            (1 1 2 2 1 1.... 0m m m mAv Av Av Avβ β β β + ++ + + + = 
ووفقاً لمفهوم القیمة الذاتیة لمصفوفة مربعة ینتج لدینا: 

)3       (1 1 1 2 2 2 1 1 1.... 0m m m m m mv v v vβ λ β λ β λ β λ+ + ++ + + + = 
1mλ) ب ـ1ِبعد ذلك، إذا ضربنا طرفي المعادلة ( )، نجد على 3 وطرحناها من (+

الفور أن: 

1 1 1 1 2 2 1 2 1( ) ( ) .... ( ) 0m m m m m mv v vβ λ λ β λ λ β λ λ+ + +− + − + + − = 
1وبما أن 0i mλ λ +− ) من أجل≠ 1,2,...., )i m= وباعتبار أن ،

1المتجهات 2, ,...., mv v v :مستقلة خطیاً بالفرض، یتضح أن 

1 2 .... 0mβ β β= = = = 



  

1ومنه نجد 0mβ + ، وهذا یقودنا إلى تناقض. إذن المتجهات =
1الذاتیة 2, ,...., mv v v .مستقلة خطیاً ، وبالتالي یتم إثبات المبرهنة 

 
). 2یمكن تطبیق النتائج الأخیرة على المصفوفات الخاصة الواردة في الفقرة (

 
لدینا أولاً المبرهنة التالیة: 
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الجذور الممیّزة لمصفوفة متناظرة أعداد حقیقیة. 
البرهان: 

,لنفرض أن ( , )i Rλ α β α β= + ، جذر ممیّز عقدي للمصفوفة ∋
X، ولنرمز بـAالمربعة المتناظرة U iV= ، حیث λ للمتجه الذاتي الموافق لـ+

U,إن Vمصفوفتا عمود في R :فعندئذ لدینا .
)1             (( ) ( )( )A U iV i U iVα β+ = + + 

نفك الأقواس ونكتب التساوي بین القسمین الحقیقي والتخیلي في العلاقة الأخیرة، 
، فنجد: ×1nباعتبار أن طرفیها متجها عمود

)2                        (AU U Vα β= − 
)3                        (AV V Uα β= + 

V) بـ2نضرب من الیسار طرفي ( U) بـ3، وطرفي (′  فینتج: ′
)4                   (V AU V U V Vα β′ ′ ′= − 
)5                   (U AV U V U Uα β′ ′ ′= + 

 متناظرة، نجد: A) وبالاستفادة من كون المصفوفة4بأخذ المنقول لطرفي (
)6                       (( ) 0U U V Vβ ′ ′+ = 



  

Uوبما أن U V V′ 1 مصفوفة+′  غیر صفریة، یتضح على الفور من العلاقة ×1
0βالأخیرة أن  هو عدد A للمصفوفة المتناظرةλ، أي أن الجذر الممیّز=

حقیقي، وبذا یتم إثبات المبرهنة. 
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لتكن المصفوفة: 
2 1 0
1 2 1

0 1 2
A

− 
 = − − 
 − 

 

 مصفوفة متناظرة ثم احسب قیمها الذاتیة ومتجهاتها الذاتیة. Aبین أن -1
 تحقق أن المتجهات الذاتیة مستقلة خطیاً وأنها متعامدة مثنى مثنى. -2
الحل: 

) نجد أولاً أن: 1(
2 1 0
1 2 1

0 1 2
A

− 
 ′ = − − 
 − 

 

Aوالمصفوفة متناظرة لأن A′ = .
القیم الذاتیة هي جذور المعادلة الممیّزة: 

2 1 0
1 2 1 0
0 1 2

I A
λ

λ λ
λ

−
− = − =

−
 



  

أي جذور المعادلة: 
2( 2)( 4 2) 0λ λ λ− − + = 

والقیم الذاتیة إذن: 
2 , 2 2λ λ= = ± 

لإیجاد المتجهات الذاتیة: 
1لنفرض أن 2 3[ , , ] 0X x x x=  موافقاً A متجهاً ذاتیاً للمصفوفة المتناظرة≠

، عندئذ: λللقیمة الذاتیة

1

2

3

2 1 0 0
1 2 1 0
0 1 2 0

x
x
x

λ
λ

λ

−     
     − =     
     −     

 

2λمن أجل الجذر الممیّز ، نحل المعادلتین الخطیتین =
1المتجانستین 3 0x x+ 2 و= 0x  ونحصل على المتجه الذاتي الوحید: =

1

1
0
1

X
− 
 =  
  

 

2أما من أجل القیمة الذاتیة البسیطة  2λ = ، بحل المعادلتین الخطیتین: +

1 2 3

2 3

2 0

2 0

x x x

x x

+ + =

+ =
 

2 مقابل الجذر الممیّز البسیط1نحصل على فضاء ذاتي بعده 2λ = + ،
وبالتالي یكون لدینا متجه ذاتي وحید، یتحدّد كما یلي: 

1

2

3

1

2 2
1

sx
x s s
x s

    
     = − = −    
         

 



  

 
{ (1, 2,1) : }E s s Rλ = − ∈ 

 هو: λوالمتجه الذاتي المقابل للقیمة الذاتیة

2

1

2
1

X
 
 

= − 
 
 

 

2ومن أجل الجذر 2λ = ، نحل المعادلتین الخطیتین: −

1 2 3

2 3

2 0

2 0

x x x

x x

− + =

− =
 

ونحصل على المتجه الذاتي الوحید: 

3

1

2
1

X
 
 

=  
 
 

 

1) لنتحقق من أن المتجهات الذاتیة2( 2 3, ,X X X :مستقلة خطیاً أي أن 

1 1 2 2 3 3 0X X Xα α α+ + = 
1محققة فقط من أجل 2 3 0α α α= = ، ولذلك یكفي أن نبرهن أن المصفوفة: =

1 1 1

0 2 2
1 1 1

− 
 

− 
 
 

 

غیر شاذة. 
یُلاحظ بسهولة أن: 



  

1 1 1

0 2 2 4 2 0
1 1 1

−

− = ≠ 

كذلك لنحسب الجداء الداخلي لكل متجهین ذاتیین: 

1 2

1

[ 1 0 1] 2 0
1

X X
 
 ′ = − − = 
 
 

 

 

1 3

1

[ 1 0 1] 2 0
1

X X
 
 ′ = − = 
 
 

 

 

2 3

1

[1 2 1] 2 1 2. 2 1 0
1

X X
 
 ′ = − = − + = 
 
 

 

والمتجهات الذاتیة متعامدة مثنى. 
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استخدم العلاقة
0

( ) ( 1)
n

r n r
r

r
I Aλ λ σ λ −

=

∆ = − =  في إیجاد الدالة ∑−

الممیّزة للمصفوفة: 



  

1 4 1 4
2 0 5 4
1 1 2 3
1 4 1 6

A

− − − 
 − =
 − −
 − − 

 

الحل: 
  Aفي الواقع، بالاستناد إلى النتائج التي أثبتناها فإن الدالة الممیّزة للمصفوفة

تعطى بالصیغة: 
4

4 3 2
2 3

1
( ) ii

i
a Aλ λ λ σ λ σ λ

=

∆ = − + − +∑ 

)حیث یرمز 2,3)r rσ  r لمجموع كل المحدّدات المصغرة الأساسیة ذات الـ=
. Aصفاً من

یُلاحظ أولاً بالحسابات الفعلیة أن: 
 

2

1 4 1 1 1 4 0 5 0 4 2 3
2 0 1 2 1 6 1 2 4 6 1 6

σ
− − − − −

= + + + + +
− − − − −

                                         8 3 2 5 16 9 9= − + − + − = 
 

3

1 4 1 1 4 4 1 1 4 0 5 4
2 0 5 2 0 4 1 2 3 1 2 3
1 1 2 1 4 6 1 1 6 4 1 6

σ
− − − − − − −

= + − + − − + −
− − − − − −

 

                                            3 16 8 2 7= − + − + = 
كذلك وفقاً للخواص الأساسیة للمحدّدات، نرى أن: 

 



  

1 4 1 4 1 4 1 4
2 0 5 4 0 8 7 4

2
1 1 2 3 0 3 3 1
1 4 1 6 0 0 2 2

A

− − − − − −
−

= = =
− − − − −
− − −

 

 

 هي: Aومنه الدالة الممیّزة لـ
4 3 25 9 7 2I Aλ λ λ λ λ− = − + − + 
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أوجد الجذور الممیّزة والفضاءات الذاتیة للمصفوفة: 

2

2

1
1 1 ;

1 1 1

a a

A a a R
a

a a

∗

 
 
 
 = ∈
 
 
 
  

 

الحل: 
: Aنحدد قبل كل شيء الدالة الممیّزة ل ـِ

لدینا: 

2

2

1
1 1

1 1 1

a a

I A a
a

a a

λ

λ λ

λ

− − −

− = − − −

− − −

 



  

            2( 1)( 2) 2 ( 3)λ λ λ λ λ λ= − − − = − 
0λوالجذور الممیزة، 3λ مكرر مرتین،=  بسیط. =

0λإذا أخذنا الجذر المضاعف  هي الواحد. A، نجد أن رتبة المصفوفة=
1ولإیجاد متّجهات ذاتیة 2 3( , , )X x x x=0 موافقة للجذر المضاعفλ = ،

علینا حل المعادلة الوحیدة: 
2

1 2 3 0x ax a x+ + = 
یٌلاحظ أن: 

2 2
1

2

3

0 1 0
0 0 1

x a a a a
x
x

α β
α α β

β

   − − − −     
        = + = +        
                

 

0ولدینا إذن فضاء ذاتي 1 2{ : , }E V V Rλ α β α β= = +  ذو بعدین مقابلاً ∋
0λللقیمة الذاتیة  نجد حلّین مستقلین =0Eλ، ولإیجاد أساس ل ـِ=

)2مثلاً  ,1,0),( ,0,1)a a− − .
3λمن أجل الجذر الممیّز 3A، نحدد رتبة المصفوفة= I− :

 
2 2

2 2

2 2

2 0 3 3
3 1 2 1 2

1 2 0 3 3

a a a a
A I a a a a

a a a a

 − −  −
   − − −   
   − −   

  

 

3Aإن رتبة المصفوفة I−1، ولإیجاد متجهات ذاتیة2 هي 2 3( , , )X x x x= 
3λموافقة للجذر الممیّز ، علینا إیجاد حلول لنظام المعادلات الخطیة: =

         2
1 2 32 0x ax a x− + = 

2 3 0x ax− = 



  

لدینا: 
2

1

2

3 1

x a
x a
x

µ
  
   =   
     

 

)2وبالتالي یوجد تماماً حل وحیدٌ مستقل خطیاً لنظام المعادلات، مثلاً  , ,1)a a 
وفضلاً عن ذلك، نحصل على فضاء ذاتي وحید البعد موافق للقیمة 

3λالذاتیة =  ،
2

3 { ( , ,1) : }E a a Rλ µ µ= = ∈ 
نورد الآن المبرهنة التالیة: 
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 الناشئان عن جذرین ممیّزین مختلفین Aیكون المتجهان الذاتیان لمصفوفة متناظرة
متعامدین. 

ذلك لأنه إذا فرضنا أن: 

1 2 1 2, , ( )AX X AY Yα α α α= = ≠ 
فعندئذ لدینا: 

1 2,Y AX Y X X AY X Yα α′ ′ ′ ′= = 
 متناظرة: Aوبأخذ المنقول لطرفي المعادلة الأخیرة نجد باعتبار أن

2Y AX Y Xα′ ′= 
1ومنه 2Y X Y Xα α′ 0Y، وبالتالي فإن=′ X′ 1 باعتبار أن= 2α α≠ .

 
ونبرهن أیضاً المبرهنة الأساسیة التالیة: 
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الجذور الممیّزة لمصفوفة هرمیتیة جمیعها أعداد حقیقیة. 

البرهان: 
، فیوجد عندئذ متجه عمودي مغایر A جذراً ممیّزاً للمصفوفة الهرمیتیةλإذا كان
1للصفر 2[ , ,...., ]nX x x x= :بحیث إن 

)1                        (AX Xλ= 
) من الیسار بمتجه الصف أو 1وإذا ضربنا طرفي المعادلة المصفوفیة (

1المصفوفة nX ∗
، نحصل باعتبار أن طرفي المعادلة هما مصفوفتان أو متجها ×

، على المعادلة: ×1nعمود
)2                      (X AX X Xλ∗ ∗= 

Xإن العنصر X∗هو بوضوح حقیقي وغیر الصفر، وبما أن A A∗ ، فإننا إذا =
) نجد: 2أخذنا مرافق المنقول للطرفین في (

X AX X Xλ∗ ∗= 
ومنه: 

( ) 0X Xλ λ ∗− = 
0Xوبما أن X∗ λ فلدینا≠ λ=أي أن ،λ .عدد حقیقي 

 
كذلك نورد المبرهنة التالیة: 
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جمیع الجذور الممیّزة لمصفوفة حقیقیة مائلة التناظر هي إما أعداد تخیلیة بحتة أو 
صفر. 

البرهان: 
 مصفوفة حقیقیة ومائلة Aینبغي قبل كل شيء أن یرى القارئ أنه إذا كانت

 تكون مصفوفة هرمیتیة. iAالتناظر، فإن
)، یتضح أن جمیع الجذور الممیّزة للمصفوفة 18-3وعلیه بالرجوع إلى المبرهنة (

 أعداد حقیقیة. iAالهرمیتیة
 تكون A)، أن الجذور الممیّزة ل ـ17ِ-2نستنتج مما سبق ووفقاً للمبرهنة (

)1جداء )i
i
=  في جذور المصفوفة الأخیرة، وصحة المبرهنة تصبح عندئذ −

واضحة. 
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المصفوفة مائلة التناظر من مرتبة فردیة هي مصفوفة شاذة. 

البرهان: 
∆A، ولنرمز ب ـnِ مصفوفة مائلة التناظر من مرتبةAلنفرض أن = .

Aبما أن A IA′ = − =  یكون لدینا ما یلي: −
. ( 1)nA I A′ = ∆ = − = − ∆ 

∆ فردیة فلدیناnوإذا كانت = 2 أي∆− 0∆ ∆0 ومنه= = .
 

) Cayley - Hamilton هاميلتون (–- مبرهنة كَيلي 4



  

)لتكن )ijA a=مصفوفة مربّعة n n×عناصرها في Kِلنرمز ب ـ .( )λ∆ للدالة 
Iالممیّزة Aλ ). وإذا رمزنا الآن ب ـAِ ل ـِ− )adj I Aλ  للمصفوفة القرینة −

)ل ـِ )I Aλ − .
)یتضح أن )adj I Aλ 1nλ أكبرهاλ هي كثیرة حدود في− ، ومعاملاتها −

nمصفوفات مربعة n× :أي ،
1 2 1

0 1 2 1( ) .... n
nadj I A c c c cλ λ λ λ −
−− = + + + + 

) أن: 1-11-2كذلك نعلم وفقاً للخاصة(
( ). ( ) ( ).( ) ( ).I A adj I A adj I A I A Iλ λ λ λ λ− − = − − = ∆ 

)ومن العلاقة الأخیرة نرى أن كثیرة الحدود السلًمیة )Iλ∆ قابلة للقسمة 
Iعلى Aλ )، وبالتالي فإن− ) 0A∆ . وهكذا نكون قد برهنا المبرهنة: =

 

© WM���4≠1 ∫®Cayley - Hamilton 
). إذا كانتK مصفوفة مربعة عناصرها في حقلAلتكن ) I Aλ λ∆ = −  

)، فعندئذAالدالة الممیّزة ل ـِ ) 0A∆ . أي أن كل مصفوفة مربعة تحقق معادلتها =
الممیّزة. 

 
 وهي واحدة من أشهر Cayley – Hamilton   مبرهنة تدعى المبرهنة الأخیرة بـ

محام وریاضي   Cayley المبرهنات في بحث المصفوفات، ونرغب في تبیان أن
 - 1805ریاضي وفلكي إیرلندي (Hamilton  ) بینما 1895 - 1821إنكلیزي (

1865 .(
 

 ∫`O{u�



  

إذا كانت
2 1
3 4

A  
=  − 

)2، فعندئذ  ) 6 11λ λ λ∆ = −  ومنه: +

2( ) 6 11A A A I∆ = − + 

 
1 6 12 6 11 0 0 0
18 13 18 24 0 11 0 0

       
= − + =       − −       
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n مصفوفة مربعةAلتكن n× :غیر شاذة، ولنفرض أن 
1 2

1 2 1( ) ....n n n
n nλ λ α λ α λ α λ α− −
−∆ = + + + + + 

. Aالمعادلة الممیّزة ل ـِ
 ، یكون: Cayley – Hamiltonفعندئذ بالرجوع إلى المبرهنة 

1
1 1.... 0n n

n nA A A Iα α α−
−+ + + + = 

0nαباعتبار أن 0λ، " لأن عكس ذلك یعني أن≠ ) جذراً لـ= ) 0λ∆ = ،
0Aوبالتالي n". بعد ذلك، بنقل= Iα إلى الطرف الأیمن وقسمة الطرفین 

، نرى أن: −nαعلى
1 2

1 1
1 [ ... ]n n

n
n

I A A I Aα α
α

− −
−= − + + + 

 نجد: −1Aوأخیراً ، بضرب طرفي هذه المعادلة ب ـِ
1 1 2

1 1
1 [ ... ]n n

n
n

A A A Iα α
α

− − −
−= − + + + 

 بدلالة قوى A لمصفوفة مربعة غیر شاذة−1Aبهذه اللغة یمكننا إیجاد المقلوب
هذه المصفوفة. 
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إذا كانت: 

4 5 5
5 6 5
5 5 6

A
− 
 = − 
 − 

 

3 تحقق المعادلةAبرهن أن -1 28 13 6 0A A A I− + − =  
 −1Aحَدّد -2
الحل: 

 هي: Aإن الدالة الممیّزة للمصفوفة
4 5 5

( ) 5 6 5
5 5 6

I A
λ

λ λ λ
λ

+ − −
∆ = − = − −

− −
 

 

               2 3 2

( 4)( 1)( 11) 50( 1)
( 1) ( 6) 8 13 6
λ λ λ λ

λ λ λ λ λ

= + − − + −

= − − = − + −
 

 – Cayleyبمـا أن كـل مصفـوفـة مربعـة تحقـق معـادلتهـا الممیّزة (مبرهنة 

Hamilton :نجد ،(
3 28 13 6 0A A A I− + − = 

 −6I بعد نقل−1Aلإیجاد المقلوب، نضرب طرفي العلاقة المصفوفیة الأخیرة بـ
إلى الطرف الأیمن نحصل على: 

1 21 ( 8 13 )
6

A A A I− = − + 



  

34 35 35 4 5 5 1 0 0
1 35 36 35 8 5 6 5 13 0 1 0
6

35 35 36 5 5 6 0 0 1

 − −     
      = − − − +      
      − −      

 

                                              
11 5 5

1 5 1 5
6

5 5 1

− − 
 = − 
 − 
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لتكن المصفوفة: 

1 2 0
2 1 0
0 0 1

A
 
 = − 
  

 

)اكتب )adj I Aλ  على الشكل: −
2

0 1 2( )adj I A c c cλ λ λ− = + + 
الحل: 

)إن المصفوفة القرینة ل ـِ )I Aλ  هي: −
2

2

2

1 2 2 0
( ) 2 2 2 1 0

0 0 5
adj I A

λ λ
λ λ λ λ

λ

 − −
 − = − − + 
 − 

 

والتي یمكن كتابتها ككثیرة حدود من الدرجة الثانیة ومعاملاتها مصفوفات مربعة 
من الرتبة الثالثة كما یلي: 



  

2

1 2 0 0 2 0 1 0 0
( ) 2 1 0 2 2 0 0 1 0

0 0 5 0 0 0 0 0 1
adj I Aλ λ λ

− −     
     − = − + − +     
     −     

 

 

- الدالة المميزة المختزلة لمصفوفة: 5
) تحقق دالتها الممیّزةAنعلم سابقاً أن كل مصفوفة مربعة ) I Aλ λ∆ = − 

)Cayley – Hamilton ولكن غالباً ما تكون الأخیرة لیست المعادلة السلّمیة ذات ،(
. Aالدرجة الأدنى التي تحققها

© n�dF�5≠1 ∫WF�d� W�uHB* ®ÈdGB�« W�«b�«© W�e��*« …e�OL*« W�«b�« ®
n مصفوفة مربعةAلتكن n×عناصرها في K .

 بأنها الدالة السلّمیة A) ل ـِالدالة الصغرى (الدالة الممیّزة المختزلةنُعرّف 
)الواحدیة )m λذات الدرجة الأدنى التي تقبل A .صفراً لها 

)وسندعو من الآن وصاعداً  ) 0m λ  بالمعادلة الممیّزة المختزلة أو المعادلة =
. Aالصغرى ل ـِ

 

 ∫W�e��*« …e�OL*« W�«b�U� oKF��  UM���
نبرهن أولاً المبرهنة التالیة: 
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)إذا كانت ) 0ψ λ )، فعندئذ تكونA أي معادلة سلّمیة تحققها= )ψ λ قابلة 

)للقسمة على الدالة الممیّزة المختزلة )m λ .
البرهان: 



  

)لنفرض أن ) 0ψ λ  صفراً لها، وفقاً لمفهوم A المعادلة السلمیة التي تقبل=
الدوال الممیزة المختزلة یمكن كتابة: 

)5-2-1          (( ) ( ). ( ) ( )m q Rψ λ λ λ λ= + 
)حیث )R λهي من درجة أقل من ( )m λ . ًإن لم تكن صفرا ،

))، نجد على الفور أن1-2-5 في (A بـλوبتعویض ) 0R A = .
)ولما كانت ) 0m λ ، فإن هذا A هي المعادلة ذات الحد الأدنى التي تحققها=

degیقودنا إلى رفض ( ) deg ( )R mλ λ< :وبالتالي نجد .
( ) ( ) ( )m qψ λ λ λ=أي أن الدالة ( )m λتقسم ( )ψ λ وبذا یتم إثبات .

المبرهنة. 
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n مصفوفة مربعةAإذا كانت n×عناصرها من K :ودالتها الممیّزة ،

1 2
1 2( ) ( ) .( ) ......( ) m

m
αα αλ λ λ λ λ λ λ∆ = − − − 

)حیث:        ) ;(1 )i iord i mα λ= ≤ ≤ 
 تعطى بالصیغة: Aفعندئذ الدالة الممیّزة المختزلة ل ـِ

1 2
1 2( ) ( ) .( ) ......( ) m

mm ββ βλ λ λ λ λ λ λ= − − − 
1وحیث إن ;(1 )i i i mβ α≤ ≤ ≤ ≤ .
البرهان: 

في الحقیقة، بالاستناد إلى المبرهنة الأخیرة، یمكننا أن نكتب: 
1 2

1 2( ) ( ) .( ) ......( ) m
mm ββ βλ λ λ λ λ λ λ= − − − 

0حیث i iβ α≤ 1) باعتبار≥ )i m≤ ≤ .
1iβلإتمام المطلوب، علینا تبیان أن ) وذلك مهما یكن≤ 1,2,..., )i m= .



  

 v، فیوجد متجه غیر صفريA جذر ممیّز ل ـiλِفي الواقع، بما أن
iAvبحیث vλ= ویترتب على ذلك وفقاً لمبدأ الاستقراء الریاضي 

kأن k
iA v vλ=وذلك مهما یكن k عدداً صحیحاً ، وبالتالي 

( ( )) ( )iR A v R vλ=وذلك من أجل أیة دالة سلّمیة ،( )R λ .
وبصورة خاصة، یمكننا أن نكتب: 

( ( )) ( )im A v m vλ= 
من جهة ثانیة، نعلم أن كل مصفوفة مربّعة تحقق معادلتها الممیّزة المختزلة 

)أي ) 0m A ) وبالتالي= ) 0im vλ ) ومنه= ) 0im λ 0v باعتبار أن= ≠ .
)یتضح مما سبق أن ) 1i iordβ λ= ) وذلك أیاً كان≤ 1,2,....., )i m= .

وهكذا لا نكون قد برهنا المبرهنة المفروضة فقط ولكن أیضاً النتیجة التالیة: 
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الدالة الممیّزة والدالة الممیّزة المختزلة لهما الجذور الممیّزة نفسها عدا رتب تضاعف 

هذه الجذور. 
 

إن هذه النتیجة تقودنا إلى عرض مفهوم المصفوفات المتردیة وغیر المتردیة. 
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 إذا تطابقت درجة الدالة الممیّزة المختزلة مع درجة غیر متردیةنقول إن مصفوفة 

الدالة الممیّزة أما إذا كانت درجة الدالة الممیّزة المختزلة أقل من درجة الدالة الممیّزة 
. متردیةفإن المصفوفة تسمى 



  

وفقاً لمفهوم الدالة الأصغریة لمصفوفة مربّعة، وبالرجوع إلى المبرهنات والنتائج 
التي أوردناها لتوّنا، یمكننا استنتاج أسلوب (وهو لیس الوحید) لإیجاد الدالة 

الأصغریة لمصفوفة مربعة. 
 

© s�d95≠6  ∫®
أوجد الدالة الممیّزة والدالة الأصغریة للمصفوفة المربعة: 

1 1 1
1 3 1
1 1 1

A
− − 

 =  
 − − 

 

الحل: 
 هي: Aإن الدالة الممیّزة للمصفوفة

1 1 1
( ) 1 3 1

1 1 1
I A

λ
λ λ λ

λ

−
∆ = − = − − −

−
 

                             2

( 1)[( 3)( 1) 1]
( 1)( 2)
λ λ λ

λ λ

= − − − +

= − −
 

))، بأن الدالة الأصغریة2-5نعلم وفقاً للمبرهنة ( )m λتقسم الدالة الممیّزة ( )λ∆ 
))، 4-5وأن للدالتین الجـذور نفسها ما عـدا رتب التضاعف (نتیجة    (

)وبالتالي )m λ :هي إحدى الحدودیات 
2( 1)( 2) , ( 1)( 2)λ λ λ λ− − − − 

وبملاحظة أن: 



  

0 1 1 1 1 1
( )( 2 ) 1 2 1 1 1 1

1 1 0 1 1 1
A I A I

− − − − −   
   − − =    
   − − − − −   

 

                     
0 0 0
0 0 0
0 0 0

 
 =  
  

 

)یتضح أن الدالة 1)( 2)λ λ−  صفراً لها، وعلیه فالدالة الأصغریة A تقبل−
) هي:Aل ـِ ) ( 1)( 2)m λ λ λ= −  متردیة. A والمصفوفة−

ولدینا أیضاً المبرهنة: 
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للمصفوفات المتشابهة دالة ممیّزة مختزلة واحدة. 

البرهان: 
A,إذا كانت Bمصفوفتین مربّعتین n n×متشابهتین عناصرهما في حقل K ،

 من النمط: Aولنفرض أن الدالة الممیّزة ل ـِ
1

1 1 1( ) .... ( )r r
r rm c c c r nλ λ λ λ−
−= + + + + ≤ 

 هي: Bوأن الدالة الممیّزة المختزلة ل ـِ
1

2 1 1( ) ... ( )m m
m mm d d d m nλ λ λ λ−
−= + + + + ≤ 

ونهدف إلى تبیان أن: 

1 2( ) ( )m mλ λ= 
A,في الواقع، بما أن B مصفوفتان متشابهتان فیمكننا إیجاد مصفوفة غیر 

1A وبحیث یكونK عناصرها فيPشاذة P BP−= .



  

1sولكي نبرهن المبرهنة نحتاج قبل كل شيء إلى إثبات أن sA P B P−= مهما .
sیكن Z∈ .

1sإن العلاقة صحیحة وضوحاً من أجل ، وكأساس لمبدأ الاستقراء الریاضي =
sنفترض أنها صحیحة من أجل Z 1s ولنبرهن على صحتها من أجل∋+ + .

لدینا: 
1 1 1. ( ).( )s s sA A A P B P P BP+ − −= = 

              1 1 1( )s sP B B P P B P− − += = 
، وبطریقة مماثلة sومنه العلاقة المفروضة صحیحة من أجل عدد صحیح موجب

یبرهن على صحتها من أجل أي عدد صحیح سالب. 
)1من جهة ثانیة، باعتبار أن ) 0m A  ووفقاً للعلاقة الآنفة الذكر نجد: =

 

1
1 10 ....r r

r rA c A c A c I−
−= + + + + 

          

1 1 1 1 1
1 1

1 1
1 1

1
1

....

( .... )

( )

r r
r r

r r
r r

P B P c P B P c P BP c P P
P B c B c B c I P
P m B P

− − − − −
−

− −
−

−

= + + + +

= + + + +

=

 

 

)1 هي صفر للدالة السلّمیةBوهذا یعني أن المصفوفة )m λ ،أو بعبارة مكافئة 

1( ) 0m λ ) 2-5، فعندئذ وفقاً للمبرهنة (B هي معادلة سلّمیّة تحققها=
)1تكون )m λ2 قابلة للقسمة على ( )m λ :أي 

 

)1                    (2 1deg ( ) deg ( )m mλ λ≤ 
 

2كذلك، من أجل الدالة الممیزة المختزلة ( )m λالتي تحققها B فإذا اتبعنا خط ،
النقاش نفسه المتبع أعلاه نجد ما یلي: 

1
1 10 ....m m

m mB d B d B d I−
−= + + + + 



  

       
1 1 1 1 1

1 1

1
2

....

( )

m m
m mPA P d PA P d PAP d PP

Pm A P

− − − − −
−

−

= + + + +

=
 

2وهذا یعني أن ( ) 0m λ ، وبالتالي: A هي معادلة سلّمیة تحققها المصفوفة=
 

)2                   (1 2deg ( ) deg ( )m mλ λ≤ 
 

)، وباعتبار أن الدالة الممیّزة المختزلة دالة واحدیة، أن: 2) و(1یتضح من (

1 2deg ( ) deg ( )m mλ λ= 
وهكذا نكون قد برهنا المبرهنة. 
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n مصفوفة مربعةAإذا كانت n×عناصرها في حقل K دالتها الممیّزة ،
)المختزلة )m λفعندئذ لمنقولها .A′ .الدالة الممیّزة المختزلة نفسها 
البرهان: 

 تأخذ الشكل: Aلنفرض أن الدالة الممیزة المختزلة ل ـِ
1

1 1( ) .... ( )r r
r rm r nλ λ α λ α λ α−
−= + + + + ≤ 

 من النمط: ′Aوأن الدالة الممیّزة المختزلة ل ـِ
1

1 1( ) .... ( )s s
s s s nλ λ β λ β λ β−
−Φ = + + + + ≤ 

)فعندئذ نرى أن ) 0m A ) وكذلك= ) 0A′Φ = 
وبالتالي: 

1
1 1( ) ( ) ( ) ....r r

r rm A A A A Iα α α−
−′ ′ ′ ′= + + + + 

            1
1 1( .... ) 0r r

r rA A A Iα α α−
− ′= + + + + = 

 



  

نستنتج هذا من حقائق أُرسیت في الجبر الابتدائي تقول: إن منقول جداء 
مصفوفات یساوي جداء منقولهم بترتیب معاكس، وأن منقول مجموع مصفوفات 

یساوي مجموع منقولهم. 
)یتضح من ذلك، أن ) 0m λ )، ومنه′A معادلة سلّمیة تحققها= )m λ قابلة 

)للقسمة على )λΦأو بتعبیر مكافئ ،( )m λتقسم ( )λΦ .
من ناحیة أخرى، باتباع أسلوب مماثل تماماً لما ورد أعلاه، من السهل على القارئ 

)رؤیة أن الدالة السلّمیة )λΦتقسم الدالة السلّمیة ( )m λ  .
)وأخیراً ، بملاحظة أن الدالتین السلّمیتین واحدیتین، یتضح أن ) ( )m λ λ= Φ 

وبذلك یتم إثبات المطلوب. 
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). إذا كانتK مصفوفة غیر شاذة عناصرها فيAلتكن )m λ الدالة الممیّزة 

 على شكل −1A أيA، فیمكن التعبیر عن معكوسr من الدرجةAالمختزلة ل ـِ
1rكثیرة حدود سلّمیة من الدرجة . A في−

البرهان: 
في الواقع، إذا كتبنا: 

1 2
1 2 1( ) ...r r r

r rm λ λ α λ α λ α λ α− −
−= + + + + + 

0rαفعندئذ 0λ، باعتبار أنه، فیما عدا ذلك، یمكن أن یكون≠  جذراً =
)للمعادلة ) 0m λ ) وبالتالي للمعادلة= ) 0I Aλ λ∆ = −  وهذا تناقض مع =

 غیر شاذة. Aكون
) لدینا: 1-4من ناحیة أخرى، وفقاً للمبرهنة (

1 2
1 2 1... 0r r r

r rA A A A Iα α α α− −
−+ + + + + = 



  

rوبالتالي بنقل Iαإلى الطرف الأیمن وقسمة الطرفین على rα− :نجد ،
1 2 3

1 2 1
1 [ ... ]r r r

r
r

A A A I A Iα α α
α

− − −
−− + + + + = 

ومنه: 
1 1 2 3

1 2 1
1 [ ... ]r r r

r
r

A A A A Iα α α
α

− − − −
−= − + + + + 
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 التالیة، ومن Aأوجد الدالة الممیّزة والدالة الممیّزة المختزلة لكل من المصفوفات

 ككثیرة حدود سلّمیّة من درجة أصغریة −1A أوجدAأجـل كل مصفوفـة غیر شـاذة
. Aفي

1 2 0 3 0 1
1) 0 1 0 , 2) 1 4 1

0 0 2 1 0 5
A A

−   
   = =   
      

 

الحل: 
 هي: A) إن الدالة الممیزة للمصفوفة الأولى1(

1 2 0
( ) 0 1 0

0 0 2
I A

λ
λ λ λ

λ

− −
∆ = − = −

−
 

                                         2( 1) ( 2)λ λ= − − 
)ولإیجاد الدالة الصغرى )m λ نعلم وفقاً للحقائق التي أثبتناها أن كل مصفوفة ،

تحقق دالتها الممیّزة ودالتها الممیّزة المختزلة، وأن الدالتین لهما الجذور نفسها عدا 



  

)رتب تضاعف هذه الجذور، وبالإضافة لذلك، إن الدالة الممیّزة )λ∆ قابلة للقسمة 
)على الدالة الممیّزة المختزلة )m λوعلیه ،( )m λ :هي إحدى الحدودیات 

2( 1)( 2) , ( 1) ( 2)λ λ λ λ− − − − 
وإذا لاحظنا أن: 

0 2 0
0 0 0
0 0 0

− 
 =  
  

0 2 0 1 2 0
( )( 2 ) 0 0 0 . 0 1 0

0 0 1 0 0 0
A I A I

−   
   − − = −   
      

 

                    
)2 هيAیتضح أن الدالة الممیّزة المختزلة ل ـِ 1) ( 2)λ λ−  A ومنه المصفوفة−

غیر متردیة. 
 −1A قلوبة ولإیجادAإن الحد الثابت في الدالة الممیّزة مغایر للصفر وبالتالي

لدینا: 
3 24 5 2 0A A A I− + − = 

 نحصل على: −1Aوبضرب طرفي هذه المساواة بـ
1 3 2( 4 5 2 ) 0A A A A I− − + − = 

ومنه نجد: 
1 21 ( 4 5 )

2
A A A I− = − + 

وبالحسابات الفعلیة نرى أن: 

1

1 4 0 4 8 0 5 0 0
1 0 1 0 0 4 0 0 5 0
2

0 0 4 0 0 8 0 0 5
A−

      
      = − +      
            

 



  

                                    
1 2 0
0 1 0

10 0
2

 
 −
 

=  
 
 
 

 

 هي: A) إن الدالة الممیّزة للمصفوفة الثانیة2(
3 0 1

( ) 1 4 1
1 0 5

I A
λ

λ λ λ
λ

−
∆ = − = − − −

− −
 

                       3

( 3)( 4)( 5) ( 4)
( 4)
λ λ λ λ

λ

= − − − + −

= −
 

)ولإیجاد الدالة الصغرى )m λللمصفوفة المربعة A نتبع خط النقاش المتبع من ،
)أجل المصفوفة الأولى، یتضح أن )m λ :هي إحدى الحدودیات 

2 34 , ( 4) , ( 4)λ λ λ− − − 
4یُلاحظ أن 0A I− 4λ وبالتالي لا یمكن أن تكون≠ . A الدالة الأصغریة لـ−

بینما: 

2

1 0 1 1 0 1 0 0 0
( 4 ) 1 0 1 . 1 0 1 0 0 0

1 0 1 1 0 1 0 0 0
A I

− − − −     
     − = =     
          

 

 تكون: Aوبالتالي الدالة الصغرى للمصفوفة
2( ) ( 4)m λ λ= − 

 غیر شاذة، Aإن الحد الثابت في الدالة الممیزة مغایر للصفر وبالتالي
) التي أثبتناها لتوّنا نجد أن: 9-5 وفقاً للمبرهنة (−1Aولإیجاد

2 8 16 0A A I− + = 



  

ومنه: 

1

5 0 1
1 1( 8 ) 1 4 1

16 16
1 0 3

A A I−

− − 
 = − − = − − 
 − 

 

 

- أساليب بناء الدالة المميزة المختزلة (الدالة الصغرى): 6
)، لتحدید الدالة الممیّزة المختزلة لمصفوفة 5إن الطریقة التي ناقشناها في الفقرة (

) تتركز على معرفة الدالة الممیّزةAمربعة ) I Aλ λ∆ = . A ل ـِ−
ومن الملائم الآن أن نقدم أسالیب أخرى لبناء الدالة الصغرى. 

I یعتمد على المصفوفة القرینة لـالأسلوب الأولإن  Aλ  متغیر λ باعتبار أن−
 فسوف یتركز على مفهوم الارتباط الخطي لمتتالیة الأسلوب الآخرسلمي، أما 

. Aالقوى للمصفوفة
 

 ∫‰Ë_« »uK�_« ∫ÎôË√
n مصفوفة مربعةAلتكن n×عناصرها من حقل K ،

)ولتكن ) I Aλ λ∆ = . A الدالة الممیّزة ل ـِ−
)لنرمز ب ـِ )adj I Aλ I للمصفوفة القرینة ل ـِ− Aλ ، فلدینا من الخواص −

الأساسیة: 
)1    (( ). ( ) ( ).( ) ( ).I A adj I A adj I A I A Iλ λ λ λ λ− − = − − = ∆ 

)إذا رمزنا الآن ب ـِ )θ λ للقاسم المشترك الأعظم، لجمیع المحدّدات المصغّرة ذات 
)الـ 1)n I صفاً في المصفوفة− Aλ )، فنجد بسهولة أن− )θ λ هو عامل من 



  

)عوامل )λ∆باعتباره عاملاً لجمیع المحددات المصغّرة ذات الـ ،( 1)n  صفاً −
Iفي Aλ −  .
 

ونبرهن أولاً المبرهنة التالیة: 
 

© WM���6≠1 ∫®
n مصفوفة مربعةAلتكن n×عناصرها من حقل K دالتها ،

)الممیّزة ) I Aλ λ∆ = ). إذا كان− )θ λ القاسم المشترك الأعظم لجمیع 
)المحدّدات المصغّرة ذات الـ 1)n ) صفاً في− )I Aλ . ولنفرض −

)أن )( ) ( )m λλ θ λ
). فعندئذ=∆ ) 0m A = .

البرهان: 
)في الواقع، بموجب الحقیقة المذكورة آنفاً ، أن )θ λعاملٌ من عوامل ( )λ∆ ومنه 

)یكون )m λ .كثیر حدود 
)من ناحیة ثانیة، باعتبار أن المحدّدات المصغّرة ذات الـ 1)n  صفاً −

Iمن Aλ ) هي باستثناء ما قد یتعلق بالإشارة عناصر من− )adj I Aλ − ،

)فیتضح أن )
( )

adj I Aλ
θ λ

 وبالتالي λ مصفوفة عناصرها كثیرات حدود في−

 معاملاتها مصفوفات. λیمكن كتابتها على شكل كثیر حدود في
) الآنفة الذكر أن: 1لدینا الآن بموجب العلاقة (

 
( ) ( )( ) ( )

( ) ( )
adj I AI A I m Iλ λλ λ

θ λ θ λ
− ∆

− = = 

 



  

)ومنه نجد أن كثیرة الحدود السلّمیة )m Iλقابلة للقسمة على I Aλ − 
)وبالتالي ) 0m A  ونكون بذلك قد أثبتنا المبرهنة. =

 
ویمكننا الآن الذهاب إلى أبعد من ذلك، في الحقیقة، سنورد دون برهان المبرهنة 

الهامة التالیة: 
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n مصفـوفـة مربعـةAإذا كانـت n×على حقـل K دالتهـا الممیّـزة ،

( ) I Aλ λ∆ = )، ولتكن الدالة السلمیة− )( ) ( )m λλ θ λ
) حیث=∆ )θ λ 

)القاسم المشترك الأعظم لجمیع المحدّدات المصغّرة ذات الـ 1)n  صفاً −
)في )I Aλ  فعندئذ:  −

( ) 0m λ ، أكثر من Aهي المعادلة السلمیة ذات الدرجة الأدنى التي تحققها=
)ذلك، إذا كانت ) 0ψ λ )، فعندئذ تكونA أي معادلة سلمیة تحققها= )ψ λ 

)قابلة للقسمة على )m λ .
 

إن المبرهنات السابقة تقودنا إلى أسلوب آخر لتحدید الدالة الممیّزة المختزلة 
لمصفوفة مربّعة. 

 

© s�d96≠3 ∫®

أوجد الدالة الممیّزة والدالة الصغرى للمصفوفة: 



  

5 6 6
1 4 2

3 6 4
A

− − 
 = − 
 − − 

 

الحل: 
Iنحسب أولاً المصفوفة القرینة ل ـِ Aλ − 

من الملاحظ أولاً أن: 
5 6 6

1 4 2
3 6 4

I A
λ

λ λ
λ

− 
 − = − − 
 − + 

 

وبالتالي: 
( 2)( 2) 6( 2) 6( 2)

( ) ( 2) ( 2)( 1) 2( 2)
3( 2) 6( 2) ( 2)( 7)

adj I A
λ λ λ λ

λ λ λ λ λ
λ λ λ λ

− + − − − 
 − = − − − + − 
 − − − − − 

 

 

)وبما أن )θ λصفاً −2 القاسم المشترك الأعظم، لجمیع المحدّدات المصغّرة ذات 
Iفي Aλ ). یتضح أن− ) 2θ λ λ= − .

، Aمن ناحیة ثانیة، لنبحث عن الدالة الممیّزة للمصفوفة
لدینا: 

5 6 6
( ) 1 4 2

3 6 4
I A

λ
λ λ λ

λ

−
∆ = − = − −

− +
 

 
2

2

( 5)( 4) 12( 2)
( 2) ( 1)
λ λ λ

λ λ

= − − + −

= − −
 



  

 A) أن الدالة الصغرى للمصفوفة2-6) و(1-6نستنتج استناداً إلى النظریتین (

)هي )( ) ( 1)( 2)
( )

m λλ λ λ
θ λ
∆

= = − − .
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لتكن المصفوفة: 

2

2

1
1 1 ; ( )

1 1 1

a a

A a a R
a

a a

∗

 
 
 
 = ∈
 
 
 
  

 

 تحقق معادلتها الممیّزة A ثم تحقق بأنAأوجد الدالة الممیّزة المختزلة ل ـِ -1
المختزلة. 

 ككثیرة حدود سلمیة من درجة أصغریة −1Aأوجد في حال الإمكان -2
 .Aفي

الحل: 
 هي: A- رأینا سابقاً أن الدالة الممیّزة ل ـ1ِ

2( ) ( 3)I Aλ λ λ λ∆ = − = − 
 صفاً للمصفوفة: −2من ناحیة ثانیة، إن المحدّدات المصغرة ذات



  

2

2

1
1 1

1 1 1

a a

I A a
a

a a

λ

λ λ

λ

 
 − − −
 
 − = − − −
 
 
 − − −
  

 

)هم بالضبط عناصر المصفوفة القرینة )adj I Aλ ، وبالحسابات نجد: −

2

2

( 2)
1( ) ( 2)

1 1 ( 2)

a a

adj I A a
a

a a

λ λ λ λ

λ λ λ λ λ

λ λ λ λ

 
 −
 
 − = −
 
 
 −
  

 

 صفاً −2وبالتالي القاسم المشترك الأعظم لجمیع المحددات المصغّرة ذات
Iفي Aλ ) هي− )θ λ λ= :وعلیه الدالة الممیّزة المختزلة 

( ) ( 3)m λ λ λ= − 
 

لنبین من خلال الحسابات الفعلیة الحقیقة التالیة: 
كل مصفوفة مربعة تكون صفراً لدالتها الممیّزة المختزلة. 

لدینا: 



  

2 2

2 2

1 2
1 1( ) ( 3 ) 1 . 2

1 1 1 11 2

a a a a

m A A A I a a
a a

a a a a

   
   −
   
   = − = −
   
   
   −
      

 

              
0 0 0
0 0 0
0 0 0

 
 =  
  

 

 على شكل كثیرة A معكوس المصفوفة−1A- في الحقیقة، لا یمكن التعبیر عن2
)، وذلك لأن 8-5، وفقاً للمبرهنة (Aحدود سلّمیة من درجة أصغریة في

 شاذة (بیّن ذلك). Aالمصفوفة
© s�d96≠5 ∫®

 متغیراً سلّمیاً ، ولنعتبر المصفوفة: λلیكن
2 2

3 2

2 2

1 2 1 3 4 1
2 3 1
1 3 7 1

A
λ λ λ λ
λ λ λ
λ λ λ λ λ

 + + + −
 = + − 
 − − + + + 

 

 حیث المعاملات هي مصفوفات. λ على شكل كثیرة حدود فيAاكتب المصفوفة
الحل: 

نبیّن بسهولة أن: 

3 2

0 0 1 1 0 3
1 0 0 0 3 0
0 0 0 0 3 1

A λ λ
   
   = + +   
      

 



  

0 2 4 1 3 1
0 0 1 2 0 1
1 1 1 1 7 1

λ
−   

   + + −   
   − −   

 

ویجدر بنا الإشارة إلى أن كل مصفوفة تكتب على شكل كثیرة حدود معاملاتها 
. مصفوفة −λمصفوفات تدعى غالباً بـ

 

© s�d96≠6 ∫®
إذا أعطیت: 

1 1 2
3 1 1
2 3 1

A
 
 =  
  

 

. −1A وكذلك3A تحقق معادلتها الممیّزة لحسابAاستخدم حقیقة أن
الحل: 

 هي: Aإن المعادلة الممیّزة للمصفوفة

3 2

1 1 2
( ) 3 1 1 3 7 11 0

2 3 1

λ
λ λ λ λ λ

λ

− − −
∆ = − − − = − − − =

− − −
 

وبالتالي نجد بوضوح أن: 
3 23 7 11A A A I= + + 

         
8 8 5 1 1 2 1 0 0

3 8 7 8 7 3 1 1 11 0 1 0
13 8 8 2 3 1 0 0 1

     
     = + +     
          

 



  

                                           
42 31 29
45 39 31
53 45 42

 
 =  
  

 

) نجد: Cayley Hamilton غیر شاذة، ومنه وفقاً لـ (Aیُلاحظ بوضوح أن
1 21 ( 3 7 )

11
A A A I− = − − 

  
8 8 5 1 1 2 1 0 0

1 8 7 8 3 3 1 1 7 0 1 0
11

13 8 8 2 3 1 0 0 1

      
      = − −      
            

 

                                     
2 5 1

1 1 3 5
11

7 1 2

− − 
 = − − 
 − − 

 

 

 ∫w�U��« »uK�_« ∫ÎUO�U�
n مصفوفة مربعةAلتكن n×غیر صفریة عناصرها من الحقل K ،

2ولنعتبر 3, , , ,......I A A Aِمتتالیة القوى ل ـ A .
 أصغر عدد صحیح موجب بحیث الجملة mلنفرض الآن أن

2 1{ , , ,..., }mI A A A }2 مستقلة خطیاً بینما− , , ,...., }mI A A A تكون مرتبطة 
خطیاً . 

 كتركیب خطي mAفعندئذ، وفقاً لمفاهیم أساسیة، یمكننا التعبیر عن المصفوفة
2وحید بدلالة عناصر الجملة 1, , ,..., mI A A A . بتعبیر مكافئ، هناك −

1عناصر 2 3, , ,...., mc c c cمن K :لیست جمیعها أصفار وبحیث إن 
1 2

1 2 1.....m m m
m mA c A c A c A c I− −
−= + + + + 



  

ویتضح بالتالي أن: 
1 2

1 2 1.... 0m m m
m mA c A c A c A c I− −
−− − − − − = 

 صفراً لها. Aوهذا یسمح لنا، ببناء دالة واحدیة سلمیة ذات درجة صغرى وتقبل
1 2

1 2 1( ) ...m m m
m mm c c c cλ λ λ λ λ− −
−= − − − − − 

 
ومن الطبیعي أن نوضح الأسلوب من خلال الأمثلة التالیة: 
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أوجد الدالة الممیّزة المختزلة للمصفوفة: 
 

1 2 2
2 1 2
2 2 1

A
 
 =  
  

 

 
الحل: 
0Iبما أن } نستنتج أن المجموعة≠ }I مستقلة خطیاً . بالإضافة إلى ذلك، فإن 

}المجموعة , }I Aمستقلة خطیاً لأن ( )R A Iα α∀ ∈  وضوحاً . نأخذ الآن ≠
}2المجموعة , , }I A A :حیث 

2

9 8 8
8 9 8
8 8 9

A
 
 =  
  

 

,وندرس الارتباط الخطي لها، أي نبحث عن Rα β  بحیث ∋
2Aیكون A Iα β= + 



  

لدینا: 
9 8 8 1 2 2 1 0 0
8 9 8 2 1 2 0 1 0
8 8 9 2 2 1 0 0 1

α β
     
     = +     
          

 

,4وبالتالي نجد 5α β= }2، وعلیه فالمجموعة= , , }I A A ًمرتبطة خطیا 
2وعلاقة الارتباط هي 4 5A A I= 2 أي أن+ 4 5 0A A I− −  ومنه الدالة =

)2 هيAالممیّزة المختزلة ل ـِ ) 4 5m λ λ λ= − − .
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لتكن المصفوفة: 

1 2 0
0 1 0
0 0 1

A
 
 =  
  

 

 ككثیرة حدود سلّمیة من درجة أصغریة −1A ثم أوجدAأوجد الدالة الممیّزة ل ـِ
. Aفي

الحل: 
}من السهل أن نرى أن }Iمستقلة خطیاً وكذلك المجموعة { , }I A نأخذ ،

}2المجموعة , , }I A A :حیث ،

2

1 4 0
0 1 0
0 0 1

A
 
 =  
  

 

α,وندرس الارتباط الخطي لها، أي لنبحث عن أعداد حقیقیة β لیست جمیعها 
أصفاراً وبحیث یكون: 



  

2A A Iα β= + 
إن المعادلة المصفوفیة: 

 

1 4 0 1 2 0 1 0 0
0 1 0 0 1 0 0 1 0
0 0 1 0 0 1 0 0 1

α β
     
     = +     
          

 

 

تؤول إلى معادلتین خطیتین بمجهولین: 
1
2

α β
α
+ =

=
 

,2وبالتالي نجد 1α β= = }2 وعلیه المجموعة− , , }I A A تكون مرتبطة 
2خطیاً ، وعلاقة الارتباط 2 0A A I− +  A ومنه الدالة الممیّزة المختزلة ل ـِ=

)2هي ) 2 1m λ λ λ= − + .
)، أن: 8-5، لدینا وفقاً للمبرهنة (−1A غیر شاذة، لإیجادAیُلاحظ أن المصفوفة

2 2 0A A I− + = 
وبالتالي: 

 

1

1 2 0 2 0 0 1 2 0
0 1 0 0 2 0 0 1 0
0 0 1 0 0 2 0 0 1

A−

− − −     
     = − + =     
     −     

 

 
 

- الجذور المميزة لمصفوفات خاصة: 7
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. إذا كان یوجد عدد صحیح K مصفوفة مربعة عناصرها في حقلNلتكن

0mN بحیث إنmموجب  m. وإذا كانتمعدومة القوى N، فیقال: إن=
0mNأصغر عدد صحیح موجب بحیث إن معدومة القوى  N فیقال: إن=

. mدلیلها
 

∫`O{u� :إن المصفوفة 
2 1 2
3 3 3
1 2 1

N
− 

 = − 
 − 

 

2mمعدومة القوى ودلیلها 2 وذلك بملاحظة أن= 0N = .
 

ومن الطبیعي أن یتساءل القارئ عن طبیعة الدوال الممیّزة المختزلة لهذا الصنف 
الهام من المصفوفات وللإجابة على هذا التساؤل، نورد المبرهنة: 
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n مصفوفة مربعةNلتكن n×عناصرها في حقل K فالشرط اللازم والكافي .

 مساویة للصفر. N معدومة القوى هو أن تكون جمیع الجذور الممیّزة ل ـNِلتكون
 

البرهان: 
0mλ المعادلة السلّمیةN. فعندئذ تحققm معدومة القوى دلیلهاNلتكن = .



  

))، تكون الدالة الممیّزة المختزلة2-6ومنه وبالاستناد إلى المبرهنة ( )λΦِل ـ N 
)، وبما أنmλعاملاً من عوامل ) 0kk m N<  فیجب أن ≠

)یكون ) mλ λΦ . وهكذا فإن جمیع جذور المعادلة الممیّزة المختزلة، وبالتالي =
 تكون مساویةً للصفر. وعلى العكس، لنفرض N)، ل ـ2ِ-6واستناداً إلى المبرهنة (

 هي N جمیعها أصفار، فالمعادلة الممیّزة ل ـNِأن الجذور الممیّزة ل ـِ
0mλإذن ) Cayley Hamilton، ومن مبرهنة كایلي هامیلتون(=

0mNیكون = .
وهكذا نكون قد برهنا المبرهنة. 
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إذا كانت: 

1 1 1
2 2 2
3 3 3

A
− 

 = − 
 − 

 

 معدومة القوى A ثم بین أنAفأوجد الدالة الممیّزة والدالة الممیّزة المختزلة ل ـِ
. 2دلیلها

الحل: 
 هي: Aالدالة الممیّزة لـ

3

1 1 1
( ) 2 2 2 ( 1)( 1)

3 3 3

λ
λ λ λ λ λ λ λ

λ

− −
∆ = − − = − + + =

− − +
 

)2وبالتجربة نجد أن )m λ λ=ومنه ،A2 معدومة القوى ودلیلها .
 



  

وكتَوضیح أخیر، للمصفوفات معدومة القوى وغیر المتردیة، نورد: 
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إذا كانت: 
2 1 2
3 3 3
1 2 1

A
− 

 = − 
 − 

 

 معدومة القوى وغیر متردیة. Aفبیّن أن
الحل: 

 هي: Aإن الدالة الممیّزة ل ـِ

3

2 1 2
( ) 3 3 3

1 2 1

λ
λ λ λ

λ

− −
∆ = − + − =

− −
 

 عاملاً من A)، تكون الدالة الممیّزة المختزلة ل ـ3ِ-5ومنه استناداً إلى المبرهنة (
2، وبما أن3λعوامل 0A )3 فیجب أن یكون≠ )m λ λ= .

 جمیعها A غیر متردیة، كذلك، بما أن الجذور الممیّزة ل ـAِوهكذا فإن المصفوفة
. 3 معدومة القوى ودلیلهاAأصفار، وبالتالي
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n مصفوفة مربعةAلتكن n×عناصرهـا في حقل K  ولنفرض أن الدالـة ،

) هيAالممیّزة المختزلة ل ـِ )naλ . فیمكننا عندئذ، كتابة: K فيa، حیث تقع−

A aI N= + 
بالمصفوفة المعدومة القوى  N، وغالباً ما تدعىn معدومة القوى دلیلهاNحیث

. الرئیسة الموافقة لمصفوفة معینة



  

 

`O{u�1∫ 
إذا كانت: 

2 1 1
2 2 1
1 2 1

A
− 

 = − 
 − 

 

 هي: Aفالدالة الممیّزة ل ـِ
3( ) ( 1)( 2) ( 1) ( 1)I Aλ λ λ λ λ λ λ∆ = − = − − + − = − 

)3وبحسابات بسیطة نجد أن ) ( 1)m λ λ=  غیر متردّیة. بالإضافة A، ومنه−
لذلك، وفقاً للملاحظة الواردة أعلاه، نرى أن المصفوفة المعدومة القوى الرئیسة 

 هي: Aل ـِ
1 1 1
2 1 1
1 2 2

− 
 = − 
 − 

2 1 1 1 0 0
2 2 1 0 1 0
1 2 1 0 0 1

N A I
−   

   = − = − −   
   −   

 

                                
3ومهمة القارئ تكمن في تبیان أن 0N = .

 

`O{u�2 ∫
n مصفوفة مربعةAلتكن n× .

 



  

1 0 0 0
0 1 0 0

;

0 0 0 1
0 0 0 0

A R

α
α

α

α
α

 
 
 
 

= ∈ 
 
 
 
  





     

     





 

 

من السهل أن نرى وفقاً للمبرهنات الأساسیة المتعلقة بالمحددات بأن الدالة الممیّزة 
 هي: Aالمختزلة ل ـِ

( ) ( )nm λ λ α= − 
. α جذر ممیّز وحیدAأي أن ل ـِ

 هي: Aكذلك، أن المصفوفة المعدومة القوى الرئیسة المستخلصة من
 

0 1 0 0 0
0 0 1 0 0

0 0 0 0 1
0 0 0 0 0

N A Iα

 
 
 
 

= − =  
 
 
 
  





     

     





 

 

0nNوعلى القارئ، أن یرى أن = .
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n، فسندعو المصفوفة المربعةK عدداً سلّمیاً من حقلaلیكن n× ،



  

 

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 0

0 0 0 1
0 0 0 0

a

a
a

a
J

a
a

 
 
 
 

=  
 
 
 
  







     





 

 

 في القطر الذي یعلوه مباشرةً ، 1 في كل مكان من القطر الرئیسي، وλالتي تحوي
 – 1838 ماري كامیلیا جوردان، ریاضیة فرنسیة (. بمصفوفة جوردان

1922( .
وعلى سبیل المثال، 

   
2 1 0 5 1 0

0 2 1 , 0 5 1
0 0 2 0 0 5

−   
   −   
   −   

 

 مصفوفة جوردان     مصفوفة جوردان 
 

) هيaJإن الدالة الممیّزة ل ـِ ) ( )n
aI J aλ λ λ∆ = − = ، بینما قیمة المحدّد −

)المصغّر ذي الـ 1)n  صفاً والناتج عن حذف الصف الأخیر والعمود الأول هو −
الواحد. وبالتالي فإن القاسم المشترك الأعظم لجمیع المحدّدات الصغرى 

aIمن Jλ ) ذات الـ− 1)n  صفاً هو الواحد. −
یمكن استخدام المصفوفات المعدومة القوى التي ناقشناها في الفقرة السابقة أیضاً ، 

. وفي الحقیقة، یمكننا أن نكتب: aJلتشكیل عبارة مریحة ومفیدة من أجل

a nJ aI H= + 



  

n هي المصفوفة الواحدیةnIحیث n×أما H فهي مصفوفة عدیمة القوى 
 وتأخذ الشكل: nدلیلها

 

0 1 0 0 0

0 0 1 0 0

0 0 0 0 1
0 0 0 0 0

H

 
 
 
 
 
 =
 
 
 
 
 
  







     

     

     





 

 

 بنفسها، یعني، على وجه الدقة، Hیجدر بنا الإشارة إلى أن جداء المصفوفة
 إلى Hانسحاب المستقیم المائل الذي یحتوي على الواحدات في المصفوفة

الأعلى. 
 

∫`O{u�4 لنأخذ مصفوفة جوردان المربعة 4× :
5 1 0 0
0 5 1 0
0 0 5 1
0 0 0 5

J

 
 
 =
 
 
 

 

45Jوفي الحقیقة، یمكننا أن نكتب I H=  مع ملاحظة أن: +
 



  

2

0 1 0 0
0 0 1 0

0 0 1 0
, 0 0 0 1

0 0 0 0
0 0 0 1

0 0 0 0
0 0 0 0

H H

 
  
  
  
 = = 
  
  
      





 

 

3 4

0 0 0 1
0 0 0 0 , 0
0 0 0 0
0 0 0 0

H H

 
 
 = =
 
 
  

 

 
 أن: Hوینتج من الخاصة التي تحققها المصفوفة عدیمة القوى

2 2 2 2( ) 2aJ aI H a I aH H= + = + + 
    3 3 2 2 33 3aJ a I a H aH H= + + + 

 ........................................
 ........................................

1 2 2 1( 1) ....
2!

m m m m m m
a

m mJ a I ma H a H maH H− − −−
= + + + + + 

 لمصفوفة جوردان: 3Jوهكذا یمكننا إیجاد
5 1 0 0
0 5 1 0
0 0 5 1
0 0 0 5

J

 
 
 =
 
 
 

 



  

في الحقیقة، لدینا: 
3 3 215 75 125J H H H I= + + + 

                    

0 0 0 1 0 0 15 0
0 0 0 0 0 0 0 15
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0

   
   
   = + +
   
   
   

 

 

0 75 0 0 125 0 0 0
0 0 75 0 0 125 0 0
0 0 0 75 0 0 125 0
0 0 0 0 0 0 0 125

   
   
   + +
   
   
   

 

 

                                   

125 75 15 0
0 125 75 15
0 0 125 75
0 0 0 125

 
 
 =
 
 
 

 

0aبالإضافة لذلك، إذا كان  غیر شاذة، وبالتالي aJ فإن مصفوفة جوردان≠
1المصفوفة المعاكسة

aJ  تكون مصفوفة مثلثیة ولیست مصفوفة جوردان إلا في −
الحالة الخاصة التي تكون فیها مصفوفة جوردان من المرتبة الثانیة. 
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3أوجد الجذور الممیّزة والمتجهات الذاتیة لمصفوفة جوردان  التالیة: ×3



  

3 1 0 0
0 3 1 0
0 0 3 1
0 0 0 3

J

 
 
 =
 
 
 

 

الحل: 
 الشكل: Jتأخذ المعادلة الممیّزة لمصفوفة جوردان

4( ) ( 3) 0λ λ∆ = − = 
3λوهذا یعني أن  جذر مضاعف أربع مرات للمعادلة الممیّزة. =

3J المصفوفة3ویوافق الجذر المضاعف I−ونحصل على المتجه 3 ورتبتها ،
المستقل الوحید: 

1
0
0
0

 
 
 
 
 
 

 

من ناحیة ثانیة، بما أن القاسم المشترك الأعظم، لجمیع المحدّدات المصغّرة ذات 
I صفاً في المصفوفة−3الـ Jλ  هو الواحد، فیتضح على الفور −
)أن ) ( )m λ λ=  مصفوفة غیر متردّیة. J وبالتالي∆
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 إذا وجد عدداً دورّیة، إنها K عناصرها من حقلAیُقال عن مصفوفة مربعة

1mA بحیث یكونmصحیحاً موجباً  A+ 1m. وبصورة خاصة، إذا كان= = 
2Aنجد A=فسندعو المصفوفة المربعة A بالمصفوفة متساویة القوى عندئذ .

وعلى سبیل المثال، المصفوفة: 



  

1 2 4
1 2 4
1 2 4

A
− 
 = − − 
 − 

 

2Aمتساویة القوى، وذلك لأن A= .
 

ومن الطبیعي أن یتساءل القارئ عن طبیعة الجذور الممیّزة لهذا الصنف الهام من 
المصفوفات. 

 تحقق المعادلة A مصفوفة دوریة، فإنAفي الحقیقة، إذا كانت
)السلّمیة 1) 0mλ λ −  وبالتالي لا تملك المعادلة السلمیة لمصفوفة دوریة أیة =

جذور مكررة. 
) عامل من عواملAمن ناحیة ثانیة، إن الدالة الممیّزة المختزلة ل ـِ 1)mλ λ − 

)فیتضح بأن المعادلة الممیّزة المختزلة ) 0m λ  لا تملك أي جذرٍ مكررٍ . A ل ـِ=
وعلیه نكون قد برهنا المبرهنة التالیة: 
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 أو أصفار هي A، فإن الجذور الممیّزة ل ـmِ مصفوفة دوریة ودورهاAإذا كانت

. m من المرتبةجذور للواحد
 

وبصورة خاصة، لدینا أیضاً النتیجة المباشرة: 
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3 مصفوفة غیر شاذةAإذا كانت 3A، بحیث إن×3 A= 
)2فإن ) 1m λ λ=  الممیّزة A. وجذورA هي الدالة الممیّزة المختزلة ل ـِ−
. ±1هي

3وكتوضیح لهذه النتیجة، لنأخذ المصفوفة المربعة 3× ،
0 1 1
3 2 3
2 2 3

A
− 

 = − 
 − 

 

 غیر شاذة، وفضلاً عن ذلك، لدینا: Aمن السهل رؤیة أن

2

0 1 1 0 1 1 1 0 0
3 2 3 . 3 2 3 0 1 0
2 2 3 2 2 3 0 0 1

A
− −     

     = − − =     
     − −     

 

3Aوبالتالي نجد A= وعلیه، وفقاً للنتیجة آنفة الذكر، تكون الدالة الممیّزة 
)2 هيAالمختزلة ل ـِ ) 1m λ λ= − .

 وفق ما یلي: Aیمكن تحدید الدالة الممیّزة المختزلة ل ـِ
 هي: Aإن الدالة الممیّزة ل ـِ

2

1 1
( ) 3 2 3 ( 1) ( 1)

2 2 3

λ
λ λ λ λ

λ

−
∆ = − + − = − +

− −
 

وبملاحظة أن: 
2( )( ) 0A I A I A I− + = − = 

یتضح لنا أن: 
( ) ( 1)( 1)m λ λ λ= − + 
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أوجد الجذور الممیّزة والدالة الممیّزة المختزلة للمصفوفة: 

1 2 4
1 2 4
1 2 4

A
− 
 = − − 
 − 

 

الحل: 
2A متساویة القوى باعتبار أنAإن المصفوفة A= :كذلك، نرى أن .

2( ) ( 1)( 2) 2 ( 1)λ λ λ λ λ λ λ∆ = + − + = − 
). 9-7وبالتالي الجذور الممیّزة هي الصفر والواحد، وهذا ما تؤكده المبرهنة (

) تكون من النمطAأما الدالة الممیّزة المختزلة ل ـِ ) ( 1)m λ λ λ= − .
 

- الدوال المميزة والمميزة المختزلة لمؤثر خطي: 8
. E مؤثراً خطیاً علىf، ولیكنK فضاءً متجهیاً على حقلEإذا كان
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 إذا وفقط إذا وجد fللمؤثر) قیمة ذاتیة (جذراً ممیزاً  ∋Kλندعو العدد السلمي

0متجه v E≠ ) بحیث∋ )f v vλ=ویسمى عندئذ .v  بالمتجه الذاتي الموافق
. λللقیمة الذاتیة

 
 لا یمكن أن یقابله سوى قیمة ذاتیة واحدة. vیتضح من ذلك، أن المتجه الذاتي

1لأنه لو كانت 2,λ λقیمتین ذاتیتین للمؤثر fوكان v المتجه الذاتي المقابل 
لهما، فیمكن أن نرى أن: 



  

1 2( ) , ( )f v v f v vλ λ= = 
1وبالتالي 2( ) 0vλ λ− 1 ومنه نجد= 2λ λ=0 باعتبار أنv ≠ .

 غیر وحید. vزد على ذلك، أن المتجه الذاتي
 مقابلاً f متجه ذاتي للمؤثرvα، فإنK عدداً سلّمیاً منαفي الواقع، إذا كان

، وذلك بملاحظة أن: λللقیمة الذاتیة
( ) ( ) ( ) ( )f v f v v vα α α λ λ α= = = 

 على الفضاء fسندعو من الآن وصاعداً ، لمجموعة القیم الذاتیة للمؤثر الخطي
) ویُرمز له ب ـfِهذا المؤثر بطیف Eالمتجهي )Spec f .
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 بحیث m. إذا كان یوجد عدد صحیح موجبE مؤثراً خطیاً علىfلیكن

0mfإن  أصغر عدد صحیح m. وإذا كانتمؤثر عدیم القوى f، فیقال إن=
0mfموجب بحیث إن . mمؤثر عدیم القوى ودلیله f، فیقال إن=
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. f قیمة ذاتیة ل ـِ∋Kλ، ولتكنE مؤثراً خطیاً على الفضاء المتجهيfإذا كان
 Eλ ویرمز له بـλ المقابل للقیمة الذاتیةfفضاءً ذاتیاً للمؤثر الخطيندعو 

 بما في ذلك المتجه صفر. fمجموعة المتجهات الذاتیة للمؤثر
 یحوي دوماً متجهاً ذاتیاً لا یساوي الصفر (واحداً Eλیُلاحظ أن الفضاء الذاتي
dimعلى الأقل) وبالتالي فإن 1Eλ . ولدینا أیضاً المبرهنة: ≤
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. E هو فضاء جزئي منE على الفضاءf للمؤثر الخطيEλإن الفضاء
البرهان: 

1لیكن 2,v vمتجهین ذاتیین یقابلان القیمة الذاتیة λولیكن ،α ًعدداً سلّمیا 
، فعندئذ یكون: Kمن

1 2 1 2 1 2 1 2

1 1 1 1

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

f v v f v f v v v v v
f v f v v v

λ λ λ
α α α λ λ α
+ = + = + = +
= = =

 

1وبالتالي 2 1,v v v Eλα+ . E فضاء ذاتي جزئي منEλ. إذن∋
 

 ∫wD� d�R* …e�OL*« W�«b�«
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. E مؤثراً خطیاً علىf ولیكنK فضاءً متجهیاً منتهيَ البعد على الحقلEلیكن

}1 لمصفوفة هذا المؤثر بالنسبة لقاعدة مرتبةAولنرمز ب ـِ }n
i ie ==B في هذا 

nIالفضاء فتدعى المصفوفة Aλ −) λ ( ًمصفوفة المؤثر  عدداً سلّمیا
Iالخطي fλ )، ویدعى المحدّد− ) nI Aλ λ∆ = الدالة  أو المحدّد الممیّز −

). من ناحیة ثانیة، المعادلةfالممیّزة ل ـِ ) 0λ∆ ، fالمعادلة الممیّزة ل ـِ تدعى =
)وجذور ) 0λ∆ . fالقیم الذاتیة ل ـِ، أو الجذور الممیّزة تدعى =

 

∫WE�ö�  
إن إیجاد الدالة الممیّزة لمؤثر خطي یؤول إلى إیجاد الدالة الممیّزة لأیة مصفوفة 

لهذا المؤثر. 
 عن طریق دراسة المعادلة fویمكننا إذن دراسة المعادلة الممیّزة لمؤثر خطي

 بالنسبة لِقاعدة مرتبة في هذا الفضاء. Aالممیّزة لأیة مصفوفة



  

 
وسنجد من المفید إیراد الأمثلة والتوضیحات التالیة: 
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3أوجد المعادلة الممیّزة والجذور الممیّزة للمؤثر الخطي 3( , )f Hom R R∈  

المعرف بالصیغة: 
( , , ) ( , 2 , )f x y z x x y z x z= + − + 

الحل: 
 هي: 3R بالنسبة للقاعدة القانونیة فيfمن الواضح أن مصفوفة المؤثر الخطي

1 0 0
1 2 1
1 0 1

A
 
 = − 
  

 

 هي: fوالمعادلة الممیّزة لـ

2

1 0 0
( ) 1 2 1 ( 1) ( 2)

1 0 1

λ
λ λ λ λ

λ

−
∆ = − − = − −

− −
 

. 1,1,2 هيfوبالتالي الجذور الممیّزة ل ـِ
 

∫WE�ö�  
 أیة قیمة ذاتیـة.  Eمن الممكـن ألا یكون لمؤثر خطـي على فضاء متجهي

 الذي 2R مؤثراً خطیاً علىfویكفي أن نعطي توضیحاً بسیطاً . فإذا كان
مصفوفته بالنسبة للقاعدة القانونیة في هذا الفضاء هي: 



  

0 1
1 0

A  
=  − 

 

2 هيAیُلاحظ أن الدالة الممیّزة ل ـِ 1λ  وهي غیر قابلة للاختزال ضمن حقل +
 قیماً ذاتیة. fالأعداد الحقیقیة وبالتالي لیس للمؤثر
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أوجــد القیـم الذاتیـة وأسـاسـیات الفضـاءات الذاتیـة للمؤثـر الخطـي  

2 2: [ ] [ ]f R X R X→ :المعرف بالصیغة 
2 2( ) (3 2 ) ( 2 3 ) 5f a bx cx a b a b x cx+ + = − + − + + 

]2حیث ]R X2 فضاء كثیرات الحدود من الدرجة أصغر أو تساوي .
الحل: 

,1}2 بالنسبة للقاعدة القانونیةfإن مصفوفة المؤثر الخطي , }x x=B في 
]2الفضاء ]R X :تعطى بالشكل 

3 2 0
2 3 0

0 0 5
A

− 
 = − 
  

 

، أي جذور المعادلة A هي القیم الذاتیة للمصفوفةfإن القیم الذاتیة للمؤثر
الممیّزة: 

2

3 2 0
( ) 2 3 0 ( 1)( 5) 0

0 0 5

λ
λ λ λ λ

λ

−
∆ = − = − − =

−
 

,1أي أن 5λ λ= = .



  

5λ المناظر للقیمةAمن ناحیة أخرى، إن الفضاء الذاتي للمصفوفة  له =
1الأساس 2{ , }U U1 والفضاء الذاتي المناظر للقیمةλ }3 له الأساس= }U 
حیث: 

1 2 3

1 0 1
1 , 0 , 1
0 1 0

U U U
−     
     = = =     
          

 

 المكون من: Bهذه المصفوفات هي مصفوفات الإحداثیات بالنسبة إلى
2

1 2 3( ) 1 , ( ) , ( ) 1P x x P x x P x x= − + = = + 
}2یتضح مما سبق أن 1 , }x x−  المناظر f هو أساس الفضاء الذاتي للمؤثر+

5λللقیمة 1} ویكون= }x+1 أساساً للفضاء الذاتي المناظر للقیمةλ = .
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1، ولتكنE مؤثراً خطیاً على فضاء متجهيfإذا كان 2, ,...., mv v v المتجهات 

1 الناشئة عن الجذور الممیّزة المتمایزةfالذاتیة للمؤثر 2, ,...., mλ λ λ .
1فعندئذ تكون المجموعة 2{ , ,....., }mv v v . ًمستقلة خطیا 

البرهان: 
1mنلاحظ أولاً أنه من أجل }1 نحصل على المجموعة= }v ، ًالمستقلة خطیا 

1باعتبار أن 0v  متجه ذاتي. ولكي نمضي وفقاً لطریقة الاستقراء الریاضي، ≠
1افترض أن المتجهات 2 1, ,...., mv v v  مستقلة خطیّاً ثم نبیّن أن −

1المتجهات 2 1, ,...., ,m mv v v v− . ًمستقلة خطیا 
1لنفرض أنه توجد أعداد سلّمیة 2, ,...., mα α α :بحیث إن 

)1                   (1 1 2 2 .... 0m mv v vα α α+ + + = 
. فنجد عندئذ، mλ) بـ1نضرب طرفي المعادلة (



  

)2                (1 1 2 2 .... 0m m m m mv v vα λ α λ α λ+ + + = 
من ناحیة ثانیة، لدینا: 

1 1 2 2( .... )m mf v v vα α α+ + + = 

1 1 2 2( ) ( ) ..... ( ) 0m mf v f v f vλ λ λ= + + + = 
 متجه ذاتي موافق للجذر iv مؤثر خطي، وباعتبار أنfوبما أن
)الممیّز 1,2,...., ) ii m λ= :نجد أن 

)3               (1 1 1 2 2 2 .... 0m m mv v vα λ α λ α λ+ + + = 
) نرى أن: 3) من (2بطرح (

1 1 1 2 2 2 1 1 1( ) ( ) .... ( ) 0m m m m m mv v vα λ λ α λ λ α λ λ− − −− + − + + − = 
0mوبما أن iλ λ− i من أجل≠ m≠1 وأن المتجهات 2 1, ,...., mv v v  مستقلة −

خطیاً بالفرض، فلدینا: 

1 2 1.... 0mα α α −= = = = 
0m) نستنتج عندئذ أن 1ووفقاً لـِ ( mvα 0mα وبالتالي = = .

1ومنه، وطالما أن المتجهات 2 1, ,...., mv v v  مستقلة خطیّاً ، −
1نجد 2 .... 0mα α α= = = = .

 أصفاراً ، أي أن iα) تصّح فقط إذا كانت جمیع المقادیر1وهذا یعني أن العلاقة (
المتجهات مستقلة خطیاً ، وبذا یتم إثبات المبرهنة. 

 
ونجد مباشرةً النتیجة المهمة التالیة: 
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. n منتهي البعدE مؤثراً خطیّاً على فضاء متجهيfلیكن



  

1إذا كانت 2, ,...., nv v v المتجهات الذاتیة الناشئة عن الجذور الممیّزة المختلفة 
1مثنى مثنى 2, ,...., nλ λ λفإن المتجهات الـ .n تكون مستقلة خطیاً وتشكل 

. Eقاعدة ل ـِ
. E للفضاءبالقاعدة الذاتیةوسندعو هذه القاعدة 

 
∫`O{u�  

3لیكن المؤثر الخطي 3( , )f Hom R R∈ :المعرف بالصیغة 
( , , ) ( 3 2 ,3 2 ,6 )f x y z x y z x y z z= − + − − − 

. 3Rأوجد قاعدة ذاتیة للفضاء
 

الحل: 
 هي: 3R بالنسبة للقاعدة القانونیة فيf إن مصفوفة

 
1 3 2

3 1 2
0 0 6

A
− − 
 = − − 
  

 

 
 هي: fإن المعادلة الممیّزة للمؤثر

( ) ( 6)( 4)( 2) 0I Aλ λ λ λ λ∆ = − = − + − = 
 ثلاث جذور ممیّزة مختلفة fوبالتالي للمؤثر الخطي

1 2 36, 4, 2λ λ λ= = −  وتوافق على الترتیب المتجهات الذاتیة: =
(1,1, 2) , (1, 1,0) , (1,1,0)− − 



  

وهي مستقلة خطیّاً لأنها تقابل ثلاث جذور ممیزة مختلفة وبالتالي المؤثر 
. 3R یعین قاعدة ذاتیة للفضاءfالخطي

 
∫WE�ö� لا تتغیر الدالة الممیّزة لمؤثر خطي على فضاء متجهي منتهي البعد 

بتغیر القاعدة في هذا الفضاء، وأن إیجادها یؤول إلى إیجاد الدالة الممیّزة لأیة 
مصفوفة لهذا المؤثر. 
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 على فضاء fلمؤثر خطي (الدالة الصغرى) الدالة الممیّزة المختزلةنعرف 
 بأنها الدالة الممیّزة المختزلة (الدالة الصغرى) لمصفوفة المؤثر Eمتجهي
 بالنسبة لقاعدة مرتبة. fالخطي

 

 

 

 ∫wD� d�R* W�dG�_«Ë …e�OL*« 5��«b�« 5� W�öF�«
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، فإن الدالة الأصغریة لأي K فضاءً متجهیاً منتهي البعد على الحقلEإذا كان

)مؤثر خطي , )f Hom E E∈ .تقسم الدالة الممیّزة له 
 

`O{u�  :
2لیكن 2( , )f Hom R R∈:حیث ( , ) (2 , )f x y x x y= + 

)، ثم حقق أنfأوجد الدالة الممیّزة ل ـِ ) 0f∆ = .



  

الحل: 
 هي: 2R بالنسبة للقاعدة القانونیة فيfإن مصفوفة المؤثر الخطي

2 0
1 1fM  

=  
 

 

 إذن: fوالدالة الممیّزة ل ـِ
2( ) 3 2λ λ λ∆ = − + 

وسوف نبین الآن أن: 
2( ) 3 2 0f f f I∆ = − + = 

لدینا: 
2( 3 2 )( , ) (4 ,3 ) 3(2 , ) 2( , )f f I x y x x y x x y x y− + = + − + + 

              
2(0,0) ; ( , )x y R= ∀ ∈ 

2أي أن  3 2 0f f I− + = .
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)، لیكنE مؤثراً خطیـاً على فضاء متجهيfإذا كـان ), ( )x m x∆  الدالتین 

). فإن جذور المعادلة الممیّزةfالممیّزة والممیّزة المختزلة ل ـِ ) 0x∆  هم بالضبط =
)جذور المعادلة الممیّزة المختزلة ) 0m x = .

البرهان: 
)لنبرهن أولاً أن كل جذر ل ـِ ) 0m x ) هو جذر ل ـِ= ) 0x∆ = .
) جذرٌ للمعادلة السلمیةλفي الحقیقة، لنفرض أن ) 0m x ) فعندئذ= )m x تقبل 

)القسمة على )x λ− :وبالتالي یكون 
)1                         (( ) ( ) ( )m x x R xλ= − 

)حیث )R xحدودیة من درجة أقل من ( )m x .



  

)لكن ) 0m x ، f هي المعادلة السلمیة ذات الدرجة الأدنى التي یحققها المؤثر=
)إذن ) 0R f u، ولنفرض أن≠ E∈متجه بحیث ( )( ) 0v R f u= ≠ .

)) نجد على الفور1 في المعادلة (f بـxالآن، إذا عوضنا ) 0f I vλ− = 
)وبالتالي )f v vλ=ومنه λِجذر ممیز ل ـ ( ) 0x∆  المتجه الذاتي v ویكون=

.  λالمقابل للجذر الممیز
)العكس، لنبرهن أن كل جذر ل ـِ ) 0x∆ ) هو جذر ل ـِ= ) 0m x = .

1لتكن    2
1 2 1( ) ...r r r

r rm x x x x xα α α α− −
−= + + + + + 

 f جذر ممیز لـλ، ولنفرض أنfالدالة الممیّزة المختزلة للمؤثر الخطي
0vوأن  المتجه الذاتي المقابل له. فعندئذ من السهل أن نرى أن: ≠

2 2( ) , ( ) , ........ ( )m mf v v f v v f v vλ λ λ= = = 
وبالتالي نجد أن: 

1 2
1 2 1( ) ( ... )r r r

r rm f v f f f f I vα α α α− −
−= + + + + + 

       
1 2

1 2 1... )
( )

r r r
r r v

m v
λ α λ α λ α λ α
λ

− −
−= + + + + +

=
 

)وبملاحظة أن ) 0m f 0v و= ) یتضح أن≠ ) 0m λ  جذراً λ ومنه=
)للمعادلة الممیّزة المختزلة ) 0m x  وبذا یتم إثبات المبرهنة. =

 
والآن یمكننا عرض النتیجة التالیة: 
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 الجذور نفسها عدا رتب تضاعف هذه fللدالتین الممیّزة والأصغریة لمؤثر خطي

الجذور. 
 



  

 ∫ UE�ö�Ë ZzU��
)إذا كان , )f Hom E E∈ :مؤثراً خطیاً ، فإن 
 فإن عدد f للمؤثر الخطيm جذراً ممیزاً ذات تعددیةλإذا كان -1

. m لا یتجاوزλالمتجهات الذاتیة المختلفة المقابلة ل ـِ
)) 4-9 (مبرهنة (E هو فضاء جزئي من الفضاءEλإن الفضاء الذاتي -2

، بالإضافة لذلك λمولد بالمتجهات الذاتیة المقابلة للجذر الممیز
dim ( )E ordλ λ≤ 

1 قاعدة ذاتیةfإذا عین المؤثر الخطي -3 2{ , ,..., }nv v vللفضاء E 
1مقابلة للجذور الذاتیة 2, ,..., rλ λ λ( )r n≤:فإن  

1 2
......

r
E E E Eλ λ λ= ⊕ ⊕ ⊕ 
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3لیكن المؤثر الخطي 3( , )f Hom R R∈ :حیث 

( , , ) (3 2 2 , 2 2 , )f x y z x y z x y z x y= + + + + − − 
 مجموع 3R ثم أوجد الفضاءات الذاتیة، هل الفضاءfأوجد القیم الذاتیة للمؤثر

مباشر لهذه الفضاءات الذاتیة. 
الحل: 

 هي: 3R بالنسبة للقاعدة القانونیة فيfإن مصفوفة
3 2 2
1 2 2
1 1 0

A
 
 =  
 − − 

 

) هيfوالمعادلة الممیّزة ل ـِ ) 0I Aλ λ∆ = −  أي: =
2 2( 3)( 2 2) 2 ( 1)( 2) 0λ λ λ λ λ− − + + = − − = 



  

1والجذور الممیّزة 1λ = ،2 2λ  مكرر. ولإیجاد الفضاءات الذاتیة =
1 2
,E Eλ λ ،

1المقابلة ل ـِ 2,λ λ علینا أولاً إیجاد المتجهات الذاتیة الناشئة عن الجذور ،
1الممیّزة 2,λ λ .
)إذا كان , , )v x y z=متجهاً ذاتیاً للمؤثر الخطي f :فنجد ،

( )f v vλ= 
وهذه العلاقة تؤول إلى جملة من المعادلات الخطیة المتجانسة: 

)           (
( 3) 2 2 0

( 2) 2 0
0

x y z
x y z
x y z

λ
λ

λ

− − − =
 − + − − =
 + + =

 

1λمن أجل الجذر الممیّز ) تصبح كما یلي: ، الجملة (=
0

2 0
x y z
x y z

+ + =
 + + =

 

ولدینا إذن فضاء ذاتي وحید البعد 
1

{ (1, 1,0) : }E Rλ α α= − ∈ .
)وكل متجه منه هو متجه ذاتي یحقق المعادلة  )f v v= .

2λكذلك، من أجل الجذر المضاعف ) تصبح: ، نرى أن الجملة (=
2 2 0

0
x y z

y
+ + =

 =
 

ولدینا إذن فضاء ذاتي وحید البعد
2

{ ( 2,0,1) : }E Rλ β β= −  وكل متجه ∋
)منه هو متجه ذاتي یحقق المعادلة ) 2f v v= .

یتضح لنا مما سبق أن: 

1 2 1 2

3 : dim dim 1R E E E Eλ λ λ λ≠ ⊕ = = 
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3لیكن المؤثر الخطي 3( , )f Hom R R∈ :المعرف بالصیغة 
( , , ) (0, , )f x y z x y= 

2أوجد الدالة الممیّزة لكلٍ من المؤثرات الخطیة 3, ,f f f .
 

الحل: 
 بالنسبة للقاعدة القانونیة fیُلاحظ قبل كل شيء أن مصفوفة المؤثر الخطي

 هي: 3Rفي
0 0 0
1 0 0
0 1 0

N
 
 =  
  

 

2لنرمز ب ـِ 3,N N2 لمصفوفتا المؤثرین الخطیین 3,f f على الترتیب، فنرى 
بسهولة أن: 

2 3

0 0 0
0 0 0 , 0
1 0 0

N N
 
 = = 
  

 

وعلیه نجد: 
  3

1( ) I Nλ λ λ∆ = − = 
2 3

2 ( ) I Nλ λ λ∆ = − = 
3 3

3 ( ) I Nλ λ λ∆ = − = 

 

- تمرينات محلولة: 9
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إذا كانت: 

7 4 0 0
12 7 0 0

20 11 6 12
12 6 6 11

A

 
 − − =
 − −
 − − 

 

 أربعة جذور متمیّزة بعضها عن بعضها الآخر. ثم حدّد المتجهات Aفبیّن أن ل ـِ
1الذاتیة 2 3 4, , ,v v v vِ1 الموافقة ل ـ 2 3 4, , ,λ λ λ λ .
الحل: 

)إن الدالة الممیّزة )λ∆ِل ـ A :هي 
7 4 6 12

( )
12 7 6 11

I A
λ λ

λ λ
λ λ

− − +
∆ = − = ×

+ − −
 

                 
2 2( 49 48)( 5 66 72)

( 1)( 1)( 2)( 3)
λ λ λ
λ λ λ λ

= − + − − +
= + − − −

 

,1فالجذور الممیّزة المتمایزة على التتالي 1,2,3− + 
1λإذا أخذنا =  نجد أن رتبة المصفوفة −

1

8 4 0 0
12 6 0 0

20 11 5 12
12 6 6 12

A I A Iλ

 
 − − − = + =
 − −
 − − 

 

1هي الثلاثة، ولإیجاد متجهات ذاتیة 2 3 4( , , , )v x x x x= موافقة للجذر 
1λالممیّز = ، علینا حل جملة المعادلات الخطیة المتجانسة: −



  

1 2

2 3 4

3 4

2 0
5 12 0

2 0

x x
x x x

x x

+ =
 + − − =
 + + =

 

یُلاحظ أن: 

1

2

3

4

1
2

2
1

x
x

v
x
x

α

   
   −   = =
   
   −  

 

ولدینا إذن فضاء متجهات وحید البعد، وكل متجه منه هو متجه یحقق 
Avالمعادلة v=  ولإیجاد أساس−

1
Eλ :نجد متجه مستقل ،

1

1
2

2
1

v

 
 − =
 
 
 

 

وأي متّجه من الفضاء الذاتي المتولد عن هذا المتجه هو متجه أیضاً موافق للجذر 
1λالممیّز = − .

1λوبطریقة مشابهة إذا استخدمنا الجذر الممیّز ) للمعادلة الممیّزة= ) 0λ∆ = ،
نجد جملة المعادلات الخطیة المتجانسة: 

1 2

1 2 3 4

1 2 3 4

3 2 0
20 11 7 12 0
6 3 3 5 0

x x
x x x x
x x x x

+ =
 + − − =
 + − − =

 

یُلاحظ أن: 



  

1

2

3

4

2
3

1
0

x
x

v
x
x

α

   
   −   ′= =
   
   

  

 

ولدینا كذلك فضاء ذاتي وحید البعد، وكل متجه منه هو متجه یحقق 
Avالمعادلة v=ولإیجاد أساس ،

2
Eλ : ًنجد مثلاً متجهاً مستقلا 

2

2
3

1
0

v

 
 − =
 
 
 

 

وأي متّجه من الفضاء الذاتي
2

Eλ المتولد عن هذا المتجه هو متجهٌ أیضاً موافق 
1λللجذر الممیّز = .

وأخیراً ، یمكن للقارئ أن یرى أن: 

3

0
0
3
2

v

 
 
 =
 
 − 

2λ متجه ذاتي یوافق الجذر الممیّز = 

4

0
0
4
3

v

 
 
 =
 
 − 

3λ متجه ذاتي یوافق الجذر الممیّز = 
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أوجد الجذور الممیّزة للمصفوفة المربعة: 
0 0 0
0 0 0

; ( , , , )
0 0 0

0 0 0

d
c

A a b c d R
b

a

∗

 
 
 = ∈
 
 
 

 

adثم حدد المتجهات الممیّزة والفضاءات الذاتیة الموافقة، وذلك عندما bc= .
الحل: 

 هي: Aإن الدالة الممیّزة ل ـِ
0 0

0
0 0

( ) 0
0 0

0 0
0 0

d
c

c
b

b
a

λ
λ

λ
λ λ λ

λ
λ

λ

−
−

−
∆ = = − +

−
−

 

0
0

0 0

c
d b

a

λ
λ
−

+ −
−

 

                          
2 2 2

2 2

( ) ( )
( )( )

bc ad bc
ad bc

λ λ λ

λ λ

= − − −

= − −
 

: فتنشأ حالتان
ad: إذا كانالحالة الأولى bc≠ فیتكون لدینا أربعة جذور ممیزة مختلفة فیما 

,بینها , ,ad ad bc bc− − 
ad: إذا كانالحالة الثانیة bc= فنجد عندئذ جذرین ممیزین 

1مضاعفین 2,bc bcλ λ= = . 2 رتبة تضاعف كلٍ منها−
 



  

 ∫WO�«c�«  «¡UCH�«Ë WO�«c�«  UN��*« œU�≈

1إذا أخذنا الجذر المكرر bcλ ad باعتبار أن= bc= ،
1لنفرض الآن أن 2 3 4[ , , , ]X x x x x=ِمتجه ذاتي ل ـ A1 مقابلٌ للجذر الممیّزλ ،

فعندئذ نجد: 

1 1

2 2
1

3 3

4 4

0 0 0
0 0 0

.
0 0 0

0 0 0

x xd
x xc
x xb
x xa

λ

    
    
     =
    
    

     

 

ومنه علینا حل المعادلتین الخطیتین المتجانستین: 

3 2

4 1

bx x
c
ax x
d

=

=

 

یُلاحظ أن: 

1

2

3

4

1 0
0 1
0

0

x
x b

bx c
cax a d

d

α
β

α ββ

α

 
                  = =   +                           

 

 

ولدینا إذن فضاء متجهات خطي ذو بعدین، وكل متجه منه هو متّجه یحقق 
AXالمعادلة bcX= .

 



  

ولإیجاد أساس للفضاء الذاتي
1

Eλ نجد حلین مستقلین للجملة المذكورة، من ،
الشكل: 

1 2

1 0
0 1

,0

0

X X b
ca

d

   
   
   

=   =  
   
   
      

 

 

وأي متجه من الفضاء الخطي المتولد عن هذین المتجهین هو متجه ذاتي موافق 
1للجذر bcλ = + 

2وبطریقة مماثلة إذا استخدمنا الجذر bcλ = ، نحصل على المتجهین −
الذاتیین المستقلین: 

3 4

1 0
0 1

,0

0

X X b
ca

d

−   
   −   

=   =  
   
   
      

 

ومنه: 
  

1 1 2{ : , }E X X Rλ α β α β= + ∈ 

2 3 4{ : , }E X X Rλ α β α β′ ′= + ∈ 
ونجد: 

1 1dim ( ) 2E ordλ λ= = 

2 2( ) 2ordE ordλ λ= = 
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أوجد الجذور الممیّزة والفضاءات الذاتیة الموافقة للمصفوفة: 

1 4 1 4
2 0 5 4
1 1 2 3
1 4 1 6

A

− − − 
 − =
 − −
 − − 

 

الحل: 
)3، هيAإن المعادلة الممیّزة ل ـِ 1) ( 2) 0λ λ− − . 1,1,1,2 وجذورها=

1λإذا أخذنا الجذر الممیز A، نجد أن رتبة المصفوفة= I− هي الثلاث وذلك 
بملاحظة أن: 

1 1 3 30 4 1 4
2 1 5 4 0 1 1 2
1 1 3 3 0 3 2 2
1 4 1 5 0 0 0 0

A I

− − − − − 
  − − −  − =
  − −
  − −     

 

1 1 3 3
0 1 1 2
0 0 5 4
0 0 0 0

− − 
 − 
 −
 
 

 

1ولإیجاد متجهات ذاتیة 2 3 4( , , , )X x x x x=علینا حل جملة 1 موافقة للجذر ،
المعادلات الخطیة المتجانسة: 



  

1 2 3 4

2 3 4

3 4

3 3 0
2 0

5 4 0

x x x x
x x x

x x

− + − =
 − + =
 − =

 

 وحید البعد، =1Eλولدینا إذن فضاء متجهات ذاتي
{ (3,6, 4, 5) : }E Rλ α α= − − ∈ 

AXوكل متجه منه هو متجه یحقق المعادلة X= .
2λوبطریقة مشابهة إذا استخدمنا الجذر ) للمعادلة= ) 0λ∆ ، نجد أن رتبة =

المصفوفة: 
1 4 1 4 1 0 1 0

2 2 5 4 0 0 0 0
2

1 1 4 3 0 0 3 2
1 4 1 4 0 1 0 1

A I

− − − −   
   − −   − =
   − − −
   − −   

 

تكون ثلاثاً ویكون بعد فضائها الذاتي الواحد، ویتولد الفضاء الذاتي الموافق 
2λل ـِ  بالمتجه: =

2
3
2
3

 
 
 
 −
 − 
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A,لتكن Bمصفوفتین مربّعتین n n×عناصرهما في حقل K إذا لم تكن كل .
A,من Bشاذتین فعندئذ تكون ,AB BA0 متشابهتین، وذلك لأنه إذا كانA ≠ 
)1فإن )A AB A BA− = 



  

وبالتالي فإنه لیس لها فقط الدالة الممیّزة نفسها، ولكن أیضاً الدالة الممیّزة المختزلة 
نفسها. 

 

∫WE�ö�إذا كانت ,A Bِشاذتین، یكون ل ـ ,BA AB الدالة الممیّزة نفسها، ولكن 
لیس بالضرورة الدالة الممیّزة المختزلة نفسها. 

 

∫`O{u�لكي نبیّن أنه إذا كانت كل من ,A B شاذتین فلیس من الضروري أن 
AB,یكون للمصفوفتین BA الدالة الممیّزة المختزلة نفسها، ویكفي أن نعطي 
توضیحاً بسیطاً . 

فإذا كان: 
1 2 2 4

,
1 2 1 2

A B   
= =   − − − −   

 

فعندئذ:  
0 0 2 4

,
0 0 1 2

AB BA
− −   

= =   
   

 

λ,2والدالتان الممیّزتان المختزلتان للمصفوفتین الأخیرتین هما λ .على الترتیب 
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 باعتبار أن: BA ول ـABِأوجد الدالة الممیّزة والدالة الممیّزة المختزلة ل ـِ

2 2 2 4 2 2
1 1 1 , 1 1 1
1 1 1 3 3 1

A B
− − −   
   = = − −   
   − − − − − −   

 



  

یُلاحظ أن: 
8 8 8 0 0 0

4 4 4 , 0 0 0
4 4 4 0 0 0

BA AB
− − −   
   = =   
      

 

وفضلاً عن ذلك، من السهل أن نبین أن الدالتین الممیّزتین المختزلتین للمصفوفتین 
2الأخیرتین هما 3,λ λِعلى الترتیب. ولكن ل ـ ,AB BA الدالة الممیّزة نفسها 

)3وهي )λ λ∆ = .



  

تمارين 
 

 جذر ممیّز nλ، فإنA جذراً ممیّزاً للمصفوفةλ) أثبت أنه إذا كانت1(
 عدد صحیح. n حیثnAللمصفوفة

 
) برهن أن الجذور الممیّزة لمصفوفة مثلثیة هي عناصر القطر الرئیسي. 2(
 
) إذا كانت: 3(

5 4 2
4 5 2
2 2 2

A
− 

 = − 
 − − 

 

2فتبیّن أن: 11 10 0A A I− + = 
 

، فعندئذA جذراً ممیّزاً لمصفوفة غیر شاذةα) إذا كان4(
A
α

 هو جذر ممیّز 

. adjAل ـِ
 
n جذراً بسیطاً للمعادلة الممیّزة لمصفوفة مربعةα) بیّن أنه إذا كان5( nA  فعندئذ ×

Aتكون رتبة Iα−1 هيn − .
 
: A) من أجل كل من المصفوفات التالیة6(



  

1 1 3
1 2 , 2 ,

3 1 1

a a b a b c
A b A a c A b c a

c c b c a b

     
     = − = =     
          

 

,حدّد الثوابت ,a b cكي تقبل ( ) 0λ∆ : A المعادلة الممیّزة ل ـِ=
ثلاثة جذور متساویة  -1
 جذر بسیط وآخر مضاعف -2

 ثلاثة جذور مختلفة -3
 

1) برهن أن المتجهات الذاتیة7( 2 3, ,X X Xلمصفوفة مربعة A الناشئة عن 
1جذور ممیّزة متباینة 2 3, ,λ λ λ . ًتكون مستقلة خطیا 

 
) برهن أن للمصفوفتین: 8(

2 2 1 2 1 1
1 3 1 , 0 2 1
1 2 2 3 2 3

A B
−   

   = = −   
   − −   

 

الجذور نفسها الممیّزة ولكنهما غیر متشابهتین. 
 
 التالیة، A) أوجد الدالة الممیّزة والدالة الممیّزة المختزلة لكل من المصفوفات9(

 ككثیرة حدود سلّمیة من درجة −1A أوجدAومن أجل كل مصفوفة غیر شاذة
. Aأصغریة في

1 0 0 1 2 3 1 1 1
0 2 0 , 0 1 0 , 2 2 2
0 0 3 0 0 1 3 3 3

−     
     −     
     −     

 



  

 
2 0 0 3

1 3 3
1 3 2 1

3 1 3 ,
2 4 3 2

0 0 2
1 0 0 2

 
−   − − −   −   − − −

 −    − − 

 

 
) إذا كانت: 10(

1 0 0 0
1 2 1 0
0 3 2 1
0 5 3 1

A

− 
 
 =
 −
 − 

 

)2بین أن -1 ) ( 1)( 3)λ λ λ λ∆ = +  .A هي الدالة الممیّزة ل ـِ−

 Aأوجد المتجهات الذاتیة الموافقة للمصفوفة -2

  مصفوفة غیر متردیّةAبین أن -3

 
، أوجد القاسم المشترك الأعظم A) من أجل كل من المصفوفات التالیة11(

I صفاً في المصفوفة−2لجمیع المحدّدات المصغّرة ذات Aλ . ثم عین الدالة −
. Aالممیّزة المختزلة ل ـِ

1 1 1 2 1 1 2 0 2
2 0 2 , 3 3 2 , 1 1 1
1 3 1 4 1 0 2 0 2

A A A
− − − −     

     = − = − =     
     −     

 

 



  

 A، أثبت أن المعادلة الممیّزة ل ـ2ِ مصفوفة مربعة من المرتبةA) إذا كانت12(
2هي ( ) det( ) 0tr A Aλ λ− + )، حیث= )tr Aهو أثر المصفوفة A .

 
) إذا كانت: 13(

4 3 3
2 1 2
3 3 2

A
− 

 = − 
 − − 

 

2Aفبیّن أن I=ِبیّن أیضاً أن الجذور الممیّزة ل ـ ،A1 هي, 1+ − .
 
A,) برهن أنه إذا كانت14( Bمصفوفتین مربعتین n n×وكانت A .غیر شاذة 

1فإن ل ـِ 1,A B BA−  الجذور الممیّزة الخاصة ذاتها. −
 
A,) من أجل الأزواج التالیة من المصفوفات15( B أوجد الدالة الممیّزة والدالة ،

. BA ول ـABِالممیّزة المختزلة ل ـِ
2 4 1 1

,
3 6 3 3

A B
−   

= =   −   
 

 
2 2 4 0 2 2
2 2 4 , 4 6 4

1 1 2 4 4 2
A B

− − −   
   = − =   
   − − − − −   

 

 
,) إذا كانت16( ,A B Cمصفوفات مربعة n n× فبیّن أن لكل من المصفوفات ،

, ,ABC BCA CAB .الدالة الممیّزة نفسها 



  

 
 فبیّن E على الفضاء المتجهيf قیمة ذاتیة للمؤثر الخطيλ) إذا كانت17(

. nf قیمة ذاتیة للمؤثرnλأن
 
4) لیكن المؤثر الخطي18( 4( , )f Hom R R∈ :معرفاً بالصیغة 

( , , , ) ( , ,2 , )f x y z t x y z t x y z t z x y z t= − + − − + + − − − + + 
 ثم أوجد الفضاءات الذاتیة المقابلة لها، وأثبت أن fأوجد القیم الذاتیة للمؤثر

 هو مجموع مباشر للفضاءات الذاتیة. 4Rالفضاء
 
 حیث: 9A) أوجد الجذور الممیّزة للمصفوفة19(

1 3 7 11
0 1 3 8
0 0 2 4
0 0 0 2

A

 
 − =
 −
 
 

 

 
) أوجد القیم الذاتیة والمتجهات الذاتیة للمصفوفة: 20(

1 1
1 1 :
1 1

A R
α

α α
α

∗

 
 = ∈ 
  

 

 
 

 
 



  



  

الفصل الثاني 

الاختزال القانوني لمصفوفات مربعة 
 
 

- اختزال مصفوفة مربعة إلى شكل قطري: 1
© n�dF�1≠1 ∫W�dDI�«  U�uHB*« ∫®

، جمیع عناصرها غیر الواقعة في القطر n من المرتبةDتدعى مصفوفة مربعة
. بالمصفوفة القطریةالرئیسي أصفاراً 

 
 ∫`O{u�

المصفوفة الواحدیة والمصفوفة الصفریة هما مصفوفتان قطریتان، وكذلك 
المصفوفتان: 

1 0 0 1 0 0
0 1 0 , 0 0 0
0 0 3 0 0 4

A B
   
   = − =   
      

 

 عناصرها Dوفي أغلب الأحیان، تُمثل أیة مصفوفة قطریة
1القطریة 2 3, , ,..., nα α α α:1 بالرمز 2 3( , , ,..., )nD diag α α α α= 

وعلیه نكتب:  
(1, 1,3) , (1,0,4)A diag B diag= − = 
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1الجذور الممیَّزة لمصفوفة قطریة 2 3( , , ,..., )nD diag α α α α= هي بالضبط 

العناصر الموجودة في القطر الرئیسي. 
البرهان: 

 هي: Dفي الحقیقة، إن الدالة الممیَّزة للمصفوفة القطریة

1 2( ) ( )( )....( )nI Dλ λ λ α λ α λ α∆ = − = − − − 
)وبالتالي، تقودنا جذور المعادلة الممیَّزة ) 0λ∆  D، إلى الجذور الممیَّزة ل ـِ=

وصحة المبرهنة تصبح عندئذ واضحة. 
 من المتجهات n الواردة أعلاه تمتلكDمن ناحیة ثانیة، إن المصفوفة القطریة

الذاتیة المستقلة خطیاً : 

1 2

1 0 0
0 1 0

, ,.....,

0 0 1

nv v v

     
     
     = = =
     
     
     

  
 

iوذلك لأن: i iDv vα=لأجل ( 1,2,...., )i n= .
 

© n�dF�1≠3 ∫WN�UA�*«  U�uHB*« ∫®
 من B مشابهة للمصفوفة المربعةn من المرتبةAیُقال إن المصفوفة المربعة

1P بحیث إنP إذا وجدت مصفوفة غیر شاذةnالمرتبة AP B− = .
 

© ‰U��1≠4 ∫®



  

A,إذا كانت B2 مصفوفتین مربعتین  حیث: ×2
1 1 2 0

,
1 1 0 0

A B   
= =   
   

 

A,فبیّن أن B .متشابهتان 
الحل: 

في الواقع، نوجد مصفوفة حقیقیة غیر شاذة،
a b

P
c d
 

=  
 

 بحیث 

APیكون PB=0، وذلك بحل معادلات خطیة متجانسة معینةb d+ = ،

0a c−   ومنه:=
a b

P
a b
 

=  − 
 

0ab مصفوفة غیر شاذة، نجد أنPمن جهة ثانیة، بما أن ، وعلیه یمكن ≠

إیجاد مصفوفة حقیقیة غیر شاذة
2 1
2 1

P  
=  − 

AP بحیث PB= 

A,والمصفوفتان B .متشابهتان 
 

© W�O��1≠5 ∫®
1Bإذا كان P AP−=1 فإنm mB P A P−=وذلك أیاً كان m ًعدداً صحیحا 
موجباً . 
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n من المرتبةAیُقال عن المصفوفة المربعة n× إنها مشابهة لمصفوفة 
1قطریة 2 3( , , ,..., )n n nD diag α α α α× ، إذا أمكن إیجاد مصفوفة غیر =
 وبحیث یكون: Pشاذة



  

1

2
1

0 0 0
0 0 0

0 0 0 n

P AP

α
α

α

−

 
 
 
 =
 
 
  





    

    



 

 
 من Aومسألتنا هي أن نحدد الشروط اللازمة بالنسبة لمصفوفة مربعة

nالمرتبة n×لكي تكون مشابهة لمصفوفة قطریة n nD ، وإعطاء طریقة لإیجاد ×
 المرغوبة (في حال وجودها)، وبحیث Pالمصفوفة غیر الشاذة

1تحقق
n nP AP D−
×= .

n مصفوفة مربعة من المرتبةAلنعتبر الآن n× بالاستناد إلى النتائج التي ،
)أوردناها سابقاً ، فإن جذور المعادلة الممیَّزة ) 0nI Aλ λ∆ = − ، تدعى =

. أما المتجهات الناشئة عن الجذور Aالجذور الممیَّزة أو القیم الذاتیة ل ـِ
1الممیَّزة 2, ,...., nλ λ λ :فتتعین وفق المعادلات المصفوفیة التالیة 

1 1 2 2( ) 0 , ( ) 0 , ... , ( ) 0n n n n nA I v A I v A I vλ λ λ− = − = − = 
 

ونورد المبرهنات التالیة: 
 

© WM���1≠7 ∫®
1Bلیكن P AP−=ولیكن Vِمتجهاً ذاتیاً ل ـ Bموافقاً للجذر الممیَّز λ فعندئذ 
Wیكون PV=ِمتجهاً ذاتیاً ل ـ Aموافقاً للجذر λ .نفسه 

البرهان: 
BVلدینا بالفرض أن Vλ=وباعتبار أن ،AP PB= :یتضح أن 



  

( )AW APV PBV P V Wλ λ= = = = 
 

إن هذه المبرهنة تقودنا إلى برهان المبرهنة التالیة: 
 

© WM���1≠8 ∫®
n، مشابهة لمصفوفة قطریةAإن أیة مصفوفة nD  من المتجهات الذاتیة n، تملك×

 مصفوفة غیر شاذة بحیث Cالمستقلة خطیّاً ، زد على ذلك، إذا كانت
1إن

1 2 3( , , ,..., )nC DC diag α α α α−  تكون متجهات ذاتیة C فإن أعمدة=
. Aل ـِ

البرهان: 
1نلاحظ أولاً أن

n nC AC D−
، من ناحیة ثانیة، وفقاً للحقیقة الواردة في الفقرة =×

nالأخیرة، فإن المصفوفة القطریة nD  من المتجهات الذاتیة المستقلة n تمتلك×
خطیاً من الشكل: 

1 2

1 0 0
0 1 0

, ,.....,

0 0 1

nv v v

     
     
     = = =
     
     
     

  
 

) iCVوبالرجوع إلى المبرهنة الأخیرة، تكون 1,2,...., )i n= متجهات ذاتیة ،
 مصفوفة غیر شاذة فإن هذه المتجهات C ناشئة عن الجذور الممیَّزة، وبما أنAل ـِ
 هي بوضوح مستقلة خطیاً . nالـ
 

© WM���1≠9 ∫®



  

nإذا كان لمصفوفة مربعة nA × ،n من المتجهات الذاتیة المستقلة خطیاً فعندئذ 
n مشابهة لمصفوفة قطریةAتكون nD × .

 
البرهان: 

1 من المتجهات الذاتیة المستقلة خطیاً n تمتلكAلنفرض أن 2 3, , ,..., nv v v v 
1الناشئة عن الجذور الممیَّزة 2 3, , ,...., nα α α α :على الترتیب، بحیث إن 

             ( 1,2,3,...., )i n=         i i iAV Vα= 
 غیر الشاذة التي تتألف أعمدتها من المتجهات Cلنشكل الآن المصفوفة

نا، فإن أعمدة المصفوفةivالذاتیة  هي AC، فعندئذٍ وفقاً للمعادلات المذكورة لتوِّ
iبالضبط، المتجهات ivα وفضلاً عن ذلك، إذا .

1كان 2 3( , , ,..., )nD diag α α α α= فمن الواضح أن متجهات العمود ،
i هي أیضاً CDللمصفوفة ivαوبالتالي AC CD= وهذا یعني ،

1Cأن AC D−  مشابهة لمصفوفة قطریة، وبذا یتم إثبات المبرهنة. A ومنه=
 

وبدمج النظریتین الأخیرتین نجد: 
 

© WM���1≠10 ∫®

nتكون مصفوفة مربعة nA  مشابهة لمصفوفة قطریة (قطورة) إذا، وفقط إذا، كان ×
 من المتجهات الذاتیة المستقلة خطیّاً . nلها
 

 ∫W�U� WE�ö�



  

n مصفوفة مربعةAلتكن n×ولنفرض أنها تملك ،n من المتجهات الذاتیة 
 التي Pالمستقلة خطیاً . فعندئذ، وفقاً للحقائق الواردة أعلاه، فإن المصفوفة

 تحقق الخاصة الهامة: Aأعمدتها متجهات ذاتیة ل ـِ

1
1

0

0
n n

n

P AP D
λ

λ

−
×

 
 = =  
  

 

 
1حیث 2 3, , ,..., nλ λ λ λِهي الجذور الممیَزة ل ـ A إن الخاصة المذكورة تعني .

 إلى الشكل القطري. Aتحویل (اختزال) المصفوفة المربعة
 

ویجدر بنا الإشارة إلى أنه: 
nلیس من الضروري أن تكون كل مصفوفة مربعة n×تملك n من المتجهات 

الذاتیة المستقلة خطیاً ، وبالتالي لیست كل المصفوفات مشابهة لمصفوفة قطریة. 
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 التالیة مشابهة لمصفوفة قطریة، وأوجد Aحدِّد فیما إذا كانت المصفوفة

1C غیر شاذة (إن وجدت)، بحیث تكونCالمصفوفة AC− .قطریة 
3 2 0
2 3 0

0 0 5
A

− 
 = − 
  

 

الحل: 
 هي: Aإن الدالة الممیَّزة ل ـِ



  

3 2 0
( ) 2 3 0

0 0 5
I A

λ
λ λ λ

λ

−
∆ = − = −

−
 

        
2

2

( 5)[( 3) 4]
( 5) ( 1)
λ λ

λ λ

= − − −

= − −
 

5λوبالتالي 1λ جذر ممیَّز مضاعف مرتین و=  جذر ممیَّز بسیط. =
لنبحث عن المتجهات الذاتیة الموافقة لتلك الجذور الممیَّزة. 

)في الواقع، لنفرض أن , , )v x y z=1 متجهاً ذاتیاً ناشئاً عنλ ، فعندئذ =
Avالمعادلة المصفوفیة v= :تؤول إلى المعادلتین الخطیتین المتجانستین 

0 , 0x y z− =  الموافق یعطى بالصیغة: =1vλ وبالتالي المتجه الذاتي=

)α   ،   (ثابت اختیاري مغایر للصفر 
1
1

0 0
V

α
α α
   
   = =   
      

 

5λأما من أجل الجذر المكرر 5Av، فالمعادلة المصفوفیة= v= تؤول إلى 
0المعادلتین الخطیتین المتجانستین , 0x y z z+ =  وبالتالي المتجه =

 الموافق یعطى بالصیغة: =5vλالذاتي
1 0

1 0
0 1

V β γ
−   
   = +   
      

 

وعلیه، إن المتجهین: 

1 2

1 0
1 , 0
0 1

v v
−   
   = =   
      

 



  

5λ المناظر للقیمة الذاتیة=5Eλیكونان أساساً للفضاء الذاتي = ،

3كذلك

1
1
0

v
 
 =  
  

1λ المناظر للقیمة=1Eλ، یكون أساساً للفضاء الذاتي = .

1الآن، یمكن أن نتحقق من أن 2 3{ , , }v v v :مستقلة خطیاً ، لذلك فإن المصفوفة 
1 0 1

1 0 1
0 1 0

P
− 
 =  
  

 

 إلى الشكل القطري. Aتحول
وأخیراً ، بحسابات بسیطة نترك للقارئ متعة التأكد من أن: 

1

1 1 0 3 2 0 1 0 1
1 0 0 1 2 3 0 1 0 1
2

1 1 0 0 0 5 0 1 0
P AP−

− − −     
     = −     
          

 

                                                         

5 0 0
0 5 0
0 0 1

 
 =  
  

 

 قابلة للتحویل (للاختزال) إلى الشكل القطري، وسندعو Aومنه المصفوفة المربعة
 إلى A التي أعمدتها المتجهات الذاتیة المستقلة خطیاً تُحوّل (تختزل)Pالمصفوفة

الشكل القطري. 
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n من المرتبةAإن المصفوفة المربعة n× قابلة للاختزال إلى الشكل القطري إذا 
 وبحیث A أعمدتها مؤلفة من المتجهات الذاتیة ل ـPِوجدت مصفوفة غیر شاذة

یكون: 

1
1

1 2( , ,..., )
0

0
n

n

P AP diag
λ

λ λ λ
λ

−

 
 = = 
  

 

یجدر بنا الإشارة إلى أن ورود الجذور الممیّزة في المصفوفة القطریة تتعلق بورود 
. Pالمتجهات الذاتیة في المصفوفة المحوّلة

 
 ∫ÍdDI�« qJA�« �≈ WF�d� W�uHB� ‰«e��«  «uD�

n مصفوفة مربعةAإذا كانت n× قابلة للاختزال إلى الشكل القطري، فلإیجاد 
 نتبع الخطوات الآتیة: Pالمصفوفة القطورة غیر الشاذة

1نوجد القیم الذاتیة (الجذور الممیَّزة) -1 2, ,..., nλ λ λللمصفوفة A ثم ،
1نحدّد المتجهات الذاتیة المستقلة خطیاً الموافقة ل ـِ 2, ,..., nλ λ λ .

 التي تتألف أعمدتها من المتجهات الذاتیة المستقلة Pنكّون المصفوفة -2
 .Aخطیاً ل ـِ

یمكن التحقق من صحة العلاقة المصفوفیة:  -3
1

1 2( , ,..., )nP AP diag λ λ λ− =. 

 
© s�d91≠13 ∫®

بیّن فیما إذا كانت المصفوفة التالیة قطورة: 
3 2
2 1

A
− 

=  − 
 



  

الحل: 
 هي: Aإن المعادلة الممیّزة ل ـِ

23 2
det( ) ( 1) 0

2 1
I A

λ
λ λ

λ
+ −

− = = + =
−

 

1λإذن = ، أما المتجهات الذاتیة A، هي القیمة الذاتیة الوحیدة للمصفوفة−
) فتتحدّد من خلال حلول المعادلة المصفوفیةλالناشئة عن ) 0I A v− −  التي =

0xتؤول على الفور إلى المعادلة الخطیة المتجانسة: y−  وحلولها: =

*1
, ( )

1
V R

α
α α

α
   

= = ∈   
   

 

 Eλ، وعلیه الفضاء الذاتي المرتبط(1,1)ومنه، نحصل على المتجه الذاتي الوحید
وحید البعد.  

، وهذا یعني أن Aإذن من المتعثر إیجاد متجهین ذاتیین مستقلین خطیاً ل ـِ
 غیر قابلة للاختزال إلى الشكل القطري (غیر قطورة). Aالمصفوفة
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n مصفوفة مربعةAلتكن n×1 جذورها الممیَّزة 2 3, , ,..., sα α α α 
1مضاعفة 2 3, , ,..., sv v v vعلى الترتیب. فالشرط اللازم والكافي لتكون ،A 

jAمشابهة لمصفوفة قطریة هو أن تكون رتبة المصفوفة Iα−هي jn v− 
. jαوذلك من أجل أي جذر
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 بحیث C وأوجدDحدِّد أیاً من المصفوفتین التالیتین مشابهة لمصفوفة قطریة
1Cإن AC D− . C، في حال وجود=



  

 

1 2

1 2 2 2 1 1
1 2 1 , 3 3 2
1 1 0 4 1 0

A A
− − − −   
   = = −   
   − −   

 

 
الحل: 

 هي: 1A- المعادلة الممیَّزة ل ـ1ِ
2

1 ( 1)( 1) 0I Aλ λ λ− = + − = 
1λوبالتالي، هناك جذر ممیَّز بسیط = 1λ، وجذر مكرر مضاعف− . یوافق =

1λالجذر المضاعف  المصفوفة: =

1

2 2 2
1 1 1
1 1 1

A I
− − − 
 − =  
 − − − 

 

ورتبتها وضوحاً الواحد، ونحصل على متجهین ذاتیین مستقلین خطیاً بحل 
0xالمعادلة y z+ +  وفق ما یأتي: =

1 2

1 1 1 1
1 0 ; 1 , 0
0 1 0 1

x
V y v v

z
α β

− − − −         
         = = + = =         
                  

 

1λأما الجذر البسیط =  فتوافقه المصفوفة: −

1

0 2 2
1 3 1
1 1 1

A I
− − 

 + =  
 − − 

 

1λ، ونحصل على المتجه الذاتي الوحید الموافق ل ـ2ِورتبتها =  وفق ما یلي: −



  

3

2 2
1 ; 1

1 1

x
V y v

z
γ

     
     = = − = −     
          

 

 التي أعمدتها المتجهات الذاتیة: Cإذا أخذنا المصفوفة
1 1 2

1 0 1
0 1 1

C
− − 
 = − 
  

 

1فعندئذ یكون
1 (1,1, 1)C A C diag− = − .

 هي: 2A- المعادلة الممیَّزة ل ـ2ِ
2

2 ( 1) ( 3) 0I Aλ λ λ− = − − = 
1λ. ویوافق الجذر المضاعف1,1,3وجذورها هي ، المصفوفة: =

2

1 1 1 1 1 1
3 2 2 3 2 2
4 1 1 0 0 0

A I
− −   

   − = − −   
   −   

 

)، یتضح أنه لا یمكن 14-1. ومنه بالرجوع للمبرهنة (2ورتبتها وضوحاً 
 أن تكون مشابهة لمصفوفة قطریة. 2Aللمصفوفة

 
نورد المبرهنة الهامة التالیة: 
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، جذورها K عناصرها في الحقلn مصفوفة مربعة من المرتبةAلتكن
1الممیّزة 2, ,..., kλ λ λ1 المضاعفة 2, ,..., km m m مرة على 
)الترتیب )i nλ =∑ .



  

 مشابهة لمصفوفة قطریة هو أن تكون الدالة Aفالشرط اللازم والكافي كي تكون
 أي: Kالممیّزة مفرقة على

1 2
1 2( ) ( ) ( ) .....( ) kmm m

kλ λ λ λ λ λ λ∆ = − − − 
dimوحیث إنّ  ( )i i iE m ord λ= = ،( 1,2,...., )i n= .

- المصفوفات المتعامدة: 2
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 متعامدة إذا كان معكوسها ومنقولها n من المرتبةPتكون مصفوفة مربعة
1متساویین، أي إذا كان TP P− = .

 
. تحقق العلاقة:Pنستنتج مباشرةً أن المصفوفة المتعامدة .T T

nP P P P I= = 
 

بالإضافة إلى ذلك، یُبرهن: 
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 متعامدة إذا وفقط إذا كان مجموع مربّعات عناصر أي Pتكون المصفوفة المربعة

صف مساویاً للواحد، ویكون الجداء الداخلي لأي متجهي صف متمیّزین مساویاً 
للصفر. 
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 تتمیز بأن المتجهات الممثلة Pیتضح من المبرهنة الأخیرة أن المصفوفة المتعامدة
بأعمدتها متعامدة مثنى وأطوال هذه المتجهات یساوي الواحد. ونُعبر عن هذه 

. خاصة التعامد للأعمدةالخاصة بـِ 



  

 
 ∫`O{u�

إن المصفوفات التالیة مصفوفات متعامدة: 
0 0 1 4 4 7

10 1 0 , 8 1 4
9

1 0 0 1 8 4

−   
   −   
   −   
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 هو مصفوفة متعامدة. Pإن معكوس مصفوفة متعامدة
1Qفي الحقیقة، إذا كان P−=:1، فعندئذ نجد( )T T TQ P P Q−= = = 

أیضاً ، لدینا: 
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 تكون مصفوفة متعامدة. nجداء مصفوفتین متعامدتین من مرتبة

P,ذلك لأنه إذا كان Q مصفوفتین متعامدتین، فعندئذ وفقاً لحقائق أساسیة في 
المصفوفات نكتب: 

1 1 1( ) . ( )T T TPQ Q P Q P PQ− − −= = = 
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det مصفوفة متعامدة، فإنPإذا كانت 1P = ± .

TPPإن هذه الحقیقة تنتج على الفور من كون I= وذلك بأخذ محدّدات 
الطرفین. 
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الجذور الممیّزة لمصفوفة متعامدة حقیقیة لها قیمة مطلقة تساوي الواحد. 
البرهان: 
0v، فیوجد متجه عمودP جذراً ممیزاً لمصفوفة متعامدة حقیقیةλإذا كان ≠ 

بحیث إن: 
)1                         (PV Vλ= 

وبأخذ مرافق المنقول لطرفي المعادلة المصفوفیة الأخیرة نجد: 
)2                       (* *TV P Vλ= 

) طرفاً لطرف نرى أن: 2) و(1بتشكیل جداء المصفوفتین في (
* *TV P PV V Vλλ= 

 عمودیة، یمكن أن نكتب: Pوبالاستفادة من كون
*(1 ) 0V Vλλ− = 

V*وأخیراً ، بما أن V1 مصفوفة  غیر صفریة، یتضح أن: ×1
1λ λλ= = 
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. ±1إن أیة مصفوفة متعامدة حقیقیة لا تملك جذوراً ممیزةً حقیقیةً سوى

 

- الاختزال العمودي لمصفوفة متناظرة حقيقية إلى شكل قطري: 3
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nیُقال عن المصفوفة المربعة nA  إنها قابلة للتحویل العمودي (الاختزال العمودي) ×
TP بحیث تكونPإلى شكل قطري إذا وجدت مصفوفة متعامدة AP قطریة. وفي 

 إلى الشكل القطري. A تحول عمودیاً المصفوفةPهذه الحالة، یُقال إن المصفوفة
، أي المصفوفات تكون قابلة للتحویل الأوللدینا سؤلان یؤخذان بعین الاعتبار. 

 لتجرى من P، كیف نجد مصفوفة متعامدةوالثانيالعمودي إلى الصیغة القطریة؟ 
خلالها التحویل العمودي إلى الشكل القطري لمصفوفة قابلة لهذا التحویل؟ 
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nإن أیة مصفوفة nA  من n قابلة للتحویل العمودي إلى شكل قطري، تملك×
المتجهات الذاتیة المتعامدة المنظمة. 

البرهان: 
 مصفوفة قابلة للتحویل العمودي إلى الشكل القطري، فتوجد مصفوفة Aبما أن

1P بحیث تكون المصفوفةn من المرتبةPمتعامدة AP− .قطریة 
، وباعتبار A المتجهات الذاتیة للمصفوفةn تتألف منPزد على ذلك، أن أعمدة

 متعامدة، فالمتجهات الذاتیة تكون متعامدة منظمة. وبذلك یتم إثبات Pأن
المبرهنة. 

 
© WM���3≠3 ∫®

nإذا كان لمصفوفة مربعة nA × ،n من المتجهات الذاتیة المتعامدة المنظمة فعندئذ 
 قابلة للتحویل العمودي إلى الشكل القطري. Aتكون

البرهان: 
 من المتجهات الذاتیة المتعامدة n تمتلكAلبرهان هذه المبرهنة، نفرض أن

1المنظمة 2, ,....., nX X X1 الناشئة عن الجذور الممیّزة 2, ,..., nα α α على 



  

 التي أعمدتها P)، فإن المصفوفة2-3الترتیب، فعندئذ وفقاً للمبرهنة (
 إلى الشكل القطري. A تحول المصفوفةiXالمتجهات

 متعامدة منظمة، Pوإذا لاحظنا أن المتجهات الذاتیة التي تشكل أعمدة المصفوفة
 قابلة للتحویل العمودي إلى الشكل القطري. A عمودیة، وعلیه المصفوفةPفتكون

 
وبدمج المبرهنتین الأخیرتین نحصل على المبرهنة: 
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nتكون مصفوفة مربعة nA  قابلة للتحویل العمودي إلى الشكل القطري إذا وفقط إذا ×
 من المتجهات الذاتیة المتعامدة المنظمة. nكان لها
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nإن أیة مصفوفة nA  قابلة للتحویل العمودي إلى الشكل القطري تكون متناظرة. ×
البرهان: 

 قابلة للتحویل العمودي إلى الشكل القطري، فعندئذ بالرجوع Aفي الحقیقة، بما أن
 متعامدة وأعمدتها مؤلفة من المتجهات P)، توجد مصفوفة3-3إلى المبرهنة (

TP وبحیث إنAالذاتیة المتعامدة المنظمة ل ـِ AP D=أي TPDP A= ومنه 
نجد: 

( )T T T T T TA PDP PD P PDP A= = = = ◌ِ
 متناظرة. Aوهذا یعني أن

 
نورد دون برهان المبرهنة التالیة: 
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n مصفوفـة متناظرة حقیقیـة مربعـةAإذا كـانت n×  جذورهـا الممیّـزة 

1 2, ,..., nα α αفتوجد مصفوفة متعامدة حقیقیة ،P بحیث 
1إنّ  2( , ,..., )T

nP AP diag α α α= .
 

لن نتطرق إلى برهان المبرهنة، لأنه یحتاج إلى مفاهیم إضافیة خارج نطاق هذا 
الكتاب، ولكن یكفي الإشارة إلى أن البرهان یتم وفقاً لطریقة الاستقراء الریاضي. 
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نورد قبل كل شيء التمهیدیة التالیة: 
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nیكون المتجهان الذاتیان لمصفوفة متناظرة حقیقیة nA  الناشئان عن جذرین ×
ممیّزین متمیزین متعامدین. 

البرهان: 
λ,لیكن µجذرین ممیّزین ( )λ µ≠ِل ـ A ولنفرض أن المتجهین الذاتیین 

λ,الموافقین ل ـِ µ :هما على الترتیب 

1 1

2 2,

n n

x y
x y

v w

x y

   
   
   = =
   
   
   

 
 

فعندئذ، یكون لدینا: 



  

, ( )Av v Aw wλ µ λ µ= = ≠ 
وبالتالي نجد: 

)1                        (T Tw Av w vλ= 
)2                        (T Tv Aw v wλ= 

 متناظرة، نجد: A)، وبالاستفادة من كون2نأخذ الآن منقول طرفي المعادلة (
( ) 0Tw vλ µ− = 

λوباعتبار أن µ≠ 0 یتضح أنTw v = .
 

n مصفوفة متناظرة حقیقیة مربعةAإذا كانت n×) توجد 6-3. فوفقاً للمبرهنة ،(
 إلى الصیغة القطریة. A تختزلPمصفوفة متعامدة حقیقیة

 التي تحول مصفوفة حقیقیة Pفي الحقیقة، أنّ إیجاد المصفوفة المتعامدة
 إلى الصیغة القطریة أمراً ممكناً ، ولكن یحتاج لحقائق n من المرتبةAمتناظرة

إضافیة خارج نطاق هذا الكتاب. 
 من أجل Pوعلى أیة حال، سنكتفي هنا بتحدید المصفوفات المتعامدة الحقیقیة

 ذات المرتبة الثانیة والثالثة فقط. Aالمصفوفات المتناظرة الحقیقیة
أولاً : 

2 مصفوفة متناظرة مربعةAإذا كانت 1 جذورها الممیّزة×2 2,λ λ مع اعتبار 
1أن 2( )λ λ≠1، ولنفرض أن المتجهات الذاتیة الموافقة لها 2,V V وبالتالي فإنه ،

) یجب أن یكونا متعامدین. 7-3وفقاً للتمهیدیة (
1لنرد المتجهات الذاتیة المتعامدة 2,V V إلى الصیغة الناظمیة، ثم نأخذ المتجهات 

TP، وینبغي ملاحظة أنPالتي حصلنا علیها كأعمدة للمصفوفة غیر شاذة AP 
مصفوفة قطریة. 

ثانیاً◌ً : 



  

3 مصفوفة متناظرة حقیقیة مربعةAإذا كانت  جذورها الممیّزة ×3
1المتمایزة 2 3, ,λ λ λ فنجد باتباع مناقشة مماثلة للحالة الأولى على متجهات .

1متعامدة فیما بینها والناشئة عن الجذور 2 3, ,λ λ λ تُستخدم هذه المتجهات بعد .
 المرغوبة وبحیث Pردّها إلى الصیغة الناظمیة، كأعمدة للمصفوفة المتعامدة

TPتكون AP .قطریة 
ثالثاً : 

3 مصفوفة متناظرة حقیقیة مربعةAإذا كانت λ, وجذورها الممیّزة ×3 µ مع  
)اعتبار أن ) 1 , ( ) 2ord ordλ µ= . ونهدف إلى إیجاد مصفوفة =

TP بحیثPمتعامدة AP .قطریة 
، لدینا المتجه الذاتي λلنفرض أنه من أجل الجذر الممیّز البسیط

1الموافق 2 3( , , )U x x x=  
)، 14-1 المضاعف مرتین، فإنه وفقاً للمبرهنة (µأما من أجل الجذر الممیّز

Aیجب أن تكون رتبة المصفوفة Iµ− تساوي الواحد. وبالتالي جملة المعادلات 
1الخطیة المتجانسة تؤول إلى معادلة خطیة، ولنفرض أن 2 3( , , )V y y y= 

. وینبغي على القارئ رؤیة أن µمتجهاً ذاتیاً مغایراً للصفر موافقاً للجذر الممیّز
U,المتجهین الذاتیین V .متعامدان 

1الآن، للحصول على المتجه الثالث 2 3( , , )W z z z= نلحق بالمعادلة الخطیة .
المذكورة المعادلة الإضافیة: 

1 1 2 2 3 3 0y z y z y z+ + = 
وهكذا نحصل من المعادلتین الخطیتین المتجانستین الأخیرتین على متجه ذاتي 

U,وحید متعامد مع المتجهین V .



  

وأخیراً ، نرد المتجهات الثلاثة التي حصلنا علیها إلى الصیغة الناظمیة، ونستخدمها 
TP التي تكون من أجلها Pبالتالي كأعمدة للمصفوفة المتعامدة AP مصفوفة 

قطریة. 
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 مصفوفة حقیقیة متناظرة، Aإذا كانت

4 2 2
2 4 2
2 2 4

A
 
 =  
  

 

TP بحیث تكون المصفوفةPفأوجد مصفوفة حقیقیة متعامدة AP .قطریة 
الحل: 

 هي: Aإن الدالة الممیّزة لمصفوفة
 

4 2 2 4 2 2
( ) 2 4 2 2 4 2

2 2 4 0 2 2

λ λ
λ λ λ

λ λ λ

− − − − − −
∆ = − − − = − − −

− − − − + −
 

2 2 22( 2) ( 2) ( 6) ( 2) ( 8)λ λ λ λ λ= − − + − − = − − 
 

2λ هي: Aوبالتالي الجذور الممیّزة ل ـِ 8λ مضاعف، =  بسیط. =
8λمن أجل الجذر البسیط  ، فإن المعادلة المصفوفیة: =

 



  

4 2 2
2 4 2 8
2 2 4

x x
y y
z z

     
     =     
          

 

تؤول إلى المعادلتین الخطیتین المتجانستین: 
2 0 , 2 0x y z x y z+ − = − + = 

ومجموعة الحلول عندئذ: 

)α         ،       (ثابت اختیاري 
1
1
1

x
y
z

α
   
   =   
      

 

U(1,1,1)وبالتالي نحصل على المتجه الوحید 8λ الموافق للجذر البسیط= = .
2λمن أجل الجذر الممیّز المضاعف ، أن المعادلة المصفوفیة: =

 

4 2 2
2 4 2 2
2 2 4

x x
y y
z z

     
     =     
          

 

تكافئ المعادلة الخطیة المتجانسة: 
)1                          (0x y z+ + = 

)وبالتالي نحصل على متجه ذاتي 1,1,0)V = . U متعامد مع−
) المعادلة: 1، نلحق بالمعادلة (Vمن أجل الحصول على متجه ثانِ متعامد مع

)2                         (0x y− + = 
)ومنه نرى أن 1, 1,2)W = − V, متجه ذاتي متعامد مع كلٍ من− W .

أخیراً ، نردُّ المتجهات الثلاثة التي حصلنا علیها إلى الصیغة الناظمیة فنحصل 
على المصفوفة المتعامدة: 



  

1 1 1
2 6 3

1 1 1
2 6 3

2 10
6 3

P

 − − 
 
 = − 
 
 
  

 

TP(2,2,8)التي تحقق المعادلة المصفوفیة  AP diag= .(تأكد من ذلك) 
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لتكن المصفوفة الحقیقیة المتناظرة: 

1 2 1
2 2 2

1 2 1
A

− − 
 = − − 
 − − 

 

 

TP بحیث تكون المصفوفةPأوجد مصفوفة حقیقیة متعامدة AP .قطریة 
الحل: 

 هي: Aإن الدالة الممیّزة ل ـِ
 

2

1 2 1
( ) 2 2 2 ( 2) ( 4)

1 2 1

λ
λ λ λ λ

λ

+ −
∆ = − = + −

− +
 

 

2λ هي:Aوالجذور الممیّزة ل ـِ = 4λ مضاعف،−  بسیط. =
4λمن أجل الجذر البسیط ، فإن المعادلة المصفوفیة: =



  

1 2 1
2 2 2 4

1 2 1

x x
y y
z z

− −     
     − − =     
     − −     

 

تؤول إلى المعادلتین الخطیتین المتجانستین: 
2 5 0 , 2 0x y z y z− − = − = 

ومجموعة الحلول للجملة الخطیة: 

)α          ،     (ثابت اختیاري 
1
2

1

x
y
z

α
   
   = −   
      

 

,1)وبالتالي نحصل على المتجه الذاتي الوحید 2,1)U =  الموافق للجذر −
4λالممیز = .

2λمن أجل الجذر المكرر المضاعف = ، فإن المعادلة المصفوفیة: −
 

1 2 1
1 2 2 2

1 2 1

x x
y y
z z

− −     
     − − = −     
     − −     

 

تكافئ المعادلة الخطیة، 
)1                           (2 0x y z− + = 

ومجموعة الحلول: 

),α β        ،  (ثوابت اختیاریة 
2 1
1 0
0 1

x
y
z

β γ
−     

     = +     
          

 

 



  

V(1,1,1)وبالتجربة نجد أن . وللحصول على U هو متجه ذاتي متعامد مع=
، نلحق بالمعادلة الأخیرة المعادلة التالیة: Vمتجه ثان متعامد مع

)2                        (0x y z+ + = 
,1,0)) أنَّ 2) و(1یتضح من ( 1)W = V, متجه متعامد مع− W .

وأخیراً ، نرد المتجهات الثلاثة التي حصلنا علیها إلى الصیغة الناظمیة فنحصل 
على المصفوفة المتعامدة: 

 

1 1 1
6 3 2
2 1 0
6 3

1 1 1
6 3 2

P

 
 
 
 = − 
 
 −  

 

 

,4)التي تحقق المعادلة المصفوفیة 2, 2)TP AP diag= − − .
 

- اختزال مصفوفة مربعة إلى شكل مثلثي: 4
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تدعى المصفوفة المربعة الموجودة عناصرها فوق (أو تحت) القطر الرئیسي 
. بالمصفوفة المثلثیةأصفاراً 

 
 ∫`O{u�



  

إن المصفوفة الواحدیة والمصفوفة القطریة هما مصفوفتان مثلثیتان. كذلك 
المصفوفتان: 

0 0 1 2 4
1 5 0 , 0 1 5

2 1 2 0 0 3

i
i
i

−   
   +   
   −   

 

ومن الملائم مع أنه غیر ضروري أن نشیر للمصفوفات التي تقع جمیع عناصرها 
تحت القطر الرئیسي (فوق القطر الرئیسي) أصفاراً ، بالمصفوفة المثلثیة من الأعلى 

(المثلثیة من الأدنى). 
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n من المرتبةAیُقال عن المصفوفة المربعة n× مشابهة لمصفوفة  إنها

nمثلثیة nT 1Q بحیث یكونQ، إذا أمكن إیجاد مصفوفة غیر شاذة× AQ T− = .
ومن الطبیعي أن یتساءل القارئ عن طبیعة المصفوفات المشابهة لمصفوفات 

مثلثیة. 
nرأینا أن عملیة اختزال مصفوفة مربعة nA  إلى الصورة القطریة (تقطیر مصفوفة) ×

لیست ممكنة دوماً . فقد وجدنا أن الشرط اللازم والكافي لذلك هو أن تكون الدالة 
 وأن یكون: K مفرقة على الحقلAالممیّزة ل ـِ

dim ( ); ( 1,2,..., )
i iE ord i nλ λ= = 

 
وبصورة مماثلة نورد المبرهنة التالیة: 
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nإن كل مصفوفة مربعة nA  تكون مشابهة دوماً لمصفوفة مثلثیة، K على حقل×
. Kإذا وفقط إذا كانت دالتها الممیّزة مفرقة على الحقل

 
یقدم التمرین التالي شرحاً مفصلاً للمبرهنة السابقة. 
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لتكن المصفوفة الحقیقیة: 
3 2 1
1 0 1

1 1 2
A

 
 = − − 
  

 

 

 مشابهة لمصفوفة قطریة (قطورة). A مشابهة لمصفوفة مثلثیة (ثلوثة)، هلAهل
الحل: 

 هي: Aإن الدالة الممیّزة ل ـِ

2

3 2 1
( ) 1 1 ( 3)( 1) ( 1)

1 1 2

λ
λ λ λ λ λ

λ

− − −
∆ = = − − + −

− − −
 

 

              2 2( 1)( 4 4) ( 1)( 2)λ λ λ λ λ= − − + = − − 
 

 ثلوثة. A یتضح أنR فروقة علىAوبما أن الدالة الممیزة ل ـِ
 هي: Aمن ناحیة أخرى، إن الدالة الممیّزة الصغرى ل ـِ

2( ) ( 1)( 2)m λ λ λ= − − 



  

)وذلك بملاحظة أن )( 2 ) 0A I A I− −  لیست A وهذا یعني أن المصفوفة≠
قطورة. 
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3لتكن المصفوفة ( )A M K∈ :حیث ،
0 1 0
1 0 1

0 0 1
A

 
 = − 
  

 

 مصفوفة ثلوثة (قطورة)، ناقش ذلك. Aهل
الحل: 

 هي: Aإن الدالة الممیّزة ل ـِ

2

1 0
( ) 1 1 ( 1)( 1)

0 0 1

λ
λ λ λ λ

λ

−
∆ = − = − +

−
 

 وبالتالي فهي لیست ثلوثة ولیست Rیُلاحظ أن الدالة الممیّزة غیر فروقة على
 وذلك بملاحظة أن: Cقطورة. بینما أن الدالة الممیّزة فروقة على

( ) ( 1)( )( )i iλ λ λ λ∆ = − − + 
 ثلوثة، ویمكن للقارئ من جهة أخرى أن یبین أنها قطورة. Aوبالتالي
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 تشابه مصفوفة مثلثیة تكون عناصر n من المرتبةAإن كل مصفوفة مربعة
. Aقطرها الرئیسي هي الجذور الممیّزة ل ـِ

البرهان: 



  

1 الجذور الممیّزةn من المرتبةAلیكن للمصفوفة 2, ,..., nλ λ λ .
0X فیوجد عندئذ متّجه عمودA جذرٌ ممیّزٌ ل ـ1λِبما أن  بحیث ≠

1AXإن Xλ= ونستخدم المتجه المذكور كأول عمود من مصفوفة غیر 
1، ویمكن ملء الأعمدة الباقیة بعدة طرق بشرط أن یكون1Qشاذة 0Q ≠ .

1 هو بدقة المتجه1AQوبالتالي یكون العمود الأول من 1Xλ ومن السهل أن تبیّن 
1أن العمود الأول من المصفوفة

1 1Q AQ−1 هو[ ,0,0,.....,0]λ :أي أن ،
 

1

1
1 1

1

* * *
0
0

0

Q AQ
A

λ

−

 
 
 
 =
 
 
  





 

 

حیث تشیر النجوم في الصف الأول إلى عناصر لیست بالضرورة جمیعها أصفاراً ، 
1n فهي مصفوفة من المرتبة1Aأما . وإذا لاحظنا أن: −

1
1 1 1 1( )I A I Q AQ I Aλ λ λ λ λ−− = − = − − 

) ذات الـ1Aنستنتج أن الجذور الممیزة للمصفوفة المربعة 1)n  صفاً هي −
1بالضبط 2, ,..., nλ λ λ ونكرر تماماً ما ذكر أعلاه، بالنسبة للمصفوفة 
، فنحصل على مصفوفة من الشكل: 1Aالمربعة

 



  

2

1
2 1 2

2

* * *
0
0

0

Q A Q
A

λ

−

 
 
 
 =
 
 
  





 

2n مصفوفة من المرتبة2Aحیث . وبصورة خاصة، ینبغي ملاحظة كحالة −
3nخاصة أنه إذا كان 2 فإن= 3[ ]A λ=نكرر هذه الطریقة .( 1)n  خطوة −

على الأكثر. 
وإذا كتبنا: 

2 21
1

3 12

0 00
. . .....

0 00
n

n

I II
Q Q

Q QQ
−

−

    
=     

     
 

 

1Qنجد أن AQ−ِمثلثیة عناصر قطرها هي الجذور الممیّزة ل ـ A .
 

إن برهان المبرهنة الأخیرة تقودنا إلى طریقة عملیة للتثلیث (لیست الوحیدة). 
سنوضح هذه الطریقة من خلال التمرین التالي: 
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اختزل المصفوفة: 
7 3 4
6 2 5

4 2 1
A

− 
 = − − 
 − 

 

1T بحیث یكونQ وأوجد المصفوفةTإلى مصفوفة مثلثیة Q AQ−= .
الحل: 



  

)2 هيAإن الدالة الممیّزة ل ـِ ) ( 2)( 1)λ λ λ∆ = − − 
)وجذور المعادلة الممیزة  ) 0λ∆ . 2,1,1  هي =

 المعادلة المصفوفیة: 2یوافق الجذر الممیز البسیط
7 3 4
6 2 5 2

4 2 1

x x
y y
z z

−     
     − − =     
     −     

 

التي تؤول إلى المعادلتین الخطیتین المتجانستین: 
0 , 2 0x y z y z+ − = − = 

1وبالتالي نحصل على المتجه الذاتي [1,1,2]V 2λ الموافق للجذر الممیز= = .
 ویمكن بناء الأعمدة الباقیة بطرق 1Qنستخدمه كأول عمود من مصفوفة غیر شاذة

1اختیاریة شرط أن یكون 0Q . فنجد: ≠

1

1 0 0
1 1 0
2 0 1

Q
 
 =  
  

 

وبحسابات بسیطة، نرى أن: 

1 1
1 1 1

1 0 0 2 3 4
1 1 0 , 0 5 9
2 0 1 0 4 7

Q Q AQ− −

−   
   = − = −   
   − −   

 

 هي مصفوفة مربعة من المرتبة الثانیة، ومن السهل أن نبیّن - وفقاً لما ورد 1Aإن
2 هي Aفي المبرهنة الأخیرة- أن الجذور الممیّزة ل ـِ 1λ = ،  3 1λ = 

2لنأخذ الآن المصفوفة المستخلصة 

5 9
4 7

A
− 

=  − 
 .

2في الحقیقة، یوافق الجذر الممیّز 1λ  المعادلة المصفوفیة: =



  

5 9
4 7

x x
y y

−     
=     −     

 

التي تؤول بسهولة إلى المعادلة الخطیة الوحیدة: 
2 3 0x y− = 

2وبالتالي نحصل على متجه ذاتي [3,2]V 1λ الموافق للجذر الممیّز= = ،
. ویمكن ملء 2Q كأول عمود من مصفوفة2Vوتماماً كما ورد أعلاه، نستخدم

2الأعمدة الباقیة بحیث 0Q ، ولنعتبر: ≠

2

3 0
2 1

Q  
=  
 

 

وبحسابات بسیطة، نرى أن: 

1
2 2 1 2

1 31 01 ,
2 33 0 1

Q Q A Q−   
= =   −   

 

 إلى الصورة المثلثیة من A التي تحول المصفوفةQنبحث الآن عن المصفوفة
خلال المعادلة المصفوفیة: 

1
2

1 0
.

0
Q Q

Q
 

=  
 

 

 

      
1 0 0 1 0 0 1 0 0
1 1 0 . 0 3 0 1 3 0
2 0 1 0 2 1 2 2 1

     
     = =     
          

 

وفضلاً عن ذلك، نجد: 



  

1

3 0 0 7 3 4 1 0 0
1 1 1 0 6 2 5 1 3 0
3

4 2 3 4 2 1 2 2 1
Q AQ−

−     
     = − − −     
     − − −     

 

 

 
21 9 12 1 0 0 2 1 4

1 13 5 9 1 3 0 0 1 3
3

4 2 3 2 2 1 0 0 1
T

− −     
     = − − = =     
     − −     

 

 
وبصورة مشابهة نبرهن: 

 
© WM���4≠8 ∫®
n مصفوفة حقیقیة مربعةAإذا كانت n× جذورها الممیّزة حقیقیة، فتوجد ،

1P بحیث تكونPمصفوفة متعامدة حقیقیة AP− مصفوفة مثلثیة وعناصر القطر 
. Aالرئیسي هي الجذور الممیزة ل ـِ

البرهان: 
1 الجذور الممیّزةnلیكن للمصفوفة الحقیقیة من المرتبة 2, ,..., nλ λ λ .

1، وبالتالي یوجد متجه حقیقيA جذر ممیّز حقیقي ل ـ1λِبما أن 0X  بحیث ≠
إن: 

1 1 1AX Xλ= 
 ویمكن إقامة الأعمدة 1Qونستخدمه كأول عمود من مصفوفة متعامدة حقیقیة

 متعامدة، نُعید بعد ذلك، أعمدة المصفوفة 1Qالباقیة بطرق كثیرة شرط أن تكون
، أي: 1Pإلى الشكل الناظمي، فنحصل على المصفوفة المتعامدة المنظمة

 



  

1

1
1 1

1

* *
0

0

P AP
A

λ

−

 
 
 =
 
 
 




 

 
) مصفوفة من المرتبة1Aحیث 1)n 2 وجذورها الممیّزة− 3, ,..., nλ λ λ .

 المصفوفة التي یتكون عمودها الأول من متجه ذاتي 2Qبعد ذلك، ننطلق من
، وتستخدم مرة أخرى طریقة غرام - شمیدت 2λ یناظر الجذر الممیّز1Aل ـِ

، أي: 2Pللحصول على مصفوفة متعامدة منظمة
 

2

1
2 1 2

2

* *
0

0

P A P
A

λ

−

 
 
 =
 
 
 




 

 
) مصفوفة مربعة من المرتبة2Aحیث 2)n 3 وجذورها الممیزة − 4, ,..., nλ λ λ .

وبعد عدد كاف من الخطوات نحصل على المصفوفة المتعامدة: 

21
1

12

00
. ........

00
n

n

II
P P

PP
−

−

  
=   

   
 

1Pوالتي یكون لها AP−ِمصفوفة مثلثیة عناصر قطرها الجذور الممیّزة ل ـ A .
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لتكن المصفوفة الحقیقیة المربعة: 



  

2 2 1
1 3 1
1 2 2

A
 
 =  
  

 

1P بحیث تكون المصفوفةPفأوجد مصفوفة متعامدة AP− مثلثیة عناصر قطرها 
. Aالجذور الممیّزة ل ـِ

الحل: 
 هي: Aإن الدالة الممیّزة ل ـِ

2 2 1
( ) 1 3 1

1 2 2

λ
λ λ

λ

− − −
∆ = − − −

− − −
 

                                 2

( 2)( 1)( 4) 3( 1)
( 1) ( 5)
λ λ λ λ

λ λ

= − − − − −

= − −
 

. 1,1,5 هيAوبالتالي الجذور الممیّزة ل ـِ
1λیوافق الجذر الممیز ,1,0) الحلین المستقلین خطیاً = 1),(2, 1,0)− − 

1نختار المتجه (1,0, 1)V =  ونشكل المصفوفة المتعامدة: −

1

1 0 0
0 1 0
1 0 1

Q
 
 =  
 − 

 ، ونحول متجهات الأعمدة إلى الشكل الناظمي، فنجد: 

1

1 10
2 2

0 1 0
1 10
2 2

P

 
 
 

=  
 
 −
  

 

ویمكن أن نبیّن من خلال حسابات سهلة أن: 



  

 

1
1 1

1 1 1 10 0
2 2 12 2 2 2

0 1 0 1 3 1 0 1 0
1 1 1 2 2 1 10 0
2 2 2 2

P AP−

   −        =             −
      

 

 
 

                                   

1 0 0

0 3 2

0 2 2 3

 
 

=  
 
 

 

1إن الجذور الممیّزة ل ـِ

3 2

2 2 3
A

 
=  
  

 1A، والمعادلة المصفوفیة ل ـ1,5ِ هي

2الموافقة لـ 1λ 2 تؤول إلى معادلة خطیة وحیدة = 2 0x y+ = 
2وبالتالي نحصل على متجه ذاتي (1, 2)V = 2 موافق للجذر الممیز− 1λ = 

، ویمكن بناء 2Q نستخدمه كأول عمود من مصفوفة متعامدة حقیقیة1Aللمصفوفة
العمود الثاني بحیث یكون عمودیاً على الأول، أي أن: 

 

2 2

1 2
1 2 3 6,

2 12 1
6 3

Q P

 
  
 = = 
 −   −  

 

 

ومنه، إذا كتبنا: 



  

1
2

1 0
.

0
P P

P
 

=  
 

 

 

فنجد أنها متعامدة، أكثر من ذلك، تحقق: 
 

1

1 0 0

0 1 2
0 0 5

P AP−

 
 

= − 
 
 

 

 
 

تاركین للقارئ متعة التحقق من ذلك. 
 

- المصفوفات الواحدية والناظمية: 5
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nیقال عن مصفوفة مربعة nU  تقع عناصرها في حقل الأعداد المركّبة إنها ×
* إذا كان معكوسها مساویاً لمرافق منقولها، أي إذا كانواحدیة 1U U −= .

nبتعبیر مكافئ، تكون المصفوفة المربعة nU  واحدیة إذا وفقط إذا تحقق: ×
* *

nU U UU I= = 
 

 ∫`O{u�
إن المصفوفتین: 

3 0
1 11 1, 2 2 2

1 1 23 0 3

i
i

i
i

i

− 
−   

−  + −   
 

 



  

واحدیتان (بیّن ذلك)، ومن السهل فضلاً عن ذلك، أن نتحقق من أن: 
 

© W�O��5≠2 ®
 یكون مصفوفة واحدیة. nإن جداء مصفوفتین واحدیتین من المرتبة
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إن المصفوفة المرافقة لمصفوفة واحدیة تكون بدورها واحدیة. 
وإن منقول (مرافق منقول) مصفوفة واحدیة یكون مصفوفة واحدیة. 
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det مصفوفة واحدیة فإن Uإذا كانت 1U = 
البرهان: 

UU* واحدیة فعندئذ یكونUبما أن I= :ومنه نجد 
*det .det (det )(det ) 1U U U U= = 

وذلك استناداً إلى حقائق أرسیت في جبر المصفوفات تقول: 
إن محدد مرافق مصفوفة مربعة عناصرها في حقل الأعداد المركبة یساوي مرافق 

المحدد، وأن محدد مصفوفة مربعة یساوي محدد منقولها. 
detیتضح مما سبق أن 1U = .

 
ویُبرهن وفقاً لمبدأ الاستقراء الریاضي: 
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n مصفوفة مربعةAإذا كانت n× عناصرها من حقل الأعداد المركبة، فتوجد 
V* بحیث تكونVمصفوفة واحدیة AV مصفوفة مثلثیة عناصر قطرها الجذور 

. Aالممیّزة ل ـِ
 

. Vومن الطبیعي أن یتساءل القارئ عن كیفیة بناء المصفوفة الواحدیة
1لتكن 2, ,..., nλ λ λِالجذور الممیّزة ل ـ A1. من أجل الجذر الممیّزλ یوجد متجه 
1عمود 2[ , ,..... ]nX x x x=1 بحیث إنAX Xλ= ثم نرد هذا المتجه إلى ،

الصیغة الناظمیة ونستخدم المتجه الناتج كأول عمود من المصفوفة الواحدیة. 
ویمكن ملء الأعمدة الباقیة وفقاً للحقیقة التالیة: 

nتكون مصفوفة nU  واحدیة إذا وفقط إذا كانت المتجهات الممثلة بأعمدتها ×
متعامدة منظمة. 

وعلیه، كي یكون المتجه الثاني العمود متعامداً مع المتجه الأول یجب أن نختار 
1حلاً حقیقیاً  2( , ,..., )ny y y :غیر صفري بحیث یكون 

1 1 2 2 ... 0n nx y x y x y+ + + = 
ثم نرد هذا الحل إلى الصیغة الناظمیة ونستخدمه كعمود ثانٍ ، ویمكن الاستمرار 

)بهذه الطریقة حتى نحصل على 1)n . أما V عموداً من المصفوفة الواحدیة−
)العمود الأخیر فیتم تحدیده من خلال 1)n  من المعادلات الخطیة المتجانسة، −

 التي تحقق فضلاً عن ذلك n من المرتبةVوهكذا یتم بناء مصفوفة واحدیة
المعادلة المصفوفیة: 



  

1

2
*

3

0

n

V AV

λ
λ

λ

λ

 
 
 
 =
 
 
  



 

V*ومن الواضح أن الجذور الممیّزة للمصفوفة المثلثیة AV هي العناصر 
1القطریة 2, ,..., nλ λ λِالتي هي بالضبط الجذور الممیّزة ل ـ A .
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إذا كانت: 
2 0

0 1 0
0 2

i i
A i

i i

− 
 = + 
 − 

 

U* بحیث تكونUفأوجد مصفوفة واحدیة AU مصفوفة مثلثیة عناصر قطرها 
. Aالجذور الممیّزة ل ـِ

الحل: 
2,1 هيAمن السهل أن نبیّن أن الجذور ل ـِ ,2 2i i+ − .

2λإذا أخذنا الجذر الممیز ، نرده (1,0,1) نحصل على المتجه الذاتي الوحید=
مباشرةً إلى الصیغة الناظمیة ونستخدمه كعمود أول في المصفوفة الواحدیة 

المرغوبة. 
)وبالتجربة نجد أن  هو حل. وللحصول على حل ثالث متعامد مع الأول −(1,0,1

0والثاني، نحل المعادلتین الخطیتین , 0x z x z+ = − + = 



  

 نرد المتجهین الأخیرین أیضاً إلى الصیغة الناظمیة ونستخدمها (0,1,0)فنجد
كأعمدة للمصفوفة الواحدیة، فنحصل على المصفوفة الواحدیة: 

1 1 0
2 2

0 0 1
1 1 0
2 2

V

 − 
 

=  
 
 
  

 

فمن السهل رؤیة أن: 

*

1 10 1 1 02 2 2 0 2 2
1 10 0 1 0 0 0 1
2 2 0 2 1 1 00 1 0

2 2

i i
V AV i

i i

 
   − −        = − +          −         

 

1 1 02 0 2 2 2
2( 1) 0 2(1 ) 0 0 1

0 1 0 1 1 0
2 2

i i
i

 −   
   

= − −   
   +    

  

 

                                                        

2 0 0
0 2 2 0
0 0 1

i
i

 
 = − 
 + 

 

 

© n�dF�5≠7 ∫WOL�UM�«  U�uHB*« ∫®



  

nنقول إن مصفوفة مربعة nA ، عناصرها تقع في حقل الأعداد المركبة، إنها ×
 إذا اتصفت بخاصیة الإبدال مع مرافق منقولها، أي إذا مصفوفة ناظمیة

*كان *AA A A= .
وعلى سبیل المثال، المصفوفة الهرمیتیة ناظمیة لأنها تحقق العلاقة 

* * 2AA A A A= . كذلك المصفوفة الواحدیة ناظمیة لأن =
* *AA A A I= * والمصفوفة القطریة تحقق العلاقة= *DD D D= فهي 

ناظمیة. 
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إن المصفوفتین: 

2 0
2

, 0 1 0
2

0 2

i i
i

i
i

i i

− 
   +      − 

 

ناظمیتان. 
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B* مصفوفة واحدیة، فعندئذ تكون U مصفوفة ناظمیة وAإذا كانت U AU= 
ناظمیة. 
البرهان: 

في الواقع، لدینا: 
* * * * * *.B B U A U U AU U A AU= = 

                      * * * * * *U AA U U AUU A U BB= = = 
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 V فإنλ متجهاً ذاتیاً موافقاً للجذر الممیّزV مصفوفة ناظمیة. إذا كانAلتكن

. λمتجه ذاتي موافق للجذر الممیّز
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احسب الجذور الممیّزة والمتجهات الممیّزة للمصفوفة الناظمیة، 

2
2
i

A
i
 

=  
 

 

 وحقق صحة النتیجة الأخیرة. A*حدّد الجذور الممیزة والمتجهات الممیّزة ل ـِ
الحل: 

 هي: Aإن الدالة الممیّزة ل ـِ

22
( ) ( 2) 1

2
i

i
λ

λ λ
λ

− −
∆ = = − +

− −
 

2 تكونAوبالتالي الجذور الممیّزة ل ـِ iλ =  ومن السهل رؤیة أن المتجهات ±
,1),(1,1)الذاتیة المقابلة لها هي 1)− .

 تعطى A*من جهة أخرى، إن الدالة الممیّزة ل ـِ
)بالصیغة ) ( 2 )( 2 )i iλ λ λ′∆ = − − −   A* وبالتالي الجذور الممیّزة ل ـِ+

2تكون iλ = ,1) والمتجهات الذاتیة المقابلة هي على الترتیب± 1),(1,1)− .
v(1,1)نلاحظ وفقاً للنتائج المذكورة آنفاً ، أن  مقابل الجذر A متجه ذاتي ل ـِ=

1الممیّز 2 iλ =  مقابل للجذر A* وهو أیضاً متجه ذاتي ل ـِ+
1الممیّز 2 iλ = ,1). كذلك، فإن−  مقابل للجذر A متجه ذاتي ل ـِ−(1
2الممیّز 2 iλ =  مقابل للجذر A* وهو أیضاً متجه ذاتي ل ـِ−
2الممیّز 2 iλ = + .
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nلتكن nA  A مصفوفة مربعة عناصرها من حقل الأعداد المركبة. فعندئذ تكون×

U* بحیث إنUناظمیة إذا وفقط إذا وجدت مصفوفة واحدیة AU .قطریة 
 

 ∫`O{u�
إن المصفوفة: 

2 0
0 1 0

0 2

i i
A i

i i

− 
 = + 
 − 

 

 
) ناظمیة. 6-5الواردة في المثال (

في الحقیقة، من الواضح أن: 
 

*

1 1 0
2 2

0 0 1
1 1 0
2 2

U

 − 
 

=  
 
 
  

 

 
3هي مصفوفة مربعة  واحدیة. وفضلاً عن ذلك، نرى أن: ×3

*

2 0 0
0 2 2 0
0 0 1

U AU i
i

 
 = − 
 + 

 



  

 

) القانونية: Jordan- مصفوفات جوردان (6
nنعلم أنه تكون مصفوفة مربعة nA  مشابهة لمصفوفة قطریة إذا وفقط إذا كان ×

 P من المتجهات الذاتیة المستقلة خطیاً . فعندئذ توجد مصفوفة غیر شاذةnلها
 بحیث Aأعمدتها متجهات ذاتیة مستقلة خطیاً ل ـِ

1إن
1 2 3( , , ,..., )nP AP diag α α α α− = .

 
1Pإن مجموعة كل المصفوفات AP− تؤلف فصلاً من المصفوفات المشابهة 

. Aقطریاً ل ـِ
 

: السؤال التاليومن الطبیعي أن یتبادر إلى ذهن القارئ 
nإذا لم تكن للمصفوفة nA  من المتجهات الذاتیة المستقلة خطیاً ، فهل n عدد×

 إلى شكل بسیط. Aیمكن تحویل المصفوفة
 

 تكون أبسط Aفي الحقیقة، یوجد صنف خاص وهام من المصفوفات المشابهة ل ـِ
مصفوفات من حیث تركیبها من المصفوفات الأخرى وتُعرف هذه المصفوفات بـِ 

. A ل ـِجوردان القانونیة
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n مصفوفة مربعةAلتكن n×عناصرها من حقل Kِولنفرض أن ل ـ ،A جذور 

1ممیّزة متمیّزة 2, ,..., sλ λ λ1 مكررة 2, ,..., sn n n مصفوفة  على الترتیب. تعرف
 بأنها مصفوفة تحوي قوالب على طول القطر، أي: A ل ـJِجوردان القانونیة



  

1

2

0 0 0
0 0 0

0 0 0 s

J
J

J

J

 
 
 
 =
 
 
  





    

    



 

 

i مصفوفة مربعةiJحیث in n×تحوي iλ1 في كل مكان من القطر الرئیسي و 
في القطر العلوي الأول وأصفار فیما عدا ذلك، وتكتب بالشكل: 

 
 

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 0 0
( 1)

0 0 0 1

0 0 0 0

i

i

i
i i

i

i

J n

λ

λ

λ

λ

λ

 
 
 
 
 
 
 

= > 
 
 
 
 
 
 
  



  



 



 







 

 
1inبینما إذا كان ) نحصل على العنصر القطري= )i iJ λ= ،وكمسألة رموز .

 والتي تتألف من قوالب قطریة منفصلة تماماً Jسندعو المصفوفة المذكورة أعلاه
1عن بعضها 2, ,..., sJ J Jبالمجموع المباشر للمصفوفات  iJ :وسنكتب 

1 2 ... sJ J J J= + + +   



  

 
یجدر بنا الإشارة إلى القارئ أن أیة مصفوفة قطریة هي مصفوفة جوردان 

القانونیة. 
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1

2

3

4

5 . .5 0 0 0
0 5 0 0 . 5 . .
0 0 1 0 . . 1 .
0 0 0 2 . . 2

J
J

J
J

J

              = = =    − −          
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5إن مصفوفة جوردان القانونیة لمصفوفة 5A  هي: ×

1

2

5 1
0 5

0
0 1 0

0
0 0 1
0 0 0

J
J

J

 
 
   
 = =  
   
 
  

 

 0حیث العناصر خارج القوالب القطریة هي أصفار، یُلاحظ أن الجذر الممیَّز
مكرر ثلاث مرات وعدد قوالب جوردان الموافقة للصفر قالب واحد. 

 
5وكتوضیح ثانِ ، لنأخذ مصفوفة جوردان القانونیة للمصفوفة 5A  التالیة: ×



  

1

2

3

2 1 0
0 2 1
0 0 2

2
4 1
0 4

J
J J

J

− 
 −   
 −  = =   −     
 
  





 

2λیُلاحظ أن الجذر الممیَّز =  مكرر أربع مرات وعدد قوالب جوردان الموافقة −
له هو قالبان فقط. 

 
 ∫WE�ö�

یجدر بنا تنبیه القارئ إلى أن معرفتنا لعدد مرات تكرار جذر ممیَّز معین لا یُمكننا 
معرفة عدد قوالب جوردان وتعداد كل قالب، وهذا ما یجعلنا ندقق في الأمر في 

حالة جذور ممیَّزة. 
 مرة k مكررλوعلى أیة حال، إن إیجاد عدد قوالب جوردان الموافقة لجذر ممیّز

وإیجاد تعددیة كل قالب، فیتم وفق الخطوات التالیة: 
: نبحث عن رتب المصفوفات: أولاً 

2( ), ( ) ,....., ( )kI A I A I Aλ λ λ− − − 
1التي نرمز لها على الترتیب ب ـِ 2, ,..., kR R R .

 λ: نوجد عدد قوالب جوردان من المرتبة الأولى الموافقة للجذر الممیَّزثانیاً 
1بموجب العلاقة: 1 22b n R R= −  كذلك نوجد عدد قوالب جوردان من +

 استناداً للعلاقة: λ الموافقة للجذرmالمرتبة

1 12 ; 2m m m mb R R R m+ −= − + ≥ 



  

: نكرر الخطوتین السابقتین من أجل كل جذر ممیز مكرر آخر للمعادلة ثالثاً 
. A التي تؤول إلیها المصفوفةJ ثم نكتب مصفوفة جوردان القانونیةAالممیَّزة ل ـِ
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أوجد مصفوفة جوردان القانونیة الموافقة للمصفوفة: 
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1

A

 
 
 =
 
 
 

 

الحل: 
 هي: Aالدالة الممیّزة ل ـِ

1 1 1 1 0 ( 2)
1 1 1 1 0 0

( )
1 1 1 1 0 0
1 1 1 1 1 1 1 1

λ λ λ λ λ
λ λ λ

λ
λ λ λ

λ λ

− − − − − − −
− − − − −

∆ = =
− − − − −
− − − − − − − −

 

 

                   3 3

1 1 2
1 0 1 ( 4)
0 1 1

λ
λ λ λ

− − −
= − = −

−
 

 
0λولهذه المصفوفة جذر ممیّز مكرر 4λ وجذر ممیّز بسیط= =  ،

0λلحساب تعددیة قوالب جوردان الموافقة للجذر الممیّز = .



  

في الواقع، من السهل أن نرى وفقاً للطریقة التي ناقشناها لتوّنا أن رتب 
2المصفوفات 3, ,A A A :هي، على وجه الدقة 

1 ( ) 1R rank A= = 
 

 2

4 4 4 4
4 4 4 4

1
4 4 4 4
4 4 4 4

R rank

 
 
 = =
 
 
 

 

 

3

16 16 16 16
16 16 16 16

1
16 16 16 16
16 16 16 16

R rank

 
 
 = =
 
 
 

 

 
وعلیه، یكون: 

1 1 2 3b n R R= − + = 

2 3 2 12 0b R R R= − + = 
0λومنه هناك ثلاثة قوالب لجوردان من المرتبة الأولى موافقة للجذر الممیّز = 

 تأخذ الشكل: Aوبالتالي مصفوفة جوردان القانونیة الموافقة ل ـِ
 



  

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 4

J

 
 
 

=  
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أوجد مصفوفة جوردان القانونیة الموافقة للمصفوفة: 

2 2 1
1 3 1
1 2 2

A
 
 =  
  

 

الحل: 
)2 هي: Aالمعادلة الممیَّزة ل ـِ 1) ( 5) 0λ λ− − . 1,5 وجذورها =

1λلحساب أبعاد قوالب جوردان الموافقة للجذر الممیّز المضاعف  = 
من الواضح قبل كل شيء أن: 

1

1 2 1
1 2 1 1
1 2 1

R rank
 
 = = 
  

 

2 3 4

4 8 4
4 8 4 1 ; .... 1
4 8 4

R rank R R
 
 = = = = = 
  

 

وبالتالي فإن: 

1 22 , 0 , ..........b b= = 



  

وهكذا فإنه یوجد قالبان من المرتبة الأولى، وعلیه فإن مصفوفة جوردان القانونیة 
 تعطى بالصیغة: Aل ـِ

1 0 0
0 1 0
0 0 5

J
 
 =  
  

 

 على الأقل جذرین ممیّزین مختلفین: لنورد الحالة Aفرضنا حتى الآن أن ل ـِ
الخاصة التالیة: 
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 من A، بحیث الدالة الممیّزة المختزلة ل ـαِ جذر ممیّز وحیدAإذا كان ل ـِ
)النمط ) ( )nm λ λ α=  عندئذ تأخذ الشكل: A. فمصفوفة جوردان القانونیة ل ـِ−

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 0 0

0 0 0 1

0 0 0 0

J

α

α

α

α

α

 
 
 
 
 
 
 

=  
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أوجد مصفوفة جوردان القانونیة للمصفوفة: 



  

0 0 1
1 0 3
0 1 3

A
 
 = − 
  

 

)3 هيAفي الحقیقة أن المعادلة الممیّزة ل ـِ 1) 0λ − 1λ وبالتالي=  جذر =
)2ممیّز مكرر ثلاث مرات. من ناحیة ثانیة، وإذا لاحظنا أن ) 0I A−  یتضح ≠

)3 تعطى بالصیغةAعلى الفور، أن الدالة الممیّزة المختزلة ل ـِ ) ( 1)m λ λ= − .
 Aوبالتالي بموجب النتیجة الواردة أعلاه، نجد أن مصفوفة جوردان القانونیة ل ـِ

هي: 
1 1 0
0 1 1
0 0 1

J
 
 =  
  

 

 
 ∫W�U� W�U�

nإذا كانت الجذور الممیزة المتمیّزة للمصفوفة المربعة nA 1 هي× 2, ,..., nα α α 
عندئذ تختصر مصفوفة جوردان القانونیة إلى مصفوفة تكون القوالب القطریة فیها 

1هي عناصر ، أي إلى مصفوفة قطریة. إذن، فإن مصفوفة جوردان القانونیة ×1
1 تكتب بالصیغةAل ـِ 2 3( , , ,..., )nJ diag α α α α= .
 

 ∫W��U��«Ë WO�U��« W��d*« s� WF�d�  U�uHB* Ê«œ—u� qJ�
2 مصفوفة مربعةAلتكن λ, جذورها الممیّزة×2 µ :فعندئذ تنشأ حالتان .

λإذا كان - µ≠ تؤول مصفوفة جوردان القانونیة في هذه الحالة إلى ،

الشكل:
0

0
λ

µ
 
 
 

 



  

λإذا كان - µ=:تؤول مصفوفة جوردان القانونیة إلى أحد الشكلین ، 

   
0 1

,
0 0
λ λ

λ λ
   
   
   

 ، (نترك البرهان للقارئ) 

 

3 مصفوفة مربعةAلنفرض الآن أن , جذورها الممیّزة×3 , wλ µ فعندئذ نمیز ما 
یلي: 
,إذا كان -1 , wλ µِمختلفة مثنى مثنى، فإن مصفوفة جوردان ل ـ A تؤول 

 إلى:
0 0

0 0
0 0

J
w

λ
µ

 
 =  
  

 

 

wλإذا كان -2 µ=  في هذه A، فإن مصفوفة جوردان القانونیة ل ـِ≠
 الحالة تؤول إلى أحد الشكلین:

 

1 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

or
w w

λ λ
λ λ

   
   
   
      

 

 

wλإذا كان -3 µ=  A، فعندئذ مصفوفة جوردان القانونیة الموافقة ل ـِ=
 تؤول إلى أحد الأشكال:

 

0 0 1 0 1 0
0 0 , 0 0 , 0 1
0 0 0 0 0 0

λ λ λ
λ λ λ

λ λ λ

     
     
     
          

 



  

 

- اختزال مصفوفة مربعة إلى صيغة جوردان القانونية: 7
n مصفوفة مربعةAإذا كانت n×1 جذورها الممیّزة 2, ,..., nλ λ λ لیست مختلفة ،

بالضرورة. 
∫ÎôË√1 إذا كانت الجذور الممیّزة 2, ,..., nλ λ λ متمیّزة، فعندئذ وفقاً للمناقشة التي 

استخدمت في الفقرة الأخیرة، تختصر مصفوفة جوردان القانونیة إلى مصفوفة 
1تكون القوالب القطریة فیها هي عناصر ، أي إلى مصفوفة قطریة من الشكل: ×1

1 2( , ,..., )nJ diag λ λ λ= 
 من المتجهات الممیّزة (الذاتیة) المستقلة n تمتلكAوفضلاً عن ذلك، إن

1خطیاً ، 2, ,..., nv v v1 الناشئة عن الجذور 2, ,..., nλ λ λ .على الترتیب 
)، مشابهة لمصفوفة قطریة، وهذا یعني 10-1وبالتالي، فإنها تكون وفقاً للمبرهنة (

 A أعمدتها متجهات ذاتیة ل ـMِوجود مصفوفة غیر شاذة
1Mوبحیث AM J− = .

∫ÎUO�U�لنفرض أن iλِجذر ممیّز ل ـ Aمضاعف m :مرة. فتنشأ حالتین 
 من المتجهات m، مجموعةiλ إذا نشأ عن الجذر الممیّز المضاعف):1حالة (

 في هذه الحالة مشابهة لمصفوفة قطریة Aالذاتیة المستقلة خطیاً ، فعندئذ تكون
 التي أعمدتها المتجهات الذاتیة المستقلة خطیاً Mوأكثر من ذلك، المصفوفة

 إلى مصفوفة قطریة. Aتحول المصفوفة
 من المتجهات الذاتیة m مجموعةiλ إذا لم ینشأ عن الجذر الممیّز):2حالة (

 إلى مصفوفة جوردان Aالمستقلة خطیاً ، في هذه الحالة، تُختزل المصفوفة المربعة
القانونیة، ولیس إلى المصفوفة القطریة. 



  

 إلى مصفوفة جوردان Aفي هذه الفقرة، سنعطي طریقة لإختزال مصفوفة مربعة
) وبتعبیر مكافئ، سنسعى إلى إیجاد مصفوفة Aالقانونیة (الاختزال الجورداني ل ـِ

 من المتجهات المستقلة خطیاً (بعضها متجهات ذاتیة n مؤلفة منMغیر شاذة
1M)، وبحیث تكونAل ـِ AM−ِمصفوفة جوردان القانونیة الموافقة ل ـ A .

 من المتجهات المستقلة خطیاً ، n المكونة منMفي الحقیقة أن مصفوفة التحویل
، كما یلي: A الموافقة ل ـJِنحصل علیها وفقاً لطبیعة مصفوفة جوردان القانونیة

 فعندئذ، k من المرتبةiλإذا كان قالب جوردان الموافق للجذر الممیّز -1
1تعطى المتجهات المستقلة خطیاً  2, ,..., kv v v:بالعلاقات  

1

2 1

3 2

1

( ) 0
( )
( )

( ) k k

A I v
A I v v
A I v v

A I v v

λ
λ
λ

λ −

− =
− =
− =

− =


 

1 من المرتبةλإذا كان قالب جوردان الموافق للجذر الممیّز -2 ، فعندئذ ×1
 وفقاً للعلاقة λ موافق للجذرvنحصل على متجه ذاتي وحید

Av vλ=. 

. Mوهكذا نرتب جمیع المتجهات التي حصلنا علیها للحصول على المصفوفة
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 إلى مصفوفة جوردان القانونیة: Aاختزل المصفوفة المربعة

0 0 1
1 0 3
0 1 3

A
 
 = − 
  

 



  

الحل: 
)3 هيAإن المعادلة الممیّزة ل ـِ 1) 0λ − ، وبالعودة إلى التوضیح الوارد في =

 تتألف من قالب واحد موافق Aالفقرة السابقة، نرى أن مصفوفة جوردان القانونیة ل ـِ
1λللجذر 3 من المرتبة=  أي: ×3

1 1 0
0 1 1
0 0 1

J
 
 =  
  

 

 إلى مصفوفة A التي ترد المصفوفةMمن ناحیة ثانیة، إن مصفوفة التحویل
جوردان القانونیة - وفقاً لما ورد أعلاه- مؤلفة من المتجهات المستقلة 

1خطیاً  2 3, ,V V V :والتي تحقق المعادلات 
)1                      (1( ) 0A I v− = 
)2                      (2 1( )A I v v− = 
)3                      (3 2( )A I v v− = 

في الواقع أن المعادلة الأولى تكتب بلغة المصفوفات كما یلي: 
1 0 1 0

1 1 3 0
0 1 2 0

x
y
z

−     
     − − =     
          

 

0والتي تؤول إلى المعادلتین الخطیتین , 2 0x z y z− = + = 
1وبالتالي نجد [1, 2,1]V = )، فنحصل من 2 في المعادلة (1V، نعوض الآن−

جدید على المعادلة المصفوفیة: 
1 0 1 1

1 1 3 2
0 1 2 1

x
y
z

−     
     − − = −     
          

 

 



  

1التي تؤول إلى المعادلتین الخطیتین  , 2 1x z y z− = − + = 
2وبالتالي نجد  [ 1,1,0]V = . وباتباع سلوك مماثل، نحصل على المتجهات −

المستقلة خطیاً : 

1 2 3

1 1 1
2 , 1 , 0

1 0 0
V V V

−     
     = − = =     
          

 

 

 الشكل: Mوتأخذ المصفوفة
1 1 1
2 1 0

1 0 0
M

− 
 = − 
  

 

 

من ناحیة أخرى، من السهل على القارئ تبیان أن: 
 

1

0 0 1
0 1 2
0 1 1

M −

 
 =  
  

 

أیضاً ، من السهل التحقق من أن: 
1. .M A M J− = 

. J إلى مصفوفة جوردان القانونیةAوهكذا، تم اختزال المصفوفة
 

تمارين محلولة: 
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 للمصفوفة: Mأوجد مصفوفة جوردان القانونیة ومصفوفة التحویل
0 0 0 4
1 0 0 4
0 1 0 3
0 0 1 4

A

 
 − =
 −
 
 

 

الحل: 
 هي: Aإن الدالة الممیّزة ل ـِ

2( 1)( 1)( 2)λ λ λ= − + −2 2( ) ( 4 3) 4( 1)λ λ λ λ λ∆ = − + + − 
                                                     

)وجذور المعادلة الممیّزة  ) 0λ∆ ,1 هي= 1,2− .
. Aإیجاد مصفوفة جوردان القانونیة ل ـِ

2λنحدد أبعاد قوالب جوردان الموافقة للجذر المضاعف =  ،
في الواقع، من السهل على القارئ تبیان أن: 

1 ( 2 )R rank A I= − 
1 2 0 4
0 1 2 3

3
0 0 1 2
0 0 0 0

rank

− 
 − − = =
 
 
 

2 0 0 4
1 2 0 4
0 1 2 3
0 0 1 2

rank

− 
 − − =
 − −
 
 

 

2
2 ( 2 )R rank A I= − 

0 1 0 1
1 4 1 4

2
0 0 0 0
0 0 0 0

rank

 
 − − = =
 
 
 

4 0 4 0
4 4 4 4

1 4 1 4
0 1 0 1

rank

 
 − − =
 − −
 
 

 



  

 
3

3 ( 2 )R rank A I= − 
1 2 1 2
0 1 0 1

2
0 0 0 0
0 0 0 0

rank

− − 
 
 = =
 
 
 

8 4 8 4
12 12 12 12

6 9 6 9
1 2 1 2

rank

− − 
 − − =
 − −
 − − 

 

وبالتالي نجد: 

1 1 22 0b n R R= − + = 

2 3 2 12 1b R R R= − + = 

3 4 3 22 0b R R R= − + = 
2λومنه یوجد قالب واحد لجوردان من المرتبة الثانیة موافق للجذر الممیز = .

وتكتب مصفوفة جوردان القانونیة الموافقة بالشكل: 

2 1 0 0
0 2 0 0

00 0 1
0 0 0 1

J

 
 
 =  
 
 − 

 

 

• q�u���« W�uHB� œU�≈M ∫
,4,0]في الحقیقة، من السهل رؤیة، أن المتجه 3,1]U =  هو المتجه الذاتي −
1الوحید الموافق لقالب جوردان من المرتبة  الناشئ عن الجذر الممیّز ×1

1λالبسیط ]، وأن المتجه= 4,8, 5,1]V = −  هو أیضاً المتجه الذاتي الوحید −



  

1الموافق لقالب جوردان من المرتبة  الناشئ عن الجذر الممیز ×1
1λالبسیط = − .

الآن، من أجل قالب جوردان من المرتبة الثانیة الناشئ عن الجذر 
2λالمضاعف ، یتم الحصول على المتجهات المستقلة خطیاً =

[ , , , ]W x y z t=،[ , , , ]W x y z t′ ′ ′ ′  من المعادلات المصفوفیة: =′
( 2 ) 0 , ( 2 )A I W A I W W′− = − = 

من السهل على القارئ أن یبین أولاً وفقاً للتحویلات الأولیة على المصفوفات بأن 
المعادلة المصفوفیة الأولى تؤول إلى جملة المعادلات الخطیة المتجانسة: 

 

2 2 0
0

2 0

x y t
y t
z t

− − =
+ =
+ =

 

 

,2]وبالتالي نجد أن 1, 2,1]W = − − .
بصورة مماثلة تماماً ، على القارئ رؤیة أن المعادلة المصفوفیة: 

 

2 0 0 4 2
1 2 0 4 1
0 1 2 3 2
0 0 1 2 1

x
y
z
t

′−     
     ′− − −     =

′     − − −
     ′     

 

 

]تؤول إلى جملة من المعادلات الخطیة، وبالتالي نرى أن 1,0,1,0]W ′ = − .
W,ینبغي ملاحظة أن المتجهین W  M مستقلان خطیاً ، وأن مصفوفة التحویل′

تأخذ الصورة: 



  

2 1 4 4
1 0 0 8
2 1 3 5

1 0 1 1

M

− − 
 − =
 − − −
 
 

 

وتماماً كما سبق آنفاً نبیّن بسهولة أن: 

1

8 10 8 8
6 12 24 481
9 9 9 918

1 1 1 1

M −

− 
 − − − − = −
 − − − −
 − − 

 

وفضلاً على ذلك، بحسابات بسیطة نرى أن: 
1. .M A M− = 

8 10 8 8 0 0 0 4 2 1 4 4
6 12 24 48 1 0 0 4 1 0 0 81
9 9 9 9 0 1 0 3 2 1 3 518

1 1 1 1 0 0 1 4 1 0 1 1

− − −     
     − − − − − −     = −
     − − − − − − − −
     − −     

 
10 8 8 64 2 1 4 4
12 24 48 96 1 0 0 81
9 9 9 9 2 1 3 518
1 1 1 1 1 0 1 1

− − − −   
   − − − − −   = −
   − − − − − − −
   − −   

 



  

36 18 0 0
0 36 0 01
0 0 18 018
0 0 0 18

J

− − 
 − = − =
 −
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لتكن المصفوفة: 

7 4 0 0
12 7 0 0

20 11 6 12
12 6 6 11

M

 
 − − =
 − −
 − − 

 

 
1 تمتلك أربعة جذور ممیّزة مختلفةMبین أن المصفوفة -1 2 3 4, , ,λ λ λ λ 

1وبحیث 2 3 4λ λ λ λ≤ ≤ . ثم حدّد المتجهات الذاتیة الموافقة لها. ≥
 P، أوجدD مشابهة لمصفوفة قطریةMحدّد فیما إذا كانت المصفوفة -2

1Pبحیث تكون MP−قطریة (وذلك في حال وجود P.( 

 أثبت صحة المعادلة المصفوفیة:  -3

1 1 2 2 3 3 4 4 ( )n n n n nM M M M M n Nλ λ λ λ= + + + ∀ ∈ 
1حیث 2 3 4, , ,M M M Mمصفوفات مستقلة عن n. 

 .0Mاحسب -4
الحل: 

 هي: A- إن الدالة الممیَّزة ل ـ1ِ
7 4 6 12

( )
12 7 6 11
λ λ

λ
λ λ

− − +
∆ = ×

+ − −
 



  

                           
2 2( 1)( 5 6)

( 1)( 1)( 2)( 3)
λ λ λ
λ λ λ λ

= − − +
= − + − −

 

 هي: Aوبالتالي الجذور الممیّزة ل ـِ

1 2 3 41 , 1 , 2 , 3λ λ λ λ= − = = = 
المتجهات الذاتیة الناشئة عن الجذور الممیّزة. 

)في الحقیقة، إذا كان , , , )V x y z t=متجهاً ذاتیاً موافقاً للجذر الممیّز λ فعندئذ 
MVنجد  Vλ= .

1λمن أجل الجذر الممیّز = MV، فالمعادلة المصفوفیة− V=  تؤول إلى −
جملة المعادلات الخطیة المتجانسة: 

2 0
20 11 5 12 0
2 2 0

x y
x y z t

x y z t

+ =
+ − − =
+ − − =

 

1وبالتالي نجد أن (1, 2,2, 1)V = − 1λ متجهاً ذاتیاً موافقاً ل ـِ− = − .
1λأیضاً ، من أجل الجذر الممیّز ، نحصل على جملة المعادلات الخطیة =

المتجانسة: 
3 2 0
20 11 7 12 0
6 3 3 5 0

x y
x y z t

x y z t

+ =
+ − − =
+ − − =

 

2ومنه نجد أن (2, 3,1,0)V = 1λ متجه ذاتي موافق للجذر الممیّز− = .
2λوبصورة مماثلة، من أجل الجذر الممیّز  فإن المعادلة =

2MVالمصفوفیة V= :تكافئ جملة المعادلات الخطیة المتجانسة 
5 4 0

12 9 0
20 11 8 12 0

x y
x y
x y z t

+ =
+ =
+ − − =

 



  

3وعلیه فإن (0,0,3, 2)V = 2λ هو متجه ذاتي موافق للجذر الممیز− ، كما =
تبین بعض الحسابات السهلة. 

وأخیراً ، بالحل المشترك لجملة المعادلات الخطیة المتجانسة: 
0

6 5 0
20 11 9 12 0

x y
x y
x y z t

+ =
+ =
+ − − =

 

4نحصل على المتجه الذاتي (0,0,4, 3)V = 3λ الموافق للجذر الممیّز− = 
3AVوالذي یحقق المعادلة المصفوفیة V= .

)، وبالتالي 9-1 قطورة، وذلك وفقاً للمبرهنة (M- في الحقیقة أن المصفوفة2
 M أعمدتها هي المتجهات الذاتیة للمصفوفةPهناك مصفوفة غیر شاذة

1Pوبحیث MP D− = .
أي: 

1

1 2 0 0 3 2 0 0
2 3 0 0 2 1 0 0

;
2 1 3 4 0 1 3 4
1 0 2 3 1 0 2 3

P P−

− −   
   − −   = =
   
   − − − − −   

 

1n- في الحقیقة، لدینا3 nM PD P−=وذلك n Z∀  ومنه نجد: ∋
1 2 0 0 3 2 0 0( 1) 0
2 3 0 0 2 1 0 01

2 1 3 4 0 1 3 42
1 0 2 3 1 0 2 30 3

n

n
n

n

M

− − −   
    − −     =
    
    − − − − −     

 

فمن السهل على القارئ أن یرى أن: 



  

3( 1) 4 2( 1) 2 0 0
6( 1) 6 4( 1) 3 0 0

6( 1) 2 4.3 4( 1) 1 3.2 9.2 8.3 12.2 12.3
3( 1) 3.3 2( 1) 2.2 6.2 6.3 8.2 9.3

n n

n n
n

n n n n n n n n

n n n n n n n n

M

 − − + − − +
 − − − − =
 − − + + − − + + − −
 

− − − − − + − +  

 

وإذا وضعنا: 

1 2

3 2 0 0 4 2 0 0
6 4 0 0 6 3 0 0

,
6 4 0 0 2 1 0 0

3 2 0 0 0 0 0 0

M M

− −   
   − −   = =
   − −
   
   

 

 

3 4

0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0

,
0 3 9 12 4 0 8 12
0 2 6 8 3 0 6 9

M M

   
   
   = =
   − −
   − − − −   

 

یتضح مباشرةً أن: 

1 2 3 4( 1) 2 3n n n nM M M M M= − + + + 
0n- وفي الحالة الخاصة التي یكون فیها4  نجد: =

0
1 2 3 4M M M M M I= + + + = 
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 مصفوفة متناظرة حقیقیة، Aإذا كانت



  

7 1 2
1 7 2
2 2 10

A
− − 

 = − 
 − 

 

TP بحیث تكونPفأوجد مصفوفة حقیقیة متعامدة AP .قطریة 
الحل: 

: من السهل على القارئ وبحسابات بسیطة أن یرى أن الدالة الممیّزة الخطوة الأولى
، Aل ـِ

2

7 1 2
( ) 1 7 2 ( 12)( 6)

2 2 10

λ
λ λ λ λ

λ

−
∆ = − − = − −

− −
 

. 12,6,6 تكونAفالجذور الممیّزة ل ـِ
6λمن أجل الجذر الممیّز المضاعف ، فإن المعادلة المصفوفیة: =

6
x x

A y y
z z

   
   =   
      

 

2تؤول إلى معادلة خطیة وحیدة  0x y z− −  وبالتالي نحصل على الحلین =
,0,2]المستقلین خطیاً :  1] , [1,1,0]− 

12λویوافق الجذر الممیّز البسیط   المعادلتین الخطیتین المتجانستین: =
0
0

x y
x y z

+ =
− + =

 

]وبالتالي نجد أن  12λ متجه ذاتي موافق للجذر الممیّز −[1,1,2 = .
: إن المتجهات الذاتیة الثلاث: الخطوة الثانیة



  

1 2 3

1 1 0
1 , 1 , 2
2 0 1

V V V
−     
     = = =     
     −     

 

لیست متعامدة مثنى مثنى، فیجب إخضاع بعض الأعمدة إلى معادلات. لنطبق 
التحویل الإضافي: 

1 1 2 2 3 3
3 22 2 2

1 2 3

y z y z y zW V V
y y y
+ +

= −
+ +

 

 

                                          
0 1 1

22 1 1
2

1 0 1

−     
     = − =     
     − −     

 

 

1وعلیه نجد أن 2, ,V V W .متجهات متعامدة مثنى مثنى 
: نرد المتجهات الثلاثة المذكورة إلى الشكل الناظمي ونستخدمها الخطوة الثالثة

، أي: Pكأعمدة للمصفوفة المتعامدة
 

1 1 3
6 2

1 1 3
6 2

2 0 3
6

P

 − − 
 
 =  
 
 −  

 

 

 تحقق Pویمكن للقارئ أن یبیّن من خلال حسابات سهلة أن المصفوفة المتعامدة
المعادلة: 

(12,6,6)TP AP diag= 
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لتكن المصفوفة: 

2

*

2

1
1 1 ;

1 1 1

a a

A a a R
a

a a

 
 
 
 = ∈
 
 
 
  

 

 بحیث P، ثم أوجد مصفوفة غیر شاذةD مشابهة لمصفوفة قطریة Aبیّن أن
1Pتكون AP D− = .

13nأثبت أن nA A−=وذلك مهما یكن *n N∈ .
الحل: 

)2 هيAوجدنا سابقاً أن الدالة الممیّزة ل ـِ ) ( 3)λ λ λ∆ =  فیوجد عندئذ جذر −
3λبسیط 0λ وجذر ممیّز مكرر= = .

3λمن أجل الجذر البسیط ، فإن المعادلة المصفوفیة: =

2

2

1
1 1 3

1 1 1

a a x x
a y y

a
z z

a a

 
 

    
     =    
        

 
  

 

تؤول إلى المعادلتین الخطیتین المتجانستین: 
2 0

0
x a z
y az

− =
− =

 



  

وبالتالي نجد: 
2

1

x a
V y a

z
α
  
  = =   
     

 

3λوالفضاء الذاتي الناشئ عن الجذر الممیّز البسیط  هو: =
2

3 { ( , ,1) : }E a a Rλ α α= = ∈ 
0λأما من أجل الجذر الممیّز المكرر ، فالمعادلة المصفوفیة: =

2

2

1
1 1 0

1 1 1

a a x
a y

a
z

a a

 
 

  
   =  
    

 
  

 

 
2تؤول إلى معادلة خطیة وحیدة  0x ay a z+ +  وبالتالي نجد: =

 
2

1 0
0 1

x a a
V y

z
α β

 − −   
    ′ ′= = +     
         

 

 
0λوالفضاء الذاتي الناشئ عن الجذر الممیّز  هو: =

2
0 { ( ,1,0) ( ,0,1) : , }E a a Rλ α β α β= ′ ′= − + − ∈ 

إن المتجهات الذاتیة مستقلة خطیاً ، وبملاحظة أن: 



  

0 3dim ( 0) , dim ( 3)E ord E ordλ λλ λ= == = = = 
 مشابهة لمصفوفة قطریة. Aیتضح أن المصفوفة

، أي: A أعمدتها هي المتجهات الذاتیة ل ـPِوبالتالي هناك مصفوفة غیر شاذة
 

2 2 2 3

1 2
2

2

2
11 0 , 1 2

3
0 1 1 1

a a a a a a
P a P a a

a
a a

−

   − − − −
   = = − −   
      

 

 
وبالإضافة لذلك، لدینا: 

2
2 3 2 2

1 2
2

2

2

12
1 11 2 1 1 0

3
1 0 1 11 1 1

a aa a a a a a
P AP a a a a

a a
a a

a a

−

 
 

   − − − − 
    = − −    
       

 
  

 

                                   
0 0 0
0 0 0
0 0 3

D
 
 = = 
  

 

1Pلدینا  AP D− 1A  أي = PDP−= 
1nوباستقراء بسیط نرى أن  nA PD P−= 

وبملاحظة أن: 

1

0 0 0
0 0 0 3
0 0 3

n n

n

D D−

 
 = = 
  

 



  

یكون: 
1 1 13 3n n nA PDP A− − −= = 

 



  

تمرينات الفصل 
 

 

 

 التالیة مشابهة لمصفوفة قطریة A- حدّد فیما إذا كانت كل من المصفوفات1
1C بحیث تكونC(قابلة للاختزال إلى الشكل القطري)، واحسب AC− قطریة 

. Cوذلك في حال وجود
 

1 4 5 1 2 0
1 4 5 , 0 1 0
1 4 5 1 1 2

A A
−   

   = = −   
   − − − −   

 

 
- برهن أن للمصفوفتین: 2

 

2 1 1 2 2 1
0 2 1 , 1 3 1
3 2 3 1 2 2

−   
   −   
   − −   

 

 

الجذور الممیّزة نفسها، ولكنهما غیر متشابهتین. 
 
A,- بیّن بواسطة مثال، أنه لا یكفي أن یكون لمصفوفتین مربعتین3 B الدالة 

الممیّزة ذاتها كي یكونا متشابهتین. 
 

- برهن أن المصفوفة الحقیقیة4
1 0
1 1

A  
=  − 

  D مشـابهة لمصفوفة قطریة



  

1P بحیث إنPوأوجد المصفوفة المحوّلة AP D− . nA واستنتج=
 
- أوجد الجذور الممیّزة والفضاءات الذاتیة للمصفوفة: 5

 

3

3 1 1
2 2 1 ( )
2 2 0

A M R
− 

 = − ∈ 
  

 

 مشابهة لمصفوفة قطریة. Aهل
 
 التالیة، أوجد مصفوفة A- من أجل كل من المصفوفات المتناظرة الحقیقیة6

1P بحیث تكونPمتعامدة AP− :قطریة 
 

4 2 0 4 4 2
2 3 2 , 4 4 2

0 2 2 2 2 1
A A

− −   
   = − − = −   
   − − −   

 

 
 المشابهة للمصفوفة المربعة: T- عین المصفوفة المثلثیة7

 

4 5 2
1 0 0
0 1 0

A
− 

 =  
  

 

 
- برهن أن المصفوفة: 8



  

3 2 1
1 0 1

1 1 2
A

 
 = − − 
  

 

 

 Pغیر مشابهة لمصفوفة قطریة. اختزلها إلى الشكل المثلثي، وأوجد المصفوفة
1Pالتي تحقق AP T− = .

- برهن أن كلاً من المصفوفات التالیة واحدیة: 9
 

1 1
21 12 2 0 ,

2 3 21 1

i i
i

i
ii i

− 
−  

   −  − + 

 

 
- اختزل عمودیاً المصفوفة المتناظرة الحقیقیة: 10

 

1 2 2
2 1 2
2 2 1

A
− 
 = − 
 − 

 

TPوحقق صحة العلاقة AP D= .
 

- إذا كانت: 11
3 0

2 2 2
0 3

i

A i
i

− 
 

= − 
 
 

 



  

U* بحیث یكونUفأوجد مصفوفة واحدیة AU مصفوفة مثلثیة عناصر قطرها 
. Aالجذور الممیّزة ل ـِ

 
1U بحیث تكونU- أوجد مصفوفة واحدیة12 AU− مصفوفة مثلثیة عناصر 

 علماً بأن: Aقطرها الجذور الممیّزة ل ـِ
 

5 5 1 6 4
4 6 2 2 6 4

2 3 1 3 2

i i i
A i i i

i i i

+ − + − − 
 = − − − + 
 + − + − − 

 

 
- لتكن المصفوفة: 13

14 8 7
18 11 11
4 4 5

A
− 

 = − 
 − 

 

 

)2 تعطى بالصیغةA) بین أن الدالة الممیّزة ل ـ1ِ( ) ( 2)( 3)λ λ λ∆ = − − .
 غیر قابلة للاختزال إلى الشكل القطري. A) أثبت أن2(
. A الموافقة ل ـJِ) أوجد مصفوفة جوردان القانونیة3(
 إلى صیغة جوردان القانونیة، أي أوجد مصفوفة غیر A) اختزل المصفوفة4(

1P بحیث إنPشاذة AP J− = .
 

 التالیة إلى صیغة جوردان القانونیة: A- اختزل المصفوفة14
 



  

1 0 1
1 2 1
1 0 3

A
 
 = − 
 − 

 

 
1Q بحیث تكون المصفوفةQ- أوجد مصفوفة غیر شاذة15 AQ− ًمثلثیة علما 

بأن: 
9 1 8 9
6 1 5 5
5 1 4 5

4 0 5 4

A

− − 
 − − =
 − −
 − 

 

 
 تكون كذلك. −1A مصفوفة نظامیة وغیر شاذة فإنA- برهن أنه إذا كانت16
. TA تكون مشابهة لـA مصفوفة نظامیة فإنA- برهن أنه إذا كانت17

 
- أوجد مصفوفة جوردان الموافقة للمصفوفة: 18

 

0 2 1
1 2 2
0 2 1

A
− 

 = − 
 − 

 

  
 لكل من المصفوفات: M- أوجد مصفوفة جوردان القانونیة ومصفوفة التحویل19

 



  

1 1 0 0
2 1 1

1 2 0 2
1 0 3 ,

0 0 3 3
0 0 2

0 2 3 4

 
−   

   
   
    

 

 

 
 علماً بأن: nA- احسب20

5 1 1
2 4 2
1 1 3

A
− 

 = − 
 − 

 

 
 

 
 



  

الفصل الثالث 

الصيغ ثنائية الخطية والتربيعية 
Bilinear and Quadratic forms 

 
 
 

- الأشكال ثنائية الخطية: 1
© n�dF�1≠1  ∫®

 الشكل ثنائي الخطیة. یُعرف K فضاء متجهات ذا بعد منته على حقلEلیكن
f: بأنه تطبیقEعلى E E K×  یحقق الشرطین التالیین: →

( ) ( , ) ( , ) ( , )
( ) ( , ) ( , ) ( , )
i f u v w f u w f v w
ii f u v w f u v f u w

α β α β
α β α β
+ = +

′ ′ ′ ′ ′ ′ ′+ = +
 

,وذلك أیاً كانت , , , ,u v w u v w′ ′ α, ومهما یكنE عناصر من′ βمن K .
) عن ii خطي بالنسبة للمتغیر الأول، كما یعبر الشرط (f) یعني أنiالشرط (

 خطي بالنسبة للمتغیر الثاني. fأن
 

 ∫`O{u�
nEنعرف على فضاء المتجهات R=التطبیق : nf R R→ :كما یلي 

1 1 2 2( , ) .... n nf u v x y x y x y= + + + 



  

1حیث 2 1 2( , ,..., ), ( , ,..., )n nu x x x v y y y=  شكلاً ثنائي f فعندئذ یكون=
u, ویُرمز له ب ـnRِ ندعوه بالجداء الداخلي علىEالخطیة على v .

 
، n ذا بعد منتهE شكلاً ثنائيَّ الخطیة على فضاء المتجهاتfلیكن

1ولتكن 2{ , ,...., }nB e e e=ِقاعدة ل ـ Eولنفرض أن ,u v E∈ :فعندئذ 

1 1 2 2 1 1 2 2.... , ....n n n nu e e e v e e eα α α β β β= + + + = + + + 
وبالتالي یمكن أن نكتب: 

1 1 2 2 1 1 2 2( , ) ( .... , .... )n n n nf u v f e e e e e eα α α β β β= + + + + + + 

1 1 1 1 1 2 1 2 1 1( , ) ( , ) .... ( , )n nf e e f e e f e eα β α β α β= + + + + 
2 1 2 1 2 2 2 2 2 2( , ) ( , ) .... ( , )n nf e e f e e f e eα β α β α β+ + + + + 

........ ( , )n n n nf e eα β+ + 

                                           
, 1

( , )
n

i j i j
i j

f e eα β
=

= ∑ 

) یتعین تماماً بالقیمfوهكذا، فإن الشكل ثنائي الخطیة , )i jf e e التي 
. 2nعددها

، ×1nإذا اعتبرنا مصفوفتي العمود

1 1

2 2;

n n

x y
x y

X Y

x y

   
   
   = =
   
   
   

 
 

)وإذا رمزنا ب ـِ , )i j ijf e e a=،( , 1,2,..., )i j n= فعندئذ یمكننا إعادة صیاغة 
)مفهوم الشكل ثنائي الخطیة , )f u v1 كمصفوفة  كما یلي: ×1

 



  

1 1 1 11 2

2 2 2 21 2
1 2

1 2

( , ) [ .... ]

n

n T
n

n n n nn

a a a y
a a a y

f u v x x x X AY

a a a y

   
   
   = =
   
   
    





    



 

)تدعى )ijA a=حیث ( , )ij i ja f e e=،( , 1,2,...., )i j n= مصفوفة . 
}1 بالنسبة للأساسfالشكل ثنائي الخطیة }n

i ie  f ل ـِالتمثیل المصفوفي أو =
}1بالنسبة للأساس }n

i ie = .
 

 ∫`O{u�
3Eالشكل ثنائي الخطیة المعرف على فضاء المتجهات R= :ِب ـ 

1 1 1 3 2 1 2 2 3 3( , )f u v x y x y x y x y x y= + + + + 

1 2 3 1 2 3( , , ), ( , , )u x x x v y y y=  یكتب بلغة المصفوفات: =
 

1

1 2 3 2

3

1 0 1
( , ) [ ] 1 1 0

0 0 1

T

y
f u v x x x y X AY

y

   
   = =   
      

 

 
 ∫WOD)« wzUM� qJ� vK� …b�UI�« �OG� d�√

. n ذا بعد منتهK فضاء متجهات على الحقلEإذا كان
1لتكن 1{ } , { }n n

i i i iB e B e= =′ ′=  مصفوفة P ولنفرض أنE قاعدتین في=
. B إلى القاعدة′Bالانتقال من القاعدة

)لنعتبر الآن الشكل ثنائي الخطیة:                         , ) Tf u v X AT= 
Y                                         ولنأخذ التحویلین الخطیین: PY ′=،X PX ′=  



  

X,حیث Y′  مركبة في المتغیرات الجدیدة، نجد: n متجها عمود في كل منهما′
( , ) ( ) . .( ) ( )T T T Tf u v PX A PY X P AP Y X A Y′ ′ ′ ′ ′ ′ ′= = = 

TAومنه ینتج أن  P AP′ A, وهي علاقة تربط بین المصفوفتین= A′ وبالتالي 
نورد المبرهنة التالیة: 

 
© WM���1≠2 ∫®

X,ان التحویلین الخطیین PX Y PY′ ′=  یردّان الشكل ثنائي =
TXالخطیة AYالذي مصفوفته Aإلى شكل ثنائي الخطیة مصفوفته TP AP .
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2Eلنعرف على R= :الشكل ثنائي الخطیة 

1 1 2 1 2 2 1 2 1 2( , ) 4 3 , ( , ) ( , )f u v x y x y x y u x x v y y= + − = = 
 بالنسبة f مصفوفة الشكل الثنائي الخطیةAأوجد -1

1للأساس 2{ ( 1,1), (1,0)}B e e= = − = 
 بالنسبة f مصفوفة الشكل ثنائي الخطیة′Aأوجد -2

1للأساس 2{ (2, 1), (1,1)}B e e′ ′ ′= = − = 

 وحقق صحة ′B إلى الأساسB من الأساسPحدّد مصفوفة الانتقال -3
TA العلاقة P AP′ = 

الحل: 
یلاحظ أن: 

1 1 11 ( , ) (( 1,1),( 1,1)) 6a f e e f= = − − = − 

1 1 22 ( , ) (( 1,1),(1,0)) 3a f e e f= = − = 

2 2 11 ( , ) ((1,0),( 1,1)) 1a f e e f= = − = − 



  

2 2 22 ( , ) ((1,0),(1,0)) 1a f e e f= = = 
ومنه نجد: 

6 3
1 1

A
− 

=  − 
 

بطریقة مشابهة، نرى أن: 

1 1 11 ( , ) ((2, 1),(2, 1)) 7a f e e f′ ′ ′= = − − = − 

1 1 22 ( , ) ((2, 1),(1,1)) 1a f e e f′ ′ ′= = − = 

2 2 11 ( , ) ((1,1),(2, 1)) 13a f e e f′ ′ ′= = − = 

2 2 22 ( , ) ((1,1),(1,1)) 2a f e e f′ ′ ′= = = 
وبالتالي: 

7 1
13 2

A
− ′ =  
 

 

. B إلى القاعدة′B مصفوفة الانتقال من القاعدةP- نبحث الآن عن3
1لدینا:        1 2(2, 1) ( , ) ( ,0)e e eα β α α β′ = − = + = − + 

1أي:                                               1 2e e e′ = − + 
2 كذلك:         1 2(1,1) ( , ) ( ,0)e e eα β α α β′ = = + = − + 

2 أي:                                              1 22e e e′ = + 
ومنه: 

1 1
1 2

P
− 

=  
 

 

TPوأخیراً ، من السهل على القارئ أن یبین أن:  AP A′= .
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 بأنها n ذي بعد منتهE على فضاء متجهاتfرتبة شكل ثنائي الخطیةتُعرف 
) ویرمز لها ب ـfِرتبة أي تمثیل مصفوفي ل ـِ )rank f ویُقال عن الشكل ثنائي .

) إذا كانمتردٍّ  إنه fالخطیة )rank f n< إذا غیر متردٍّ  وإنه 
)كان )rank f n= .
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3Eعین رتبة الشكل ثنائي الخطیة المعرف على R= :بالصیغة 

1 2 1 2 1 1 3 3 1 2 2 1( , ) (( , ), ( , )) 2 7f u v f x x y y x y x y x y x y= = + + − + 

1 3 3 1 2 3 3 33 4x y x y x y x y+ + + + 
الحل: 

 بالنسبة للأساس القانوني في هذا الفضاء fإن مصفوفة الشكل ثنائي الخطیة
هي: 

2 1 3
1 0 4

1 1 7
A

 
 = − 
  

 

detوبملاحظة أن 0A ) یتضح على الفور أن= )rank f n< وبالتالي الشكل 
ثنائي الخطیة متردٍّ . 

 
 

- الأشكال ثنائية الخطية المتناظرة والأشكال التربيعية الخاصة: 2
© n�dF�2≠1 ∫®

 إذا كان: متناظر إنه E على فضاء متجهاتfیُقال عن شكل ثنائي الخطیة



  

2( , ) ( , ) , ( , )f u v f v u u v E= ∀ ∈ 
) عندمامتناظر متخالفوإنه  , ) ( , )f u v f v u= − .

 
)لنعتبر الآن الشكل ثنائي الخطیة , ) Tf u v X AY=الذي مصفوفته A ،

فعندئذ: 
( , ) ( )T T T T Tf u v X AY X AY Y A X= = = 

TXوذلك لأن AY :مصفوفة وحیدة العنصر. وبالتالي نمیز ما یلي 
 W�U�1∫إذا كان ( , )f u v شكلاً ثنائي الخطیة متناظراً (متناظراً متخالفاً ) فعندئذ 
نجد: 

, ( )T T T T T TY A X Y AX Y A X Y AX= = − 
)ومنه )T TA A A A= −  تكون متناظرة f ومصفوفة الشكل ثنائي الخطیة=

(متناظرة متخالفة). 
 W�U�2:إذا كانت المصفوفة A :متناظرة، فلدینا 

( , ) ( , )T T Tf u v Y A X Y AX f v u= = = 
 یكون متناظراً . fفالشكل ثنائي الخطیة

 متناظرة متخالفة، فنرى أیضاً أن: Aأما إذا كانت المصفوفة
( , ) ( , )Tf u v Y AX f v u= − = − 

 یكون متناظراً متخالفاً . fوالشكل ثنائي الخطیة
وبالتالي نكون قد برهنا المبرهنة التالیة: 
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 المنتهي البعد متناظراً Eیكون الشكل ثنائي الخطیة على فضاء المتجهات
(متناظراً متخالفاً ) إذا وفقط إذا كانت مصفوفته بالنسبة لقاعدة مرتبة في هذا 

الفضاء متناظرة (متناظرة متخالفة). 
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 والتي مصفوفته بالنسبة 3Rاكتب الشكل ثنائي الخطیة المتناظر على الفضاء

للأساس القانوني في هذا الفضاء هي: 
1 2 1
2 4 3
1 3 0

A
− 

 = − 
 − − 

 

الحل: 
 المقابل لها متناظراً 3R متناظرة، فالشكل ثنائي الخطیة علىAبما أن المصفوفة

ویعطى بالصیغة: 
 

1

1 2 3 2

3

1 2 1
( , ) [ ] 2 4 3

1 3 0

y
f u v x x x y

y

−   
   = −   
   − −   

 

 

1 1 2 2 1 2 2 1 1 2 3 1 2 3 3 34 2 2 3 3x y x y x y x y x y x y x y x y= + + + − − − − 
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 إذا كان: متناوب إنه E علىfیُقال عن شكل ثنائي الخطیة

 ( , ) 0 ;f v v v E= ∀ ∈)                    1 (



  

 فإن: E شكلاً ثنائي الخطیة متناوباً علىfیتضح على الفور، أنه إذا كان
0 ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )f u v u v f u u f u v f v u f v v= + + = + + + 

وبالتالي نجد: 
( , ) ( , )f u v f v u= −)                    2 (

 
) یؤول 2، فإن الشرط (2 لا یساويK: إذا كان ممیز الحقلوكحالة خاصة

)إلى , ) ( , )f v v f v v= ) وبالتالي − , ) 0f v v  وعلیه نورد النتیجة التالیة: =
 

 

© W�O��2≠5 ∫®
ثنائیة الخطیة  والأشكل ثنائیة الخطیة المتناوبةیوجد تكافؤ بین الأشكال 

. 2 ممیزه لا یساويK على حقلEعلى فضاء متجهاتالمتناظرة المتخالفة 
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، E ذا بعد منتهE شكلاً ثنائي الخطیة متناظراً على فضاء متجهاتfإذا كان
 بأنه تطبیق من النمط: E علىqالشكل التربیعينعرف 

: ( ) ( , )q v q v f u u− − − −→ = 
 بالنسبة لقاعدة مرتبة في هذا الفضاء، فعندئذ: f مصفوفةAإذا اعتبرنا أن

( ) ( , ) Tq v f v v X AX= = 



  

        

1 1 1 11 2

2 2 2 21 2
1 2

1 2

[ ]

n

n
n

n n n nn

a a a x
a a a x

x x x

a a a x

   
   
   =
   
   
    






    



 

          2 2 2
1 1 2 21 2 .... 2n n ij i jn

i j
a x a x a x a x x

<

= + + + + ∑ 

1إن كثیرة الحدود التربیعیة بالمتغیرات 2, ,...., nx x x نا الموافقة  المذكورة لتوَّ
الشكل التربیعي الخاص المناظر للشكل ثنائي  تدعى Aللمصفوفة المتناظرة

 .fالخطیة المتناظر
 

 قطریة فإنه یوجد للشكل التربیعي الخاص Aوبصورة خاصة، إذا كانت المصفوفة
)الموافق )q v :التمثیل القطري 

2 2 2
1 1 2 21 2( ) ....T

n nnq v X AX a x a x a x= = + + + 
 لا تحتوي على حدود ناتجة عن qوهذا یعني أن كثیرة الحدود التربیعیة الممثلة ل ـِ

ضرب عناصر مختلفة الدلیل. 
 إیجاد الشكل ثنائي qمن ناحیة أخرى، یمكن بمعرفة الشكل التربیعي الخاص

بالشكل القطبي للشكل  من خلال المطابقة التالیة والمسماة fالخطیة المتناظر
. qالتربیعي
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) K على حقلE شكلاً تربیعیاً على فضاء متجهاتqإذا كان ( ) 2)Kℵ ≠ ،
 یعطى بالصیغة: qفإن الشكل القطبي ل ـِ

1( , ) [ ( ) ( ) ( )]
2

f u v q u v q u q v= + − − 



  

البرهان: 
في الواقع، لدینا: 

( ) ( ) ( ) ( , ) ( , ) ( , )q u v q u q v f u v u v f u u f v v+ − − = + + − − 
( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )

2 ( , )
f u u f u v f v u f v v f u u f v v

f u v
= + + + − −
=

 

 والحصول على 2، فمن الممكن القسمة على2بما أن ممیز الحقل لا یساوي
نا.  المتطابقة الواردة لتوِّ
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أوجد المصفوفات المتناظرة المرتبطة بالأشكال التربیعیة التالیة: 
2 2

1 2 1 1 2 2( ) ( , ) 2 3 6q x q x x x x x x= = + + 
2

1 1 1 2 1 2 2( ) ( , ) 8 4q x q x x x x x= = + 
2 2 2

2 2 1 2 3 1 1 2 1 3 2 2 3 3( ) ( , , ) 2 4 3 7q x q x x x x x x x x x x x x= = + + + + + 
2 2 2

3 3 1 2 3 4 1 1 2 2 3 1 4 3 4( ) ( , , , ) 2 2 2q x q x x x x x x x x x x x x x= = − + + + + 
الحل: 

 بالنسبة للقاعدة القانونیة في q لمصفوفة الشكل التربیعيqMإذا رمزنا ب ـِ
nEالفضاء R= :فعندئذ وفقاً للعلاقة المصفوفیة ،

1 1 1 11 2

2 2 2 21 2
1 2

1 2

( ) [ ]

n

n
n

n n n nn

a a a x
a a a x

q v x x x

a a a x

   
   
   =
   
   
    






    



 

نجد: 



  

        
1

3
2

3
2

2 0 4
,

6 4 4q qM M   
= =   
   

 

2 4
1

2

1
2

1 1 0 1
1 1 2

1 0 1 0
1 3 ,

0 1 1 0
2 7

1 0 0 1

q qM M

− 
   −   = =   
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 معرفاً ب ـِ: 3R شكلاً تربیعیاً علىqلیكن
2 2 2

1 2 3 1 2 3 1 2 2 3( ) ( , , )q v q x x x x x x x x x x= = + + − − 
، حدّد المصفوفة المتناظرة للشكل ثنائي الخطیة المتناظر qأوجد الشكل القطبي ل ـِ

 الناتج.
الحل: 

) أن: 7-2نعلم وفقاً للمتطابقة المذكورة في المبرهنة (
1( , ) [ ( ) ( ) ( )]
2

f u v q u v q u q v= + − − 

1إذا اعتبرنا 2 3 1 2 3( , , ), ( , , )u x x x v y y y=   فعندئذ یكون لدینا: =
2 2 2

1 1 2 2 3 3( ) ( ) ( ) ( )q u v x y x y x y+ = + + + + + − 

1 1 2 2 2 2 3 3( )( ) ( )( )x y x y x y x y− + + − + + 
 

2 2 2
1 2 3 1 2 2 3( )q u x x x x x x x= + + − − 

 

2 2 2
1 2 3 1 2 2 3( )q v y y y y y y y= + + − − 

 

وبحسابات بسیطة نرى بسهولة أن: 



  

1 1 2 2 3 3 1 2
1( , )
2

f u v x y x y x y x y= + + − − 

2 1 2 3 3 2
1 1 1
2 2 2

x y x y x y− − − 

)وعلیه، فإن المصفوفة المتناظرة الموافقة للشكل ثنائي الخطیة , )f u v بالنسبة 
 هي: 3Rللقاعدة القانونیة في الفضاء

 

11 0
2

1 11
2 2

10 1
2

fM

 − 
 
 = − −
 
 
 −
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 معرفاً بالصیغة: 3R شكلاً تربیعیاً علىqلیكن
2 2

1 2 3 1 2 3 1 2( ) ( , , ) 2 ( cos sin ) ;q v q x x x x x x x x Rλ λ λ= = + + + ∈ 
 بالنسبة للقاعدة القانونیة في f ثم مصفوفةq ل ـfِأوجد الشكل القطبي

 غیر متردٍّ . f. وبین أن3Rالفضاء
الحل: 

1لیكن 2 3 1 2 3( , , ), ( , , )u x x x v y y y=   فعندئذ نجد: =
2 2

1 1 2 2( ) ( ) ( )q u v x y x y+ = + + + + 

3 3 1 1 2 22( )(( )cos ( )sin )x y x y x yλ λ+ + + + + 
 

2 2
1 2 3 1 2( ) 2 ( cos sin )q u x x x x xλ λ= + + + 



  

 
2 2
1 2 3 1 2( ) 2 ( cos sin )q v y y y y yλ λ= + + + 

وبحسابات فعلیة یمكن رؤیة أن: 

1 1 2 2( ) ( ) ( ) 2 2q u v q u q v x y x y+ − − = + + 

3 1 3 2 3 1 3 22 cos 2 sin 2 cos 2 sinx y x y y x y xλ λ λ λ+ + + + 
وبالتالي یكون: 

1 1 1 3 2 2 2 3 3 1( , ) cos sin cosf u v x y x y x y x y x yλ λ λ= + + + + + 

3 2 sinx y λ+ 
ومصفوفة الشكل التربیعي الأخیر هي: 

 
1 0 cos
0 1 sin , ( )

cos sin 0
qM R

λ
λ λ

λ λ

 
 = ∈ 
  

 

2وإذا لاحظنا أن               2det sin cos 1qM λ λ= − − = − 
 شكل ثنائي الخطیة متناظر وغیر متردٍّ . fیتضح أن
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 وفق الصیغة: 4Rلیكن الشكل التربیعي المعرف على الفضاء المتجهي

2 2 2 2
1 2 3 4 1 2 3 4 1 2( ) ( , , , ) 3 4 2q v q x x x x x x x x x xλ µ= = − − + + 

( , )Rλ µ∈ 
)أوجد )rank fرتبة الشكل ثنائي الخطیة المتناظر fِالمتعلق ب ـ q .

الحل: 
1إذا كان 2 3 4 1 2 3 4( , , , ), ( , , , )u x x x x v y y y y=  فعندئذ یمكن أن نجد =

بسهولة أن: 



  

1( , ) [ ( ) ( ) ( )]
2

f u v q u v q u q v= + − − 

       1 1 2 2 3 3 4 4 1 2 1 23 4 ( )x y x y x y x y x y y xλ µ= − − + + + 
وبالتالي نجد: 

1 0 0
3 0 0

0 0 4 0
0 0 0

fM

µ
µ

λ

 
 − =
 −
 
 

 

 

من ناحیة أخرى، نبین بسهولة أن: 
2det( ) 4 ( 3)fM λ µ= + 

)وبالتالي ) 4rank f 0λ من أجل= 0λ. أما إذا كان≠  فعندئذ نجد =
)بوضوح أن ) 3rank f = .
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]2لیكن ]E R X=2 الفضاء المتجهي للحدودیات من الدرجة أصغر أو تساوي ،

ولنعرف على هذا الفضاء الشكل ثنائي الخطیة التالي: 
1

2
1

( ( ), ( )) ( ) ( ) ( ), ( ) [ ]p x q x p x q x dx p x q x R Xφ
−

= ∀ ∈∫ 

,1}2 بالنسبة للقاعدة القانونیةφأوجد مصفوفة , }x x2 في الفضاء[ ]E R X= ،
 غیر متردٍّ . φبین أن
الحل: 



  

1

1

(1,1) 1 2dxφ
−

= =∫ 

1

1

(1, ) ( ,1) 0x x xdxφ φ
−

= = =∫ 

1
2 2 2

1

2(1, ) ( ,1)
3

x x x dxφ φ
−

= = =∫ 

2 2 22 2( , ) , ( , ) , ( , ) 0
3 5

x x x x x xφ φ φ= = = 

]2 بالنسبة للقاعدة القانونیة فيφوبالتالي مصفوفة الشكل ثنائي الخطیة ]R X 
هي: 

2
3

2
3

2 2
3 5

2 0
2 4 40 0 , det( ) ( ) 0
3 5 9

0
M Mφ φ

 
 = = − ≠ 
  

 

)یتضح أن  ) 3rank φ  غیر متردٍّ . φ والشكل ثنائي الخطیة=
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) K فضاء متجهیاً على حقلEلیكن ( ) 2)Kℵ  شكلاً تربیعیاً q، إذا كان≠
)2 فبیّن أنEعلى ) ( )q v q vλ λ=وذلك مهما یكن v E∈ ومهما 
. ∋Kλیكن

الحل: 
لدینا: 

2 2( ) ( , ) ( , ) ( )q qq v f v v f v v q vλ λ λ λ λ= = = 
. q الشكل ثنائي الخطیة المتناظر المستنتج منqfحیث
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 الشكل E،q شكلاً تربیعیاً علىf، إذا كانK فضاء متجهیاً على حقلEلیكن
، بیّن أن: fالتربیعي المرتبط ب ـِ

       ( ) ( ) 2 ( ) 2 ( )q u v q u v q u q v+ + − = + 
( ) ( ) 2 ( , ) 2 ( , )q u v q u v f u v f v u+ − − = + 

الحل: 
لدینا: 

( ) ( ) ( ) [ ( , ) ( , )]q u v q u q v f u v f v u+ = + + + 
( ) ( ) ( ) [ ( , ) ( , )]q u v q u q v f u v f v u− = + − + − + − 

)ولما كان , ) ( , )f v u f v u− = −،( , ) ( , )f u v f u v− = −،( ) ( )q v q v− = 
)نستنتج أن:                      ) ( ) 2 ( ) 2 ( )q u v q u v q u q v+ + − = + 

)وكذلك أن:                ) ( ) 2 ( , ) 2 ( , )q u v q u v f u v f v u+ − − = + 
 
 

- الصيغ التربيعية العامة: 3
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1 من المتغیرات nالصیغة التربیعیة ب ـِ 2, ,...., nx x x :تُعرف بالعبارة  

1 2
, 1

( ) ( , ,..., ) ; ( )
n

n ij i j ij ji
i j

q x q x x x a x x a a
=

= = =∑ 

    2 2
11 1 12 1 2 1 1 21 2 1 22 2.... ....n na x a x x a x x a x x a x= + + + + + + 

2
1 1 2 2... ......n n n n nn na x x a x x a x+ + + + 



  

 هي عناصر من حقل الأعداد الحقیقیة أو حقل الأعداد ijaحیث المعاملات
 وفي الحالة الثانیة نتكلم صیغة تربیعیة مركبةالمركبة، ففي الحالة الأولى یُقال 

. كصیغة تربیعیة حقیقیة fعن
 

إذا أخذنا: 

1

2

n

x
x

X

x

 
 
 =
 
 
 


) كمصفوفة عمود واحد، فعندئذ یمكن كتابة الصیغة )q x 

كمصفوفة مؤلفة من عنصر واحد كما یلي: 
 

1 1 1 11 2

2 2 2 21 2
1 2

1 2

( ) [ ]

n

n T
n

n n n nn

a a a x
a a a x

q x x x x X AX

a a a x

   
   
   = =
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)تدعى المصفوفة المتناظرة )ijA a=للصیغة التربیعیة ( )q x  بمصفوفة

) ویرمز لها ب ـِبرتبة الصیغة التربیعیة A. وتدعى رتبةالصیغة )rank q أو 
. rاختصاراً ب ـِ

r إذا كانشاذةیُقال عن الصیغة التربیعیة إنها  n< وفي الحالة المعاكسة تدعى 
. غیر شاذة

 



  

1الآن، إذا طبقنا على المتغیرات 2, ,...., nx x xتحویلاً مصفوفته C من 
Xالنمط CY= :لة  فإننا نحصل مباشرةً على الصیغة التربیعیة المحوَّ

( ) ( ) ( )T T TCY A CY Y C AC Y= 
1التي تحوي المتغیرات 2, ,...., ny y y ولها المصفوفة المتناظرة TC AC 

وهكذا نجد النتیجة التالیة: 
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Xالتحویل الخطيإن  CY=ذا المصفوفة C المطبق على صیغة 

)تربیعیة )q xمصفوفتها A یقودنا إلى صیغة تربیعیة جدیدة مصفوفتها ،
TC AC .
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)یُقال إن صیغتین تربیعیتین ), ( )q x h yبـ n إذا متكافئتان حقیقیاً  من المتغیرات ،
Xوجد تحویل خطي غیر شاذ CY=بوساطته یتم تحویل الصیغة ( )q x إلى 

)الصیغة )h y .
 

,إن تشابه المصفوفتین TA C AC :یقودنا إلى النتائج التالیة 
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لصیغتین تربیعیتین متكافئتین حقیقیاً الرتبة ذاتها. 
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تكون صیغتان تربیعیتان متكافئتان حقیقیاً إذا كانت مصفوفتاهما متشابهتین. 
 
 

 دليل وتوقيع صيغة –- مبرهنة سيلفستر  للتمثيل القانوني لصيغ تربيعية 4

تربيعية: 
© ��HKO� WM���4≠1 ∫®

إذا كانت
, 1

( )
n

ij i j
i j

q x a x x
=

=  أعداداً ija ومعاملاتهاr صیغة تربیعیة رتبتها∑

حقیقیة أو مركبة، فیمكن عندئذ إیجاد تحویل غیر شاذ معاملاته أعداد حقیقیة أو 
)مركبة بحیث یتحول )q x2 إلى عبارة 2 2

1 1 2 2 .... r rc y c y c y+ +  حیث تختلف +
 جمیعها عن الصفر. icالمعاملات

 
 ∫ÕöD�«

2من الملائم أن ندعو العبارة 2 2
1 1 2 2 .... r rc y c y c y+ + . بالصیغة القانونیة +

 
 الصیغ التربیعیة التي تكون  بالصیغ التربیعیة الحقیقیةسنهتم في سیاق دراستنا 
. الإحصاء وفي الهندسة التحلیلیة لأهمیتها الرئیسة في معاملاتها أعداداً حقیقیة
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)نُعرف دلیل صیغة تربیعیة حقیقیة )q xِویرمز له ب ـ µ بأنه عدد المعاملات 

)الموجبة في الصیغة القانونیة ل ـِ )q x .



  

)ویبرهن على أن رتبة صیغة تربیعیة حقیقیة ) Tq x X AX= بأنها عدد الجذور 
0Iالمغایرة للصفر للمعادلة الممیّزة  Aλ − = .

. ووفقاً لكون A هو بدقة عدد الجذور الموجبة للمعادلة الممیّزة ل ـµِأما الدلیل
جمیع جذور المعادلة الممیزة أعداداً حقیقیة، فإن عدد الجذور الموجبة هو بدقة 

Iعدد تغیرات الإشارة في الدالة الممیّزة Aλ ، وتُعرف هذه A للمصفوفة−
. بقاعدة دیكارت للإشاراتالحقیقة 

 
 ∫`O{u�

لتكن الصیغة التربیعیة الحقیقیة: 
2 2 2( , , ) 2 7 4 8q x y z x y z xy xz= + − − + 

والتي تكتب: 
1 2 4

( , , ) [ ] 2 2 0
4 0 7

x
q x y z x y z y

z

−   
   = −   
   −   

 

إن مصفوفة الشكل التربیعي هي: 
1 2 4
2 2 0 ;( 3)

4 0 7
A r

− 
 = − = 
 − 

 

 تكتب بالمعادلة: Aوإذا لاحظنا أن الدالة الممیّزة ل ـِ
3 24 39 18I Aλ λ λ λ− = + − + 

2µیتضح وفقاً لقاعدة دیكارت للإشارات أن  باعتبار أن عدد تغیرات الإشارة =
. 2 یساويAفي الدالة الممیّزة ل ـِ



  

 إلى الصیغة مبرهنة سیلفسترلنختزل الآن الصیغة التربیعیة الحقیقیة بموجب 
القانونیة: 

2 2 2
1 1 2 2 3 3c y c y c y+ + 

)في الواقع، نشكل أولاً مصفوفة القوالب : )A I ثم نطبق علیها متتالیة من ،
تحویلات الصفوف ومثیلاتها من تحویلاتها الأعمدة، وفق ما یلي: 

[ : ]A I = 
1 2 4 1 0 0 1 0 0 1 0 0
2 2 0 0 1 0 0 2 8 2 1 0

4 0 7 0 0 1 0 8 23 4 0 1

−   
   = − −   
   − − −   

 

 

فیّتین  1وذلك بتطبیق العملیتین الصَّ 34R R− + ، 1 22R R+ على 
]المصفوفة : ]A I2. نطبق بعد ذلك العملیة العمودیة 34C C+ والعملیة الصفیة 

2 34R R+ :على الترتیب فنجد 
 

1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0
0 2 0 2 1 0 0 2 0 2 1 0
0 0 9 4 4 0 0 0 9 4 4 1

   
   − −   
      

[ : ]A I  

                                                 [ : ]TD C= 
 قطریة. لنضع الآن: Aوبذلك نكون قد جعلنا

1 2 4
0 1 4
0 0 1

C
 
 =  
  

 

ولنعتبر التحویل الخطي غیر الشاذ: 



  

1 2 4
0 1 4
0 0 1

x
X CY y

z

′   
   ′= =    

′      

 

أي التحویل: 
2 4

4
x x y z
y y z
z z

′ ′ ′= + +
′ ′= +

′=
 

بالتعویض نرى أن التحویل الوارد أعلاه یردّ الصیغة التربیعیة المعطاة إلى الصیغة 
القانونیة: 

2 2 2( , , ) 2 9q x y z x y z′ ′ ′ ′ ′ ′= − + 
ووفقاً للمفاهیم الأساسیة الواردة أعلاه، نعرض المبرهنة التالیة الخاصة بالصیغ 

التربیعیة المتكافئة حقیقیاً . 
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 من المتغیراتnتكون صیغتان تربیعیتان حقیقیتین بـ
, 1

( )
n

ij i j
i j

f x a x x
=

= ∑ ، 

, 1
( )

n

ij i j
i j

h x b x x
=

′ ′=  متكافئتین إذا كان لهما الرتبة ذاتها والدلیل نفسه. ∑
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برهن أن الصیغتین التربیعیتین الحقیقیتین التالیتین غیر متكافئتین حقیقیاً : 

2 2 2( , , ) 4 8 4 4 8f x y z x y z xy xz yz= + − + − + 
2 2 2

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1( , , ) 2 2 8 4 4f x y z x y z x y x z y z= + − + − − 



  

 
الحل: 

إن مصفوفتي الصیغتین هما على الترتیب: 
4 2 2 2 4 2
2 1 4 , 4 2 2
2 4 8 2 2 1

A B
− −   

   = = −   
   − − − − −   

 

، Aنوجد أولاً الدالة الممیّزة ل ـِ
4 2 2

2 1 4
2 4 8

I A
λ

λ λ
λ

− −
− = − − −

− +
 

              

2

3 2

( 4)( 7 24) 4( 2 2)
3 60 100

( 2)( 5)( 10)

λ λ λ λ

λ λ λ
λ λ λ

= − + − + − +

= + + +
= − − +

 

 
وبما أن رتبة صیغة تربیعیة هي تماماً عدد الجذور التي لا تساوي الصفر في 

، وأن دلیل صیغة تربیعیة حقیقیة هو بدقة Aالمعادلة الممیّزة لمصفوفة الصیغة
 المعرف أیضاً وفقاً لقاعدة دیكارت Aعدد الجذور الموجبة للمعادلة الممیّزة ل ـِ

Iللإشارات على أنه عدد تغیرات الإشارة في الدالة الممیّزة Aλ ، A للمصفوفة−
)فیتضح عندئذ أن 3 , 2)r µ= = .

 هي: Bبصورة مماثلة، نجد أن الدالة الممیّزة ل ـِ
 



  

2 4 2
4 2 2

2 2 1
I A

λ
λ λ

λ

− −
− = − −

+
 

            2

2

( 2)( 3)( 2) 20( 2)
( 2)( 5 14)
( 2) ( 7)

λ λ λ λ

λ λ λ

λ λ

= + − − − +

= + − −

= + −

 

 التي تساوي عدد الجذور المغایرة للصفر في المعادلة hإذن تكون رتبة الصیغة
3r هيBالممیّزة ل ـِ  كما أن دلیل الصیغة الذي هو بدقة عدد الجذور الموجبة =

1µ هوBللمعادلة الممیّزة ل ـِ = .
یتضح أن لهاتین الصیغتین الرتبة نفسها، ولكن بدلیلین مختلفین وبالتالي أن 

الصیغتین غیر متكافئتین حقیقیاً . 
 

© s�d94≠5 ∫®
بین أن الصیغتین التربیعیتین الحقیقیتین: 

       2
1 2 3 1 2 3( , , ) 2f x x x x x x= + 

2 2 2
1 2 3 1 2 3( , , ) 2 2h y y y y y y= + − 

متكافئتان. 
الحل: 

إن مصفوفتي الصیغتین هما على الترتیب: 
 

1 0 0 1 0 0
0 0 1 , 0 2 0
0 1 0 0 0 2

A B
   
   = =   
   −   

 



  

A,ونجد بسهولة أن الدالتین الممیّزتین ل ـِ B :هما 
 

2( 1) ( 1)

( 1)( 2)( 3)

I A

I B

λ λ λ

λ λ λ λ

− = − +

− = − − +
 

 

وبالتالي استناداً إلى المفاهیم التي وردت في التمرین السابق یتضح للقارئ أن 
الصیغتین التربیعیتین الحقیقیتین متكافئتان. 

 
 ∫WOFO�d� WGO� lO�u�

)لتكن )q xصیغة تربیعیة حقیقیة رتبتها rِب ـ n من المتغیرات. فوفقاً لمبرهنة 
) فإن الصیغةسیلفستر )q x تختزل بوساطة تحویل حقیقي غیر شاذ إلى الصیغة 
2القانونیة  2 2

1 1 2 2 ..... r rc y c y c y+ + 0ic حیث + ≠ ( 1,2,..., )i r= .
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)توقیع الصیغةنعرف  )q xِونرمز له ب ـ ( )Sig q بأنه الفرق بین عدد المعاملات 
. ω في الصیغة القانونیة وعدد المعاملات السالبةµالموجبة

)أي: ( ) )Sig q µ ω= − .
 

)، تقودنا إلى النتیجة التالیة: 3-4إن المبرهنة (
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)الشرط اللازم والكافي لتكون صیغتان تربیعیتان حقیقیتین ), ( )q x h xِب ـ n من 

المتغیرات متكافئتان حقیقیاً هو أن یكون لهما الرتبة ذاتها والتوقیع نفسه. 
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ردّ الصیغة التربیعیة الحقیقیة: 

2 2
1 2 3 1 2 2 3 1 3 2 3( , , ) 2 2 2 4q x x x x x x x x x x x= − − + + 

. وأوجد أیضاً توقیع الصیغة. مبرهنة سیلفسترإلى الصیغة القانونیة باستخدام 
 

الحل: 
إن مصفوفة الصیغة التربیعیة هي: 

0 1 1
1 2 2
1 2 1

A
 
 = − 
 − 

 

 التي بوساطتها تردّ الصیغة التربیعیة الحقیقیة المعطاة Cلإیجاد مصفوفة التحویل
إلى الصیغة القانونیة: 
]نشكل مصفوفة القوالب : ]A I ونطبق علیها متتالیة من تحویلات الصفوف 

ومثیلاتها من تحویلات الأعمدة وفق الرموز المشار لها في أسفل المصفوفة فنجد: 
[ : ]A I = 

0 1 1 1 0 0 1 2 1 0 0 1
1 2 2 0 1 0 1 2 2 0 1 0
1 2 1 0 0 1 0 1 1 1 0 0

−   
   = − −   
   −   

 

1 3C C↔                          1 3R R↔ 
1 2 1 0 0 1

2 2 1 0 1 0
1 1 0 1 0 0

− 
 − 
  

 



  

1ثم نطبق العملیتین الصفیتین  2 1 32 ,R R R R+  ثم العملیتین العمودیتین +

1 3 1 2, 2C C C C+  فنجد: +
 

1 2 1 0 0 1
0 2 3 0 1 2
0 3 1 1 0 1

− 
 
 
  

  ومن ثم  
1 0 0 0 0 1

0 2 3 0 1 2
0 3 1 1 0 1

− 
 
 
  

 

2لنطبق الآن العملیة الصفیة 33 2R R− 2 ثم العملیة العمودیة+ 33 2C C− + 
فنجد: 

1 0 0 0 0 1
0 2 3 0 1 2
0 0 7 2 3 4

− 
 
 
 − − − 

 ثم 
1 0 0 0 0 1

0 2 0 0 1 2
0 0 14 2 3 4

− 
 
 
 − − − 

 

 
 قطریة. لنأخذ الآن: Aوبذا نكون قد جعلنا

0 0 2
0 1 3
1 2 4

C
 
 =  
  

 

ولنعتبر التحویل الخطي: 

1

2

3

0 0 2
0 1 3
1 2 4

y
X CY y

y

   
   = =    
      

 

 



  

فینتج أن: 
1 0 0

0 2 0
0 0 14

TP AP
− 
 =  
 − 

 بالإضافة لذلك، نرى أن التحویل 

المذكور یردّ الصیغة التربیعیة الحقیقیة المعطاة إلى الصیغة 
2القانونیة 2 2

1 2 32 14y y y− + − .
)وأخیراً ، إن التوقیع )Sig q :للصیغة التربیعیة هو الفرق 

( ) 1Sig q µ ω= − = − 
 
 

 

- الأشكال الهرميتية (الأشكال المرافقة لنفسها): 5
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، ندعو التطبیق:                           C فضاء متجهات ذا بعد منته على حقل الأعداد المركبةEلیكن
C→:f E E× 

( , ) ( , )u v f u v 
، إذا حقق الشرطین: E) علىشكلاً مرافقاً لنفسه (شكلاً هرمیتیاً 

( ) ( , ) ( , ) ( , )i f u v w f u w f v wα β α β+ = + 
( ) ( , ) ( , ) , , , , ,ii f u v f v u u v w E Cα β= ∀ ∈ ∀ ∈ 

 یحقق الشرط: Eنستنتج مباشرةً أن الشكل المرافق لنفسه على
( ) ( , ) ( , ) ( , )iii f u v w f u v f u wα β α β+ = + 

في الواقع، لدینا: 
( , ) ( , ) ( , ) ( , )f u v w f v w u f v u f w uα β α β α β+ = + = + 

. ( , ) . ( , ) ( , ) ( , )f v u f w u f u v f u wα β α β= + = + 



  

 خطي بالنسبة للمتغیر الأول، وكذلك نعبر عن f) بقولنا إنiیُعبر عن الشرط (
 خطي مرافق (نصف خطي) بالنسبة للمتغیر الثاني. f) بالقول أنiiالشرط (

)بالإضافة لذلك، بما أن , ) ( , )f v v f v v=یتضح أن ( , )f v v ،عدد حقیقي 
vمهما یكن E∈ .

 
}1 وبفرضn ذو بعد منتهEلنعتبر الآن أن }n

i ie  قاعدة مرتبة في هذا الفضاء، =
فإن: 

1 1 2 2 1 1 2 2... , ....n n n nu a e a e a e v b e b e b e= + + + = + + + 
 

ولنحسب الشكل المرافق لنفسه (الهرمیتي)، 

1 1
( , ) ( , )

n n

i i j j
i j

f u v f a e b e
= =

= ∑ ∑ 

                                   
, 1

( , )
n

i j i j
i j

a b f e e
=

= ∑ 

                                          
, 1

n

i j ij
i j

a b h
=

= ∑ 

 

11 1 11 2

2 2 21 2 2
1 2

1 2

[ ..... ]

n

n T
n

n n nn n

bh h h
h h h ba a a X HY

h h h b

  
  
  = =  
  

      





    



 

 



  

وذلك باعتبار أن:

1 1

2 2,

n n

a b
a b

X Y

a b

   
   
   = =
   
   
   

 
u, مصفوفتا عمود إحداثیات v 

}1بالنسبة للقاعدة المرتبة }n
i ie . E في الفضاء=
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)سـندعو المصفوفة )ijH h= التمثیل المصفوفي للشكل الهرمیتيf  بالنسبة 

)للقاعدة المرتبة المذكورة، وبملاحظة أن , ) ( , )i j j if e e f e e= نرى ،
H*أن H=وبالتالي H  .هرمیتیة 
 

وبذلك نكون قد برهنا النتیجة: 
© W�O��5≠3 ∫®

)إن ( , ))i jH f e e=مصفوفة شكل هرمیتي f1 بالنسبة لقاعدة مرتبة{ }n
i ie = 

تكون هرمیتیة وبالإضافة لذلك، نورد النتیجة التالیة: 
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: مصفوفة هرمیتیة فإن التطبیقHإذا كانت n nf C C C×  المعرف →
)بالصیغة , ) Tf X Y X HY=یكون شكلاً هرمیتیاً على nC .
البرهان: 

,أیاً كان Cα β , وأیاً كانت∋ , nX Y Z C∈ فعندئذ وفقاً لمفاهیم أولیة في ،
مبرهنة المصفوفات نرى أن: 



  

( , ) ( )Tf X Y Z X Y H Zα β α β+ = + 

       

( )

( , ) ( , )

T T

T T

X Y H Z

X H Z Y H Z
f X Z f Y Z

α β

α β
α β

= +

= +
= +

 

 
من جهة أخرى، یُلاحظ أن: 

( , ) ( )
TT T T Tf X Y X AY X AY Y A X= = = = 

* ( , )T TY A X Y AX f Y X= = = 

 
TXوذلك بالاستفادة من حقیقة أن المصفوفة AYوحیدة العنصر، إذن f شكل 

. nCهرمیتي على
 
 
 

- الأشكال الهرميتية التربيعية الخاصة وتمثيلها القانوني: 6
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الشكل ، نعرف n ذا بعد منتهE شكلاً هرمیتیاً على فضاء متجهاتfإذا كان

 بأنه تطبیق من f) المرتبط ب ـِالشكل التربیعي المرافق لنفسه (الهرمیتي التربیعي
الصیغة: 

: ( ) ( , )q v q v f v v→ = 
 وفق ما fویمكن التعبیر عن الشكل الهرمیتي التربیعي المرتبط بالشكل الهرمیتي

یلي: 



  

( ) ( , ) Th v f v v X H X= = 
 

11 1 11 2

2 2 21 2 2
1 2

1 2

[ ..... ]

n

n T
n

n n nn n

xh h h
h h h xx x x X H X

h h h x

  
  
  = =  
  

      





    



 

                                               
, 1

n

ij i j
i j

h x x
=

= ∑ 
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 والذي مصفوفته: 3Cاكتب الشكل الهرمیتي ثم الهرمیتي التربیعي على
 

2 0 0
0 0 3
0 3 4

H i
i

 
 = − 
 + − 

 

الحل: 

إذا كانت 
1 1

2 2

3 3

,
x y

X x Y y
x y

   
   = =   
      

. 3C  عناصر من

)ولنحسب , )f u v .
في الواقع، لدینا: 



  

1

1 2 3 2

3

2 0 0
( , ) [ ] 0 0 3

0 3 4

y

f u v x x x i y
i y

  
  = −   
  + −    

 

   1 1 2 3 3 2 3 32 (3 ) (3 ) 4x y i x y i x y x y= + − + + − 
أما الشكل الهرمیتي التربیعي فهو: 

1

1 2 3 2

3

2 0 0
( ) [ ] 0 0 3

0 3 4

x

h v x x x i x
i x

  
  = −   
  + −    

 

            1 1 2 3 3 2 3 32 (3 ) (3 ) 4x x i x x i x x x x= + − + + − 
            2 2

1 2 3 3 2 32 (3 ) (3 ) 4x i x x i x x x= + − + + − 
 من المطابقة التالیة المسماة q منfكذلك، یمكن الحصول على الشكل الهرمیتي

. qبالشكل القطبي ل ـِ
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 q، فإن الشكل القطبي ل ـEِ شكلاً هرمیتیاً تربیعیاً على فضاء متجهاتqإذا كان

یعطى بالصیغة: 
1( , ) [ ( ) ( )] [ ( ) ( )]
4 4

if u v q u v q u v q u iv q u iv= + − − + + − − 

البرهان: 
في الحقیقة، لدینا: 

( ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )q u v f u v u v f u u f u v f v u f v v+ = + + = + + + 
( ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )q u v f u v u v f u u f u v f v u f v v− = − − = − − + 



  

وبالطرح ینتج: 
)1              (( ) ( ) 2 ( , ) 2 ( , )q u v q u v f u v f v u+ − − = + 

بطریقة مشابهة، لدینا أیضاً : 
( ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )q u iv f u iv u iv f u u if u v if v u f v v+ = + + = − + + 
( ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )q u iv f u iv u iv f u u if u v if v u f v v− = − − = + − + 

وبالطرح ینتج: 
)2           (( ) ( ) 2 ( , ) 2 ( , )q u iv q u iv if v u if u v+ − − = − 

 ونجمعها مع الأولى فنجد: iنضرب المعادلة الثانیة بـ
( ) ( ) [ ( ) ( )] 4 ( , )q u v q u v i q u iv q u iv f u v+ − − + + + − = 

أي أن: 
1( , ) [ ( ) ( )] [ ( ) ( )]
4 4

if u v q u v q u v q u iv q u iv= + − − + + − − 

 
 ∫WOFO���« WO�O�d�« ‰UJ�ú� w�u�UI�« qO�L��«
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A,نقول عن مصفوفتین Bمربعتین هرمیتیتین من الدرجة ،n إنهما متشابهتان ،

B* بحیث یكونPهرمیتیاً فیما إذا وجدت مصفوفة غیر شاذة P AP= .
1یُقال عن شكلین هرمیتین تربعیین بالمتغیرات 2, ,...., nx x x إنهما متكافئان إذا ،

Xوجد تحویل خطي غیر شاذ PY= .یحول أحد هذین الشكلین إلى الآخر 
© W�O��6≠5 ∫®

یكون شكلان هرمیتیان متكافئین إذا كانت مصفوفتاهما متشابهتین هرمیتیاً . 
 

© WM���6≠6 ∫®



  

، rیمكن تحویل شكل هرمیتي تربیعي رتبته

, 1
( )

n
T

ij i j
i j

q v X H X h x x
=

= = ∑ 

1إلى الصیغة القانونیة 1 1 2 2 2 .... r r rc y y c y y c y y+ +  أعداد ic حیث+
Xحقیقیة مغایرة للصفر بوساطة تحویل خطي غیر شاذ PY= .
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1یكون شكلان هرمیتیان بالمتغیرات 2 3, , ,...., nx x x x متكافئین، إذا وفقط إذا كان 
لهما الرتبة ذاتها والدلیل ذاته. 

 
© ·dF�6≠8 ∫wFO�d� �O�d� qJ� lO�u�∫®

)نعرف توقیع شكل هرمیتي تربیعي ونرمز له ب ـِ )Sig q بأنه الفرق بین عدد 
 ω في الصیغة القانونیة وعدد المعاملات السالبةµالمعاملات الموجبة

)أي )Sig q µ ω= − .
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رد الشكل التربیعي الهرمیتي
1

( )
2

T i
q v X X

i
 

=  − 
 إلى الصیغة القانونیة 

وأوجد توقیعه. 
 

الحل: 
]لنشكل أولاً مصفوفة القوالب  : ]H I 



  

1 1 0
[ : ]

2 0 1
i

H I
i

 
=  − 

 

1لنطبق على الترتیب العملیتین  2iR R+ 1  ثم 2iC C−   فنحصل على +
المصفوفة المكافئة 

1 0 1 0
[ : ]

0 1 1
TD P

i
 

= 
 

 

وبالتالي 
1
0 1

i
P  
=  
 

 

Xلنضع: PY= :وتكون معاملات التحویل 
1 1 2

2 2

x y iy
x y
= +
=

 

)وهكذا یتحول الشكل التربیعي الهرمیتي ) Tq v X H X= إلى الصیغة 
1القانونیة 1 2 2y y y y+وبالتالي توقیع الصیغة ( )q vهو ( ) 2Sig q = .
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رد الشكل التربیعي الهرمیتي: 

1

1 2 3 2

3

1 1 2
( ) [ ] 1 4 2 3

2 2 3 7

T

xi i
q v x x x i i x

i i x

 + 
  = − −   
  − +    

 

إلى الصیغة القانونیة وأوجد توقیعه. 
 

الحل: 
]لنشكل أولاً مصفوفة القوالب  : ]H I 



  

1 1 2 1 0 0
1 4 2 3 0 1 0

2 2 3 7 0 0 1

i i
i i
i i

+ 
 − − 
 − + 

 

1نطبق العملیتین الصفیتین 32iR R+، 1 2( 1 )i R R− +  على +
]المصفوفة : ]H I ثم العملیتین العمودیتین المرافقتین لنفسهما 

1المتناظرتین 32iC C− +، 1 2( 1 )i C C− −  فنجد: H على+
1 1 2 1 0 0
0 2 5 1 1 0
0 5 3 2 0 1

i i
i i

i i

+ 
 − − + 
  

 ثم 

1 0 0 1 0 0
0 2 5 1 1 0
0 5 3 2 0 1

i i
i i

 
 − − + 
  

 

2ثم نطبق بعدئذ العملیة الصفیة 35 2iR R−  والعملیة العمودیة المرافقة لنفسها +
2المناظرة 35 2iC C−  فنحصل على: +

1 0 0 1 0 0
0 2 5 1 1 0
0 0 19 5 9 5 2

i i
i i

 
 − − + 
 − + − 

 ومن ثم 

1 0 0 1 0 0
0 2 0 1 1 0
0 0 38 5 9 5 2

i
i i

 
 − + 
 − + − 

 

 قطریة، لنأخذ: Hوبذا نكون قد جعلنا



  

1 1 5 9
0 1 5
0 0 2

i i
P i

− + + 
 = − 
  

 

عندئذ، أن معاملات التحویل: 
1 1 2 3

2 2 3

3 3

( 1 ) (5 9 )
5

2

x y i y i y
x y iy
x y

= + − + + +
= −
=

 

)ترد الشكل التربیعي المعطى ) Tq v X H X= إلى الصیغة 
1القانونیة 1 2 2 3 32 38y y y y y y+  (تأكد من ذلك). وأخیراً یلاحظ أن توقیع −

) هو qالصیغة التربیعیة الهرمیتیة ) 2 1 1Sig q = − = .
 
 

- تمرينات محلولة: 7
© s�d97≠1 ∫®

برهن أن الصیغتین التربیعیتین: 
                        2 2 2

1 2 3 1 2 3 2 3( , , ) 4 4q x x x x x x x x= + − + 
2 2 2

1 2 3 1 2 3 1 2 1 3 2 3( , , ) 9 2 2 6 6 8q x x x x x x x x x x x x= + + + − − 
متكافئتان. 

الحل: 
من السهل أن نرى أن مصفوفتي الصیغتین هما على الترتیب: 



  

1 0 0 9 3 3
0 1 2 , 3 2 4
0 2 4 3 4 2

A B
−   

   = = −   
   − − −   

 

 هي: Aإن الدالة الممیزة ل ـِ
2 3 2( 1)( 3 8) 2 11 8I Aλ λ λ λ λ λ λ− = − + − = + − + 

)إن دلیل الصیغة ) Tq v X AX= هو بدقة عدد الجذور الموجبة للمعادلة الممیّزة 
 المعرف أیضاً وفقاً لقاعدة دیكارت للإشارات على أنه عدد تغیرات الإشارة في Aل ـِ

2µ، وبالتاليAالدالة الممیزة ل ـِ = .
 تعطى بـ: Bمن جهة أخرى، یمكن للقارئ أن یرى أن الدالة الممیّزة لـ
2( 9)( 4 12) 18( 2)I Bλ λ λ λ λ− = − − − − + 

                          
3 2

( 2)( 12)( 3)
13 6 72

λ λ λ

λ λ λ

= + − −

= − + +
 

2µوبالتالي  = .
یتضح مما سبق أن الصیغتین متكافئتان حقیقیاً لأن لهما الرتبة ذاتها (بین ذلك) 

والدلیل ذاته. 
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رد الصیغة التربیعیة الحقیقیة: 

1

1 2 3 2

3

1 2 3
( ) [ ] 2 5 4

3 4 8

x
q v x x x x

x

−   
   = −   
   − −   

 

إلى الصیغة القانونیة. 
الحل: 



  

]لنشكل مصفوفة القوالب : ]A I1 ثم نطبق علیها العملیتین 33R R− + ،

1 22R R− 1 ثم العملیتین المتناظرتین + 33C C+ ،1 22C C−  فنجد: +
1 2 3 1 0 0
0 1 2 2 1 0
0 2 1 3 0 1

− 
 − 
 − 

    ثم 
1 0 0 1 0 0
0 1 2 2 1 0
0 2 1 3 0 1

 
 − 
 − 

 

2نطبق بعد ذلك العملیة 32R R− 1 ثم العملیة المناظرة+ 32C C−  فنجد: +
1 0 0 1 0 0
0 1 2 2 1 0
0 0 5 7 2 1

 
 − 
 − − 

  ثم 
1 0 0 1 0 0
0 1 0 2 1 0
0 0 5 7 2 1

 
 − 
 − − 

 

 قطریة. لنضع: Aوبذلك نكون قد جعلنا
1 2 7
0 1 2
0 0 1

P
− 

 = − 
  

 

فنستنتج بواسطة التحویل الخطي: 

1

2

3

1 2 7
0 1 2
0 0 1

y
X PY y

y

−   
   = = −   
      

 

5yإن الصیغة المفروضة ترد إلى الصیغة القانونیة  y y+ −2 2 2
1 2 3 .
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رد الشكل التربیعي الهرمیتي: 



  

1

1 2 3 2

3

1 2
( ) [ ] 2 1

2 1 2

xi i
q v x x x i i x

i i x

 + 
  = − −   
  − +    

 

إلى الصیغة القانونیة، ثم حدّد الرتبة والتوقیع. 
الحل: 

]نشكل مصفوفة القوالب : ]H I ثم نجري على الأسطر والأعمدة متتالیة من 
العملیات الأولیة: 

1 2 1 0 0
2 1 0 1 0

2 1 2 0 0 1

i i
i i
i i

+ 
 − − 
 − + 

 

1 2

1 3( 2)
iR R
i R R
+
− +

 

1 2 1 0 0
0 1 1 0
0 3 2 0 1

i i
i i

i i

+ 
 
 
 − − − 

 

1 2 1 0 0
0 1 1 0
0 0 4 3 1

i i
i i

i i

+ 
 
 
 − − 

 

1 0 0 1 0 0
0 1 1 0
0 0 4 3 1

i i
i i

 
 
 
 − − 

 



  

1 0 0 1 0 0
0 1 0 1 0
0 0 4 3 1

i
i i

 
 
 
 − − 

 

لنأخذ 
1 3
0 1
0 0 1

i i
P i

− 
 =  
  

 

فنجد بعملیات حسابیة أن الشكل الهرمیتي التربیعي المعطى یُرد إلى الصیغة 
2القانونیة 

34y y y+ −2 2
1 X بوساطة التحویل الخطي 2 PY= .

3rیلاحظ أن  =  ، ( ) 1Sig q = .



  

تمرينات الفصل 
 

 

- أوجد المصفوفة المتناظرة المرافقة لكلٍ من الصیغ التربیعیة الحقیقیة التالیة: 1
2 2

2 2 2

( , ) 4 6 7
( , , ) 3 4 8 6

q x y x xy y
q x y z x xy y xz yz z

= − −

= + − + − +
 

 
3E- لتكن الصیغة التربیعیة الحقیقیة المعرفة على فضاء المتجهات2 R= :ِب ـ 

2 2 2
1 2 3 1 2 3 1 2 2 3( , , )q x x x x x x x x x x= + + − − 

. ثم أوجد مصفوفة الصیغة q المرتبط بالشكل التربیعيqfحدد الشكل القطبي
التربیعیة بالنسبة للقاعدة القانونیة في هذا الفضاء. 

 
- اكتب الصیغ التربیعیة التالیة باستخدام المصفوفات: 3

2 2

2 2 2

( , ) 3 5 2
( , , ) 3 2 4 2

q x y x xy y
q x y z x xy xz y yz z

= − + −

= + − + − +
 

 
- رد الصیغة التربیعیة: 4

1 2 2
( ) 2 4 8

2 8 4

Tq v X X
 
 =  
  

 

2إلى الصیغة القانونیة  2 2
1 1 2 2 3 3c y c y c y+ + .

 



  

- اكتب الأشكال الهرمیتیة المقابلة للمصفوفات التالیة: 5
2 0 0

4 2
, 0 0 3

2 1
0 3 4

i
A A i

i
i

 
+   = = −   − −   + − 

 

 
- رد الشكل الهرمیتي التربیعي إلى الصیغة القانونیة 6

1
1 2

2

1 2 3
( ) [ ]

2 3 1
xi

q v x x
i x

 + 
=   − −    

 

 
- برهن أن للصیغتین التربیعیتین: 7

1 4 1 2
,

0 0 2 0
T Tx X X X   
   
   

 

رتبتان مختلفتان. 
  

 
 



  



  

الفصل الرابع 

اختزال الصيغ التربيعية الحقيقية 
 
 

1 من المتغیراتnالصیغة التربیعیة الحقیقیة ب ـِ 2, ,...., nx x x :تُعرف بالعبارة 
2 2 2

1 2 11 1 22 2( ) ( , ,..., ) ... 2n nn n ij i j
i j

q x q x x x a x a x a x a x x
<

= = + + + + ∑ 

 أعداداً حقیقیة. ijaحیث المعاملات

إذا اعتبرنا: 

1

2

n

x
x

X

x

 
 
 =
 
 
 


 مصفوفة من عمود واحد، فیمكن عندئذ كتابة الصیغة 

)التربیعیة الحقیقیة )q x :على النحو الآتي 
 

1 1 1 11 2

2 2 2 21 2
1 2

1 2

( ) [ ..... ]

n

n T
n

n n n nn

a a a x
a a a x

q x x x x X AX

a a a x

   
   
   = =
   
   
    





    



 

 
)حیث )ijA a= مصفوفة الصیغة التربیعیة الحقیقیة مصفوفة متناظرة تدعى .

 .رتبة الصیغةورتبة المصفوفة تدعى 



  

- اختزال صيغة تربيعية حقيقية إلى الشكل الناظمي: 1
)لتكن الصیغة التربیعیة الحقیقیة ) Tq x X AX= ولنفترض أن الجذور الممیّزة ،

1 هيAلمصفوفة الصیغة 2, ,...., nλ λ λ فعندئذ وفقاً لمفاهیم أثبتناها في الفقرة ،
 بحیث إنّ P) من الفصل الثاني، توجد مصفوفة حقیقیة متعامدة3(

1 2( , ,..., )T
nP AP diag λ λ λ= .

1إذا طبقنا على المتغیرات 2, ,..., nx x xتحویلاً مصفوفته P أي إذا ،
Xوضعنا PY= فنحصل على صیغة تربیعیة حقیقیة تحوي حدوداً مربعة فقط 

2من النمط  2 2
1 1 2 2 .... n ny y yλ λ λ+ + TP مصفوفتها+ AP الصیغة  وتدعى

)الناظمیة ل ـِ )q x .
بالتحویل  متعامدة Pمن الملائم تسمیة التحویل الوارد أعلاه والذي مصفوفته

. المتعامد
 

وبالتالي نورد المبرهنة التالیة: 
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)لتكن الصیغة التربیعیة الحقیقیة ) Tq x X AX=مصفوفتها A ،

1ولتكن 2, ,...., nλ λ λِالجذور الممیّزة ل ـ A فیوجد تحویل حقیقي ،
Xمتعامد PY=تتحول بوساطته ( )q x إلى الصیغة الناظمیة 

2 2 2
1 1 2 2 .... n ny y yλ λ λ+ + + .
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Xیُقال عن التحویل المتعامد PY= ِدوران للمحاور الإحداثیة للإحداثیات بـ  



  

1Pعندما یكون . الإحداثیات الناظمیة. ویشار عندئذ للإحداثیات الجدیدة بـِ =
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 للصیغة دلیل القصور الذاتيیدعى عدد المعاملات الموجبة في الصیغة الناظمیة 

أو فقط دلیل الصیغة. 
 

 ∫`O{u�

 یمكن أن تختزل للشكل: rإن صیغة تربیعیة حقیقیة رتبتها
( 0)iλ ≠     2 2 2

1 1 2 2 .... r ry y yλ λ λ+ + + 
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اختزل الصیغة التربیعیة الحقیقیة: 

2 2 2
1 2 3 1 1 2 2 3 1 3 2 3( ) ( , , ) 4 4 4 4 4 4q x q x x x x x x x x x x x x= = + + + + + 

إلى عبارة تحوي حدوداً مربعة فقط (الصیغة الناظمیة). 
الحل: 

إن مصفوفة الصیغة التربیعیة: 
4 2 2
2 4 2
2 2 4

A
 
 =  
  

 

 هي: Aوالدالة الممیّزة ل ـِ

2

4 2 2
( ) 2 4 2 ( 2) ( 8)

2 2 4

λ
λ λ λ λ

λ

− − −
∆ = − − − = − −

− − −
 



  

2λوالجذور الممیّزة تكون: 8λ (مكرر)،=  (بسیط). =
لنبحث عن المتجهات الذاتیة الناشئة عن الجذور الممیّزة. 

في الواقع، یكون

1

2

n

x
x

X

x

 
 
 =
 
 
 


 إذا وفقط λ مناظراً للجذر الممیزA متجهاً ذاتیاً ل ـِ

AXإذا كان Xλ= .
2λمن أجل الجذر الممیز AX. إن المعادلة المصفوفیة= Xλ= :تصبح 

 

1

2

3

2 2 2 0
2 2 2 0
2 2 2 0

x
x
x

     
     =     
          

 

 
1التي تؤول إلى معادلة خطیة وحیدة  2 3 0x x x+ + = .

ومنه وفقاً لمفاهیم أُرسیت سابقاً ، نجد متجهین ذاتیین متعامدین: 
 

1 2

1 1
0 , 1
1 0

X X
− −   
   = =   
      

 

 
2λواللذین یكوّنان أساساً للفضاء الذاتي المناظر للجذر الممیز = .

 



  

3من ناحیة ثانیة، من السهل على القارئ رؤیة أن المتجه

1
1
1

X
 
 =  
  

 متعامد مع 

1كلٍّ من 2,X X .
نرد الآن المتجهات الثلاثة التي حصلنا علیها إلى الصیغة الناظمیة ونستخدمها 

كأعمدة للمصفوفة المتعامدة الحقیقیة، فنجد: 
 

1 1 1
2 6 3

1 1 1
2 6 3

1 10
6 3

P

 − − 
 
 = − 
 
 
  

 

 
TP(2,2,4)بالإضافة لذلك، من السهل على القارئ إثبات أن AP diag= .

) نأخذ الآن التحویل الحقیقي المتعامد: 2(
 

1 1 2 3

2 1 2 3

3 2 3

1 1 1
2 6 3

1 1 1
2 6 3

2 1
6 3

x y y y

x y y y

x y y

= − − +

= − +

= +

 

 



  

فنرى من خلال حسابات فعلیة أن التحویل المتعامد المذكور یحول الصیغة 
)التربیعیة الحقیقیة )q x 2 إلى الصیغة القانونیة 2 2

1 2 32 2 8y y y+ + .
 

 ∫WE�ö�
یجـدر بنـا تنبیه القارئ إلى أن التحویل الحقیقي المتعامد الذي بوساطته تحوّل  
الصیغة التربیعیة إلى الصیغة القانونیة لا ینطبق بالضرورة على صیغ تربیعیة 

معاملاتها أعداداً مركبة. 
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اختزل الصیغة التربیعیة الحقیقیة: 

2 2 2( , , ) 4 3 12 4 8q x y z x y z xy xz yz= + − − + − 
2إلى الصیغة الناظمیة  2 2

1 2 3x y zλ λ λ′ ′ ′+ + 1 2 3( )λ λ λ>  وذلك <
بتدویر المحاور الإحداثیة، واكتب معاملات تدویر هذه المحاور. 

الحل: 
نكتب الصیغة التربیعیة بالصورة: 

 
4 6 2

( , , ) [ ] 6 3 4
2 4 1

x
q x y z x y z y

z

−   
   = − −   
   − −   

 

 
. Aثم نبحث عن الجذور الممیّزة لمصفوفة الصیغة

 هي: Aفي الواقع أن الدالة الممیّزة ل ـِ
 



  

4 6 2
( ) 6 3 4 ( 1)( 4)( 11)

2 4 1

λ
λ λ λ λ λ

λ

− −
∆ = − = + + −

− +
 

 
1 تكون: Aومنه الجذور الممیّزة ل ـِ 2 311 , 1 , 4λ λ λ= = − = − 

المتجهات الذاتیة الناشئة عن الجذور الممیّزة: 

یكون
x

X y
z

 
 =  
  

 إذا وفقط إذا λ موافقاً للجذر الممیّزA متجهاً ذاتیاً ل ـِ

AXكان Xλ= .
1λمن أجل الجذر الممیّز ، فإن المعادلة المصفوفیة تصبح: =

 

7 6 2 0
6 8 4 0

2 4 12 0

x
y
z

− −     
     − − − =     
     − −     

 

 

والتي تؤول إلى المعادلتین الخطیتین المتجانستین: 
7 6 2 0 , 3 4 2 0x y z x y z+ − = + + = 

ومنه نحصل على متجه ذاتي
2
2

1

 
 − 
  

1 موافق للجذر الممیّز 11λ = .

 



  

كذلك، بصورة مماثلة نرى أن
2
1
2

 
 
 
 − 

، 
1
2
2

 
 
 
  

 متجهان ذاتیان موافقان على الترتیب 

,4للجذرین الممیّزین 1− − .
 

نردّ المتجهات الثلاثة التي حصلنا علیها إلى الصیغة الناظمیة ونستخدمها كأعمدة 
للمصفوفة المتعامدة الحقیقیة: 

2 2 1
3 3 3
2 1 2
3 3 3

1 2 2
3 3 3

P

 
 
 
 = −
 
 
 −
  

 

 
1Pولما كان X (بیّن ذلك)، فنجد أن التحویل العمودي للإحداثیات= PY= 

یكون دوراناً . زد على ذلك، أن معادلات تدویر المحاور الإحداثیة تعطى 
بالمعادلات: 

1 (2 2 )
3

x x y z′ ′ ′= + + 

1 ( 2 2 )
3

y x y z′ ′ ′= − + + 

1 ( 2 2 )
3

z x y z′ ′ ′= − + 

وأخیراً ، یتضح من خلال حسابات بسیطة أن الصیغة الناظمیة التربیعیة المعطاة 
2هي 2 211 4x y z′ ′ ′− − .



  

 
 

- الصيغ التربيعية الحقيقية المحددة الموجبة: 2
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)یُقال عن صیغة تربیعیة حقیقیة ) Tq x X AX=حیث ( 0)A  من n ب ـِ≠
 إذا كانت رتبتها ودلیلها متساویان. محددّة موجبةالمتغیرات، إنها 

وهكذا یمكن اختزال أیة صیغة تربیعیة محدّدة موجبة إلى الشكل 
2القانوني 2 2

1 2 .... ny y y+ + + .
 

 ∫`O{u�
2بین أن الصیغة التربیعیة الحقیقیة: 2

1 2 1 1 2 2( ) ( , ) 4 5q x q x x x x x x= = − + 
محددة موجبة. 

في الواقع، إذا طبقنا على المتغیرات تحویلاً خطیاً 
1 2
0 1

P  
=  
 

،X PY= ،

)فعندئذ ترد الصیغة )q x:2 إلى الشكل القانوني 2
1 2 2( 3 )y y y− + 

2أي: 2
1 2 2( 2 )x x x− + 

)وبملاحظة أن ) 0q x ) وأن≤ ) 0 0q x x= ⇔  یتضح أن الصیغة التربیعیة =
الحقیقیة المعطاة محددّة موجبة. 
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)یُقال عن صیغة تربیعیة حقیقیة ) Tq x X AX=حیث ( 0)A شبه  إنها =
 فیما إذا كانت الرتبة والدلیل متساویین. محددّة موجبة



  

وهكذا یمكن اختزال أیة صیغة تربیعیة شبه محددة موجبة إلى الشكل 
2القانوني 2 2

1 2 ... ry y y+ + + .
 

 ∫`O{u�
بین أن الصیغة التربیعیة الحقیقیة: 

2 2 2
1 2 3 1 2 3 1 3 2 3( ) ( , , ) 2 2 2q x q x x x x x x x x x x= = + + − − 

شبه محددّة موجبة. 
في الواقع أن الصیغة التربیعیة ترد إلى الشكل التالي 

2 2
1 3 2 3( ) ( )x x x x− +  وذلك بتطبیق تحویل خطي على المتغیرات كما ورد −

في التوضیح الأخیر أو باتباع طریقة لاجرانج التي تتركز بشكل أساسي على 
تكرار عملیة الإتمام إلى مربع كامل. 

)ونرى أن ) 0q x ) ولكن≤ ) 0q x 1 من أجل= 2 3 2x x x= = =  
2rµإذن =  فالصیغة التربیعیة المفروضة شبه محددة موجبة. =
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)یُقال عن مصفوفة صیغة تربیعیة حقیقیة ) Tq x X AX= محددّة موجبة إنها 

) إذا كانت الصیغة بحد ذاتها محددّة موجبة (شبه محددّة شبه محددّة موجبة(
موجبة). 

 
نورد دون برهان المبرهنات التالیة: 
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)إن الشرط اللازم والكافي كي تكون صیغة تربیعیة حقیقیة ) Tq x X AX= 
 موجبة تماماً . Aمحددّة موجبة هو أن تكون جمیع الجذور الممیّزة ل ـِ
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2تكون الصیغة التربیعیة الحقیقیة  2( , ) 2q x y ax bxy cy= +  محدّدة موجبة +
20إذا وفقط إذا كان , 0a ac b> − > .

 
 ∫WE�ö�

إن المحـددات الصغـرى الرئیسـة لمصفوفـة صیغـة تربیعیـة حقیقیـة  
( ) Tq x X AX= هي المحدّدات الناتجة عن حذف بعض الصفوف والأعمدة 

ذوات الأرقام المتماثلة. 
 Aوهكذا، فإن العناصر القطریة لمحدد أصغري رئیسي هي عناصر قطریة في

ذاتها. 
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)إن الشرط اللازم والكافي كي تكون صیغة تربیعیة حقیقیة ) Tq x X AX= 

 موجبة تماماً . Aمحدّدة موجبة هو أن تكون جمیع المحددات الصغرى الرئیسة ل ـِ
أي: 

11 12 13
1 11 2

1 21 22 231
2 21 2

31 32 33

0 , 0 , 0 ,...., 0
a a a

a a
a a a a detA

a a
a a a

> > > > 
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بین أن الصیغة التربیعیة الحقیقیة: 

2 2 2
1 2 3 1 2 3 1 2 2 3 1 3( ) ( , , ) 2 2 2 2 2q x q x x x x x x x x x x x x= = + + + + + 

محدّدة موجبة. 
الحل: 

إن مصفوفة الصیغة: 
2 1 1
1 1 1
1 1 2

A
 
 =  
  

 

 تكون: Aوالدالة الممیّزة ل ـِ
3 2 2( ) 5 5 1 ( 1)( 4 1)I Aλ λ λ λ λ λ λ λ∆ = − = − + − = − − + 

1,2 هيAومنه الجذور الممیّزة ل ـِ 3,2 3− + 
وبما أن الجذور الممیّزة جمیعها موجبة تماماً ، یتضح أن الصیغة المعطاة محدّدة 

موجبة. 
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حدّد دلیل الصیغة التربیعیة الحقیقیة ورتبته: 
2 2( , , ) 2 4 4q x y z x y xy yz= + − + 

الحل: 
إن مصفوفة الصیغة المعطاة: 

 



  

2 2 0
2 1 2

0 2 0
A

− 
 = − − 
 − 

 

 
 هي: Aوالدالة الممیّزة ل ـِ

3 2 2( ) 3 6 8 ( 1)( 2 8)λ λ λ λ λ λ λ∆ = − − + = − − − 
 

                         ( 1)( 4)( 2)λ λ λ= − − + 

 
)والصیغة القانونیة ل ـِ )q v :2 هي 2 24 2x y z′ ′ ′+ − 

3rومنه 2µ، وأن دلیل الصیغة= = .
 
 

- تطبيقات الاختزال الناظمي في معادلات منحنيات الدرجة الثانية 3

وسطوحها: 
 ∫WO�U��« W�—b�«  UOM�M� ∫ÎôË√
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: لمنحنیات الدرجة الثانیةإن المعادلة العامة 

2 2( , ) 2 2 2 0F x y ax bxy cy dx ey f= + + + + + = 
2حیث المعاملات لیست جمیعها أصفاراً ، والعبارة 22ax bxy cy+  تدعى +

. الصیغة التربیعیة المرافقة للمعادلة العامة



  

 
 ∫`O{u�

إن الصیغة التربیعیة المرافقة لمعادلة المنحني: 
2 23 5 7 2 7 0x xy y x+ − + + = 

2هي  23 5 7x xy y+ − 
0xyأما الصیغة التربیعیة المرافقة لمعادلة المنحني  y+ . xy هي=

 
2كذلك فإن الصیغة التربیعیة  2( , ) 2h x y ax bxy cy= +  تكتب: +

[ ]2 22 Ta b x
ax bxy cy x y X HX

b c y
   

+ + = =   
   

 

 مصفوفة متناظرة، وبالتالي یمكن اختزالها إلى الصیغة الناظمیة، أي Hحیث
1 بحیث یكون1Pتوجد مصفوفة حقیقیة متعامدة 1 1 2( , )TP HP diag λ λ= 

1باعتبار أن 2,λ λِالجذور الممیّزة ل ـ H1. بالإضافة لذلك، المصفوفة المتعامدةP 
1detتمثل دوراناً إذا كان  1P = .

إن معادلات دوران المحاور الإحداثیة معینة بالمعادلة: 

1 11 2
1

2 21 2

p px x
X P X

p py y
′    ′= ⇒ =     ′    

 

وبالتالي نجد: 

1 1 2 21 2 1 2,x p x p y y p x p y′ ′ ′ ′= + = + 
وعندها تأخذ المعادلة العامة لمنحني الدرجة الثانیة الشكل: 
2 2

1 2 2 2 0x y d x e y fλ λ′ ′ ′ ′ ′ ′+ + + + = 
أي: 



  

1

2

0
[ 1] 0

1

d x
x y e y

d e f

λ
λ

′ ′   
   ′ ′ ′ ′   
′ ′      

 

 
ووفقاً لمفاهیم أُرسیت في الهندسة التحلیلیة، أن التمثیل البیاني لمنحنیات الدرجة 
الثانیة تكون قطوعاً مخروطیة وأهمها قطوع ناقصة، زائدة، ومكافئة. وعلى أي 
حال، فإننا نهدف في هذه الفقرة من خلال دوران لجملة المحاور الإحداثیة إلى 

التعرف على نوعیة القطوع المخروطیة. 
 

إن المناقشة المذكورة تقودنا إلى عرض المبرهنة التالیة: 
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2إذا كانت   2( , ) 2Th x y X HX ax bxy cy= = +    الصیغة التربیعیة +

المرافقة لمعادلة القطع المخروطي  
2 22 2 2 0ax bxy cy dx ey f+ + + + + . فعندئذ بوساطة دوران لجملة =

Xالمحاور الإحداثیة PX′  تُختزل معادلة القطع إلى الصورة =
2 2

1 2 2 2 0x y dx ey fλ λ′ ′ ′ ′+ + + + 1 حیث= 2,λ λ الجذور الممیّزة 
. Hل ـِ
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2اختزل معادلة القطع المخروطي 25 4 8 36 0x xy y− + −  إلى الصیغة =

الناظمیة، عین نوعه. 
 



  

الحل: 
إن الصیغة التربیعیة المرافقة لمعادلة القطع المخروطي: 

2 2 5 2
( , ) 5 4 8 [ ]

2 8
Tx

h x y x xy y x y X HX
y

−   
= − − = =   −   

 

 هي: Hوالدالة الممیّزة ل ـِ
5 2

( ) ( 9)( 4)
2 8

λ
λ λ λ

λ
−

∆ = = − −
−

 

. 4,9وبالتالي الجذور الممیّزة 
4λالمتجهات الذاتیة الموافقة للجذر الممیّز  هي الحلول غیر الصفریة لجملة =

المعادلات الخطیة المتجانسة: 
1 2 0
2 4 0

x
y

−     
=     −     

 

2التي تؤول إلى معادلة خطیة وحیدة  0x y−  وعلیه نجد: =
2
1

x
s

y
   

=   
   

 

وعلیه
2
1
 
 
 

4λ متجه ذاتي موافق للجذر الممیّز = .

بصورة مشابهة، نبین أن
1

2
− 
 
 

9λ متجه ذاتي موافق للجذر الممیّز = .

 

نرد المتجهین الذاتیین إلى الصیغة الناظمیة فنحصل على المصفوفة المتعامدة 
الحقیقیة: 



  

2 1
5 5

1 2
5 5

P

 − 
 =
 
  

 

 
TP(4,9)بالإضافة لذلك، یُلاحظ بعملیات حسابیة أن HP diag= 

1Pوأن X وبالتالي التحویل العمودي= PX  یكون دوراناً . =′
وبالتعویض في معادلة القطع المخروطي نجد: 

( ) ( ) 36 0TPX H PX′ ′ − = 
أي: 

( ) 36 0T TX P HP X′ ′ − = 
وهذا یعني أن: 

4 0
[ ] 36 0

0 9
x

x y
y
′   ′ ′ − =   ′   

 

إذن معادلة القطع المخروطي تختزل إلى الصیغة الناظمیة: 
2 24 9 36 0x y′ ′+ − = 

أي إلى الصیغة: 
2 2

1
9 4

x y′ ′
+ = 

والتي تمثل قطعاً ناقصاً . 
 ∫WO�U��« W�—b�« ÕuD� ∫ÎUO�U�
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 هي معادلة من الدرجة الثانیة في المتغیرات  لسطوح تربیعیةإن المعادلة العامة 



  

, ,x y z :من النمط 
2 2 2 2 2 2 2 2 2 0ax by cz dxy exz fyz gx hy Iz j+ + + + + + + + + = 

حیث المعاملات أعداداً حقیقیة لیست جمیعها أصفاراً . 
والصیغة التربیعیة المرافقة لمعادلة السطح: 

2 2 2( , , ) 2 2 2q x y z ax by cz dxy exz fyz= + + + + + 
 

[ ] T

a d e x
x y z d b f y X AX

e f c z

   
   = =   
      

 

 

 بحیث P مصفوفة متناظرة، وبالتالي توجد مصفوفة حقیقیة متعامدةAحیث
1إن 2 3( , , )TP AP diag λ λ λ=1 حیث 2 3, ,λ λ λِالجذور الممیّزة ل ـ A ،

det تمثل دوراناً إذا كانPبالإضافة إلى ذلك، إن المصفوفة المتعامدة 1P = .
Xإذا استخدمنا الآن معادلات دوران المحاور الإحداثیة PX  تصبح عندئذ =′

معادلة السطح بعد الدوران: 
2 2 2

1 2 3 2 2 2 0x y z g x h y I z jλ λ λ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′+ + + + + + = 
 

ومنه نجد المبرهنة: 
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إذا كانت: 

2 2 2( , , ) 2 2 2Tq x y z X AX ax by cz dxy exz fyz= = + + + + + 
الصیغة التربیعیة المرافقة لمعادلة السطح: 



  

2 2 2 2 2 2 2 2 2 0ax by cz dxy exz fyz gx hy Iz j+ + + + + + + + + = 
Xفعندئذ بوساطة دوران المحاور الإحداثیة PX  تختزل معادلة السطح إلى =′

2الصورة  2 2
1 2 3 2 2 2 0x y z g x h y i z jλ λ λ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′+ + + + + +  حیث =

1 2 3, ,λ λ λِالجذور الممیّزة ل ـ A .
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اختزل معادلة السطح: 

2 2 24 4 4 4 4 4 3 0x y z xy xz yz+ + + + + − = 
إلى الصیغة الناظمیة وبین نوعه. 

الحل: 
إن الصیغة التربیعیة المرافقة لمعادلة السطح المعطى: 

2 2 2( , , ) 4 4 4 4 4 4q x y z x y z xy xz yz= + + + + + 
 

4 2 2
[ ] 2 4 2

2 2 4

T

x
x y z y X AX

z

   
   = =   
      

 

 
1 هيAومن الواضح فضلاً عن ذلك، أن الجذور الممیّزة ل ـِ 2λ =،2 8λ = .

من ناحیة ثانیة، إن المصفوفة المتعامدة: 



  

1 1 1
2 6 3

1 1 1
2 6 3

2 10
6 3

P

 − − 
 
 = − 
 
 
  

 

 
TP(2,2,8) إلى الصورة القطریة Aتختزل عمودیاً المصفوفة AP diag= .

وإن محددها یساوي الواحد. إذا عوضنا الآن معادلات دوران المحاور 
Xالإحداثیة PX  في معادلة السطح التربیعي نجد: =′

( ) ( ) 3 0TPX A PX′ ′ − = 
أي: 

( ) 3 0T TX P AP X′ ′ − = 
وهذا یعني: 

2 0 0
[ ] 0 2 0 3 0

0 0 8

x
x y z y

z

′   
   ′ ′ ′ ′ − =   

′      

 

ومنه: 
2 2 22 2 8 3x y z′ ′ ′+ + = 

والمساواة الأخیرة یمكن كتابتها بالصورة: 
2 2 2

3 3 3
2 2 8

1x y z′ ′ ′
+ + = 

والتي تمثل معادلة سطح ناقص. 
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اختزل معادلة السطح: 

2 22 4 4 12 6 6 1 0x y xy yz x y z+ − − + + + − = 
إلى الصیغة الناظمیة وبین نوعه وعین عناصره التناظریة واكتب معادلات تغییر 

المحاور الإحداثیة. 
 

الحل: 
إن الصیغة التربیعیة المرافقة لمعادلة السطح هي: 

2 2( , , ) 2 4 4q x y z x y xy yz= + − − 
 

                  
2 2 0

[ ] 2 1 2
0 2 0

x y z
− 

 = − − 
 − 

 

 

 تعطى بالصورة: Aالدالة الممیّزة ل ـِ

3 2

2 2 0
( ) 2 1 2 3 6 8

0 2

λ
λ λ λ λ λ

λ

−
∆ = − = − − + 

 

                                   ( 1)( 2)( 4)λ λ λ= − + − 
 

,1وبالتالي الجذور الممیّزة  2,4λ = − .
من جهة أخرى، إن المتجهات الذاتیة الموافقة للجذور الممیّزة 

1, 2, 4λ λ λ= = −  هي على الترتیب: =
 



  

2 1 2
1 , 2 , 2
2 2 1

     
     −     
     −     

 

 

نرد المتجهات الثلاثة الأخیرة إلى الصیغة الناظمیة فنحصل على المصفوفة 
المتعامدة: 

2 2 1
3 3 3
2 1 2
3 3 3

1 2 2
3 3 3

P

 
 
 
 = −
 
 
 −
  

 

 
,1)التي محددها یساوي الواحد، وتحقق 2,4)TP AP diag= ، وعندئذ یكون −

التحویل الخطي المطبق والذي هو دوران: 
 

2 2 1
3 3 3
2 1 2
3 3 3

1 2 2
3 3 3

x x
y y
z z

 
 

′    
     ′= −    

′       
 −
  

 

ومنه نجد: 
1 (2 2 )
3

x x y z′ ′ ′= + + 



  

1 ( 2 2 )
3

y x y z′ ′ ′= − + + 

1 ( 2 2 )
3

z x y z′ ′ ′= − + 

إذن معادلة السطح المعطاة تختزل إلى الصیغة الناظمیة: 
2 2 24 2 4(2 2 )x y z x y z′ ′ ′ ′ ′ ′+ − + + + + 

2( 2 2 ) 2( 2 2 ) 1 0x y z x y z′ ′ ′ ′ ′ ′+ − + + + − + − = 
أو: 

2 2 24 2 6 12 1 0x y z x z′ ′ ′ ′ ′+ − + + − = 
والتي تكتب أیضاً بالشكل التالي: 

2 2 23 234( ) ( 3) 2( 3)
4 4

x y z′ ′ ′+ + + − − = − 

نجري الآن انسحاباً للمحاور الإحداثیة: 
3 , 3 , 3
4

x X y Y z Z′ ′ ′+ = + = − = 

 هي: XYZومعادلة السطح عندئذ بالنسبة للإحداثیات
2 2 2 234 2

4
X Y Z+ − = − 

وتمثل قطعاً زائداً ذا فرعین، له مركز تناظر هو: 
3 , 3 , 3
4

x y z′ ′ ′= − = − = 

,أي أن مركز التناظر بالنسبة للإحداثیات ,x y z :هو 
3 1 15( , , )
2 2 4

− 

 
 



  

 

)في اختزال صيغة تربيعية حقيقية: GAUSS- طريقة غاوس (4
)في هذه الفقرة سنقدم طریقة تعود إلى غاوس لاختزال صیغة تربیعیة حقیقیة )q x 

إلى مجامیع مربعة مستقلة خطیاً . 
1 من المتغیراتnلتكن الصیغة التربیعیة الحقیقیة ب ـِ 2, ,...., nx x xرتبتها ،r .

2 2 2
1 1 2 21 2( ) .... 2

n
T

n n ij i jn
i j

q x a x a x a x a x x X AX
<

= + + + + =∑ 

 ∫�Ë_« W�U(«
)لنفترض أن )q x  تحوي على الأقل حداً تربیعیـاً مختلفاً عن الصفر، أي أن 
 تحوي على الأقل عنصراً قطریاً واحداً مختلفاً عن الصفر، Aالمصفوفة 

)، فعندئذ تحت هذا الافتراض نحاول إعادة صیاغة11aولنعتبره )q x :بالشكل 
2 2

1 1 11
2 2 2

( ) (2 ) 2
n n

j j i ij i j jj j
j i j n j

q x a x a x x a x x a x
= ≤ < ≤ =

= + + +∑ ∑ ∑ 

1 2 2 2
11 11 1 11 1

2 2 2
[ (2 ) ] 2

n n

ij j ij i j jj j
j i j n j

a a x a a x x a x x a x−

= ≤ < ≤ =

= + + +∑ ∑ ∑ 

وإذا لاحظنا أن الحد الموجود ضمن القوس المربع یكتب: 
2 2 2 2

1 1 1 1 1 11
2 2 1 2

( ) ( ) ( ) ( )
n n n n

j j j j j j j j
j j j j

a x a x a x a x a x
= = = =

+ − = −∑ ∑ ∑ ∑ 

وهكذا یمكن كتابة الصیغة التربیعیة الحقیقیة على الشكل: 
 

1 2 1 2 2
11 1 11 1

1 2 2 2
( ) ( ) 2 ( )

n n n

j j ij i j j j jj j
j i j n j j

q x a a x a x x a a x a x− −

= ≤ < ≤ = =

= + − +∑ ∑ ∑ ∑ 

 

، 1xنشتق الآن الصیغة التربیعیة بالنسبة للمتغیر



  

11 1 1 1
2 11

2 2 2
n n

j j j j
j j

q a x a x a x
x = =

∂
= + =

∂ ∑ ∑ 

ثم نضع: 
1 2 1 2

1 11 11 1
1

1( ) ( ) [ ] ( ) [ ( )]
2

qq x q x a q x a L x
x

− −∂
= − = −

∂
 

 

          1 2 2
11 1

2 2 2
2 ( )

n n

ij i j j j jj j
i j n j j

a x x a a x a x−

≤ < ≤ = =

= − +∑ ∑ ∑ 

 

 1 1 2 2
11 1 11 1

2 2
2 ( ) )

n

ij j ij i j jj j j
i j n j

a a a a x x a a a x− −

≤ < ≤ =

= − + −∑ ∑ 

 
 طالما 1xفنحصل على صیغة تربیعیة حقیقیة جدیدة لا تحوي المتغیر

1أن

1

0q
x
∂

=
∂

. بالإضافة إلى ذلك، تتصف الصیغة التربیعیة الناتجة بأنها مطابقة 

)للصفر أو أنها صیغة تربیعیة في 1)n 2 من المتغیرات− 3, ,...., nx x x على 
الأكثر. ففي الحالة الأولى یكون اختزال الصیغة التربیعیة المعطاة تاماً . وفي 

)1الحالة الأخیرة، وعلى فرض أن معامل حد تربیعي واحد على الأقل في )q x 
مختلف عن الصفر، فیمكن، بتكرار ما ورد أعلاه من أجل الصیغة 

)1التربیعیة )q x2 للحصول على صیغة تربیعیة جدیدة ( )q x حیث تكون إما 
)مطابقة للصفر، أو أنها صیغة في 2)n  من المتغیرات على الأكثر. ویمكن أن −

)تستمر هذه الطریقة في فصل الحدود المرتبة طالما احتوى الباقي )rq x ًحدا 
 من rمربعاً واحداً على الأقل معاملة غیر الصفر، وربما حصلنا، بعد فصل

الحدود المربعة، على باقٍ یطابق الصفر. 
 



  

وبالإضافة إلى ذلك، فإن المناقشة تبیّن أننا برهنا: 
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)كل صیغة تربیعیة حقیقیة )q xرتبتها rِوب ـ n 1 من المتغیرات 2, ,...., nx x x ،

تختزل إلى عبارة تحوي حدوداً مربعة فقط من الشكل: 
2 1 2 1 2

11 1 22 2( ( )) ( ( )) .... ( ( )) , ( 0)rr r iia L x a L x a L x a− −+ + + ≠ 
 

 ∫WE�ö�
من الملائم أن ندعو من الآن وصاعداً الصیغة: 

2 1 2 1 2
11 1 22 2( ( )) ( ( )) .... ( ( ))rr ra L x a L x a L x− −+ + + 

. بالصیغة القانونیة
 

بالإضافة لذلك، نورد النتیجة التالیة: 
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1إن الأشكال الخطیة 2, ,...., rL L L . ًمستقلة خطیا 
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لتكن الصیغة التربیعیة الحقیقیة: 
2 2 2

1 2 3 1 2 3 1 2 1 3 2 3( , , ) 2 4 2 4q x x x x x x x x x x x x= + − − + − 



  

 مصفوفة الصیغة، ثم رد الصیغة باستخدام طریقة غاوس إلى صیغة Aأوجد
قانونیة. 
الحل: 

یُلاحظ أن: 
1 2 1
2 2 2 , ( ) 3

1 1 1
A rank q

− 
 = − − = 
 − − 

 

11بما أن 1 0a = − ، باتباع المناقشة المذكورة لتوّنا، نحصل على: ≠

1 1 2 3
1

1( ) 2
2

qL x x x x
x
∂

= = − − +
∂

 

1 2 2 2
1 11 1 1 2 3 2 2 3( ) ( ) [ ( )] ( ) ( 2 ) 6 8q x q x a L x q x x x x x x x−= − = + − − + = − 

)1ولما كان )q x2  صیغة تربیعیة حقیقیة لا تطابق الصفر بـِ المتغیرات 3,x x ،
22وطالما أن 6 0a =  نجد بطریقة مماثلة أن: ≠

             1
2 2 3

2

1( ) 6 4
2

qL x x x
x
∂

= = −
∂

 

1 2 2
2 1 22 2 3

8( ) ( ) [ ( )]
3

q x q x a L x x−= − = − 

2حیث ( )q x1 صیغة تربیعیة حقیقیة لا تحوي المتغیرات 2,x x وأخیراً بدمج .
النتائج الواردة أعلاه، یتضح: 

1 2 1 2 2
11 1 22 2 3

8( ) [ ( )] [ ( )]
3

q x a L x a L x x− −= + − 

             2 2 2
1 2 3 2 3 3

1 8( 2 ) (6 4 )
6 3

x x x x x x= + − + − − 

 ∫WO�U��« W�U(«



  

)لنعتبر أن الصیغة التربیعیة الحقیقیة )q x0 لا تحوي أي حد تربیعيiia = 
(1 )i n≤  أي: ≥

1
( ) 2

n

ij i j
i j n

q x a x x
≤ < ≤

= ∑ 

12ولنفترض ان 0a ) ولنعد إلى الصیغة الأصلیة≠ )q x :ونكتبها كما یلي 

12 1 2 1 1 2 2
3 3 3

( ) 2 (2 ) (2 ) 2
n n n

j j j j ij i j
j j i j n

q x a x x a x x a x x a x x
= = ≤ < ≤

= + + +∑ ∑ ∑ 

ولنفرض الآن: 

3
( ) 2

n

ij i j
i j n

x a x xθ
≤ < ≤

= ∑، 2
3

( )
n

j j
j

x a xψ
=

=∑، 1
3

( )
n

j j
j

x a xϕ
=

=∑ 

)فعندئذ تأخذ )q x :الصیغة 

12 1 2 1 2( ) 2 2 ( ) 2 ( ) ( )q x a x x x x x x xϕ ψ θ= + + + 
1 2

12 12 1 2 12 1 12 2
1

12 12 1 12 2
1 1

12 12 1 12 2 12

2 [ ( ( )) ( ( )) ] ( )

2 [( ( ))( ( )) ( ) ( )] ( )

2 ( ( ))( ( )) 2 ( ) ( ) ( )

a a x x a x x a x x x
a a x x a x x x x x
a a x x a x x a x x x

ϕ ψ θ

ψ ϕ ϕ ψ θ

ψ ϕ ϕ ψ θ

−

−

− −

= + + +

= + + − +

= + + − +

 

من جهة أخرى، باعتبار أن: 

1 12 1 2 12 2( ) ( ) , ( ) ( )L x a x x L x a x xψ ϕ= + = + 
1

1 12( ) 2 ( ) ( ) ( )q x a x x xϕ ψ θ−= − + 
فعندئذ نستنتج أن: 

1 2
2 1

1 1( ) , ( )
2 2

q qL x L x
x x
∂ ∂

= =
∂ ∂

 

nEوأن كلیهما شكل خطي على الفضاء R= .
وبالإضافة لذلك، نرى أن: 



  

1
1 12 1 2

3 3 3
( ) 2 2 ( )( )

n n n

ij i j j j j j
i j n j j

q x a x x a a x a x−

≤ < ≤ = =

= −∑ ∑ ∑ 

1 2
12 1 2 12 1 2

3 3
2 ( ) 2 ( )

n n

ij j j i j j j j
i j n j

a a a a x x a a a x−

≤ < ≤ =

= − −∑ ∑ 

)1وبالتالي )q x كثیر حدود متجانس من الدرجة الثانیة بالنسبة 
3للمتغیرات 4, ,..., nx x x1 وبمعاملات من حقل الأعداد الحقیقیة، أي( )q x 

1صیغة تربیعیة حقیقیة لا تحوي المتغیرات 2,x x على الإطلاق. وعلیه 
)الصیغة )q x :تتحول بموجب ما ذكر أعلاه إلى الصورة 

1
12 1 2 1( ) 2 ( ) ( ) ( )q x a L x L x q x−= + 

)1وطالما أن الصیغة التربیعیة الناتجة )q x) إلى 1-4 تُختزل بموجب المبرهنة (
عبارة تحوي حدود مربعة مستقلة خطیاً ، یتضح عندئذ: 

1 2 2 2
12 1 2 1 1 2 2( ) 2 ( ) ( ) ... m mq x a L x L x L L Lα α α− ′ ′ ′= + + + + 

ومن الواضح أن یرى القارئ أن: 
2 2 2 2

1 2 1 2 1 2
1 12 [( ) ( ) ] ( )
2 2

L L L L L L L L′ ′′= + − − = − 

)وعلیه، )q x :تكتب بالصورة 
1 2 1 2 2 2 2

12 12 1 1 2 2( ) .... m mq x a L a L L L Lα α α− −′ ′′ ′ ′ ′= − + + + + 
1بالإضافة لذلك 2, , , ,..., mL L L L L′ ′′ ′ ′  مستقلة خطیاً . nR، أشكال خطیة على′

1في الواقع، إذا كانت 2, , , ,..., mβ β β β β′  عناصر حقیقیة بحیث إن: ′′

1 1 2 2 ... 0m mL L L L Lβ β β β β′ ′ ′′ ′′ ′ ′ ′+ + + + + = 
فعندئذ نجد: 

1 2 1 1 2 2( ) ( ) ... 0m mL L L L Lβ β β β β β β′ ′′ ′ ′′ ′ ′ ′+ + − + + + + = 
وعلیه یكون: 

1 2 .... 0mβ β β β β β β′ ′′ ′ ′′+ = − = = = = = 



  

1وذلك لأن الجملة 2 1 2, , , ,..., mL L L L L′ ′  مستقلة خطیاً . ′
 

وهكذا، فإننا نكون قد برهنا المبرهنة التالیة: 
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)كل صیغـة تربیعیـة حقیقیة )q xِب ـ nمن المتغیرات ورتبتها r   تُختزل إلى ،

2الصیغة القانونیة 2 2
1 1 2 2 ..... r rc y c y c y+ +  ic حیث المعاملات الحقیقیة+

1جمیعها تختلف عن الصفر، وأن 2, ,..., ry y y . ًأشكال خطیة مستقلة خطیا 
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لتكن الصیغة التربیعیة الحقیقیة: 

1 2 3 1 2 2 3 1 3( ) ( , , ) 2 5q x q x x x x x x x x x= = − + 
)طبق طریقة غاوس في اختزال )q x .إلى الصیغة القانونیة 

الحل: 

0iiaیُلاحظ أن كل 13 ولكن=
5 0
2

a = . عندئذ وفقاً لما ورد في برهان ≠

المبرهنة الأخیرة، نعتبر: 

1 1 2
3

1 1( ) (5 )
2 2

qL x x x
x
∂

= = −
∂

 

3 3 2
1

1 1( ) (5 2 )
2 2

qL x x x
x
∂

= = +
∂

 

1
1 13 1 2( ) ( ) 2 ( ) ( )q x q x a L x L x−= − 

2 2 2
1 3 2 3 1 2 1 3 1 3 2

1 25 2 [( ) ( ) ]
5 5

x x x x x x L L L L x= − + − + − − = 



  

وبالتالي نجد: 
2 2 2

1 3 1 3 2
1 2( ) [( ) ( ) ]
5 5

q x L L L L x= + − − + 

2 2 2
1 2 3 1 2 3 2

1 2[(5 5 ) (5 3 5 ) ]
20 5

x x x x x x x= + + − − − + 

    2 2 2
1 2 3 1 2 3 2

5 1 5 3 2( ) ( )
4 5 4 5 5

x x x x x x x= + + − − − + 

                2 2 2
1 2 3

5 5 2[ ( )] [ ( )] [ ( )]
4 4 5

L x L x L x′ ′ ′= − + 

وبالتالي تم اختزال الصیغة التربیعیة الحقیقیة إلى الصیغة القانونیة. 
 
 

- تمارين محلولة: 5
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اختزل الصیغة التربیعیة الحقیقیة: 
2 2 2

1 2 3 1 2 3 1 2 2 3 1 3( ) ( , , ) 2 2 2 2 2q x q x x x x x x x x x x x x= = + + + + + 
)إلى الصیغة القانونیة واستنتج أن الصیغة التربیعیة )q x .محددة موجبة 

الحل: 
22من الملاحظ أن 1 0a =  ونشیر إلى القارئ أنه من الملائم مع أنه غیر ≠

، وبالتالي وفقاً للمبرهنة      22aضروري أن ننطلق من المعامل غیر الصفري
)، لنعتبر: 4-4(

1 1 2 3 1 2 3
2

1 1( ) [2 2 2 ]
2 2

qL x x x x x x x
x
∂

= = + + = + +
∂

 

2 2
1 3x x= +1 2 2

1 22 1 1 2 3( ) ( ) [ ( )] ( ) ( )q x q x a L x q x x x x−= − = − + + 



  

1وبالتالي نحصل على صیغة تربیعیة حقیقیة بالمتغیرین 3,x x ،
11من ناحیة ثانیة، طالما أن 1 0a =  نطبق الأسلوب السابق فنجد: ≠

2 1
1

1( )
2

qL x x
x
∂

= =
∂

 

2 2
2 1 1 3( ) ( )q x q x x x= − = 

ومنه نجد: 
1 2 1 2 2

22 1 11 2 3( ) [ ( )] [ ( )]q x a L x a L x x− −= + + 
أي: 

2 2 2
1 2 3 1 3( ) ( )q x x x x x x= + + + + 

 یساوي عدد المعاملات الموجبة بالصیغة µوأخیراً ، بما أن دلیل الصیغة التربیعیة
3µالقانونیة یتضح أن . إذن إن الصیغة التربیعیة محددة موجبة لأن رتبتها =
)ودلیلها متساویان 3)rµ = = .
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لتكن الصیغة التربیعیة الحقیقیة: 
2 2

1 2 3 1 2 1 2 1 3 2 3( ) ( , , ) 2 2 2 6q x q x x x x x x x x x x x= = − + − + 
)حدّد توقیع الصیغة )Sig q .واستنتج أن الصیغة التربیعیة محدّدة موجبة 

الحل: 
نختزل قبل كل شيء الصیغة التربیعیة المعطاة إلى الصیغة القانونیة بموجب 

11غاوس.في الحقیقة، بما أن 2 0a = ، فعندئذ: ≠

1 1 2 3
1

1( ) 2
2

qL x x x x
x
∂

= = + −
∂

 

1 2
1 11 1( ) ( ) [ ( )]q x q x a L x−= − 



  

                                

2
1 2 3

2 2
2 3 2 3

1( ) (2 )
2

3 1 7
2 2

q x x x x

x x x x

= − + −

= − − +
 

22كذلك، بما أن
3 0
2

a = − ، نضع: ≠

1
2 2 3

2

1 1( ) ( 3 7 )
2 2

qL x x x
x
∂

= = − +
∂

 

1 2
2 1 22 1( ) ( ) [ ( )]q x q x a L x−= − 

                   

2 2
1 2 3 2 3

2
3

1( ) (9 49 42 )
6

23
3

q x x x x x

x

= + + −

=
 

ومنه نجد: 
1 2 1 2 2

11 1 22 2 3
3( ) [ ( )] [ ( )] [ ( )]
23

q x a L x a L x L x− −= + + 

3حیث اعتبرنا  3
23( )
3

L x x= 

نستنتج مما ورد أعلاه: 
2 1 1

( ) 3
1 1 3 0 ,

( ) (3,0)
1 3 0

rank q
A

Sig q

−
=

≠ − ≠
=

−
 

فالصیغة التربیعیة عندئذ محددة موجبة. 
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 كي تكون الصیغة التربیعیة محددة موجبة: λأوجد قیمة الوسیط



  

2 2 2
1 2 3 1 2 3 1 2 1 3( ) ( , , ) 2 4 2q x q x x x x x x x x x xλ= = + + + + 

الحل: 
22یُلاحظ أن 2 0a = ، وبالتالي نجد: ≠

1 1 2
2

1( ) 2( )
2

qL x x x
x
∂

= = +
∂

 

1 2 2
1 22 1 1 2( ) ( ) [ ( )] ( ) 2( )q x q x a L x q x x x−= − = − + 

                             
2 2
1 2 1 2

2 2
1 3 1 3

( ) 2( 2 )

( 2) 2

q x x x x x
x x x xλ

= − + +

= − + +
 

33من ناحیة أخرى، بما أن 1 0a =  نستطیع أن نكتب: ≠
1 2

2 1 22 2( ) ( ) [ ( )]q x q x a L x−= − 

                                    

21
1

3

2
1 1 3

2 2
1 1 1 3 3

2
3

1( ) [ ]
2

( ) ( )

( ) ( 2 )

( 3)

qq x
x

q x x x
q x x x x x

xλ

∂
= −

∂

= − +

= − + +

= −

 

وهكذا تختزل الصیغة التربیعیة المعطاة إلى الصیغة القانونیة: 
1 2 1 2 2

22 1 33 2 1( ) [ ( )] [ ( )] ( 3)q x a L x a L x xλ− −= + + − 
2 2 2

1 2 1 3 1( ) 2( ) ( ) ( 3)q x x x x x xλ= + + + + − 
3λیتضح أن الصیغة المفروضة محددة موجبة إذا كان  > .



  

تمرينات الفصل 
 

- اختزل باستخدام طریقة غاوس كلاً من الصیغ التربیعیة الحقیقیة التي نذكر 1
مصفوفاتها فیما یلي إلى عبارة تحوي مجامیع مربعة مستقلة خطیاً . 

2 2 0 0 0 2
2 1 2 , 0 1 3

0 2 0 2 3 4

−   
   − − −   
   − −   

 

 
4 4 2 0 3 2
4 4 2 , 3 0 1
2 2 1 2 1 0

−   
   −   
   − −   

 

 
- بین فیما إذا كانت المصفوفات التالیة محددة موجبة: 2

1 1 1 4 2 2
1 2 4 , 2 4 2
1 4 6 2 2 4

A B
− − −   

   = − =   
   − −   

 

 
- اختزل الصیغة التربیعیة الحقیقیة إلى عبارة تحوي مجامیع مربعة مستقلة خطیاً 3

(غاوس). 
2 2
1 2 3 1 2( ) 2 ( cos sin ),q x x x x x x Rλ λ λ= + + + ∈ 

 



  

 2A مصفوفة صیغة تربیعیة حقیقیة محدّدة موجبة فإنA- برهن أنه إذا كانت4
تكون كذلك. 

 
- أوجد رتبة الصیغة التربیعیة ودلیلها: 5

2 2 2
1 2 3 1 2 1 3 2 3

1( ) 2 4 2 6
3

q x x x x x x x x x x= + + − + − 

 
- اختزل الصیغ التربیعیة الآتیة إلى الشكل الناظمي، وذلك بتدویر المحاور 6

الإحداثیة، واكتب معادلات دوران هذه المحاور في كل حالة. 
2 2 2

2 2 2

( , , ) 3 3 5 2 6 6
( , , ) 3 2 2 2

q x y z x y z xy xz yz
q x y z x y z xy xz yz

= − − − − −

= + + − + −
 

 
- اختزل معادلة كل من السطوح التالیة إلى الشكل الناظمي وبین نوع السطح 7

وعین مركزه: 
          22 4 6 2 4 5 0x yz x y z+ + + − + = 

2 2 22 2 8 4 4 2 0x y z xy xz yz+ − + − − − = 
 

 
 



  



  

الفصل الرابع 

اختزال الصيغ التربيعية الحقيقية 
 
 

1 من المتغیراتnالصیغة التربیعیة الحقیقیة ب ـِ 2, ,...., nx x x :تُعرف بالعبارة 
2 2 2

1 2 11 1 22 2( ) ( , ,..., ) ... 2n nn n ij i j
i j

q x q x x x a x a x a x a x x
<

= = + + + + ∑ 

 أعداداً حقیقیة. ijaحیث المعاملات

إذا اعتبرنا: 

1

2

n

x
x

X

x

 
 
 =
 
 
 


 مصفوفة من عمود واحد، فیمكن عندئذ كتابة الصیغة 

)التربیعیة الحقیقیة )q x :على النحو الآتي 
 

1 1 1 11 2

2 2 2 21 2
1 2

1 2

( ) [ ..... ]

n

n T
n

n n n nn

a a a x
a a a x

q x x x x X AX

a a a x

   
   
   = =
   
   
    





    



 

 
)حیث )ijA a= مصفوفة الصیغة التربیعیة الحقیقیة مصفوفة متناظرة تدعى .

 .رتبة الصیغةورتبة المصفوفة تدعى 



  

- اختزال صيغة تربيعية حقيقية إلى الشكل الناظمي: 1
)لتكن الصیغة التربیعیة الحقیقیة ) Tq x X AX= ولنفترض أن الجذور الممیّزة ،

1 هيAلمصفوفة الصیغة 2, ,...., nλ λ λ فعندئذ وفقاً لمفاهیم أثبتناها في الفقرة ،
 بحیث إنّ P) من الفصل الثاني، توجد مصفوفة حقیقیة متعامدة3(

1 2( , ,..., )T
nP AP diag λ λ λ= .

1إذا طبقنا على المتغیرات 2, ,..., nx x xتحویلاً مصفوفته P أي إذا ،
Xوضعنا PY= فنحصل على صیغة تربیعیة حقیقیة تحوي حدوداً مربعة فقط 

2من النمط  2 2
1 1 2 2 .... n ny y yλ λ λ+ + TP مصفوفتها+ AP الصیغة  وتدعى

)الناظمیة ل ـِ )q x .
بالتحویل  متعامدة Pمن الملائم تسمیة التحویل الوارد أعلاه والذي مصفوفته

. المتعامد
 

وبالتالي نورد المبرهنة التالیة: 
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)لتكن الصیغة التربیعیة الحقیقیة ) Tq x X AX=مصفوفتها A ،

1ولتكن 2, ,...., nλ λ λِالجذور الممیّزة ل ـ A فیوجد تحویل حقیقي ،
Xمتعامد PY=تتحول بوساطته ( )q x إلى الصیغة الناظمیة 

2 2 2
1 1 2 2 .... n ny y yλ λ λ+ + + .
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Xیُقال عن التحویل المتعامد PY= ِدوران للمحاور الإحداثیة للإحداثیات بـ  



  

1Pعندما یكون . الإحداثیات الناظمیة. ویشار عندئذ للإحداثیات الجدیدة بـِ =
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 للصیغة دلیل القصور الذاتيیدعى عدد المعاملات الموجبة في الصیغة الناظمیة 

أو فقط دلیل الصیغة. 
 

 ∫`O{u�

 یمكن أن تختزل للشكل: rإن صیغة تربیعیة حقیقیة رتبتها
( 0)iλ ≠     2 2 2

1 1 2 2 .... r ry y yλ λ λ+ + + 
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اختزل الصیغة التربیعیة الحقیقیة: 

2 2 2
1 2 3 1 1 2 2 3 1 3 2 3( ) ( , , ) 4 4 4 4 4 4q x q x x x x x x x x x x x x= = + + + + + 

إلى عبارة تحوي حدوداً مربعة فقط (الصیغة الناظمیة). 
الحل: 

إن مصفوفة الصیغة التربیعیة: 
4 2 2
2 4 2
2 2 4

A
 
 =  
  

 

 هي: Aوالدالة الممیّزة ل ـِ

2

4 2 2
( ) 2 4 2 ( 2) ( 8)

2 2 4

λ
λ λ λ λ

λ

− − −
∆ = − − − = − −

− − −
 



  

2λوالجذور الممیّزة تكون: 8λ (مكرر)،=  (بسیط). =
لنبحث عن المتجهات الذاتیة الناشئة عن الجذور الممیّزة. 

في الواقع، یكون

1

2

n

x
x

X

x

 
 
 =
 
 
 


 إذا وفقط λ مناظراً للجذر الممیزA متجهاً ذاتیاً ل ـِ

AXإذا كان Xλ= .
2λمن أجل الجذر الممیز AX. إن المعادلة المصفوفیة= Xλ= :تصبح 

 

1

2

3

2 2 2 0
2 2 2 0
2 2 2 0

x
x
x

     
     =     
          

 

 
1التي تؤول إلى معادلة خطیة وحیدة  2 3 0x x x+ + = .

ومنه وفقاً لمفاهیم أُرسیت سابقاً ، نجد متجهین ذاتیین متعامدین: 
 

1 2

1 1
0 , 1
1 0

X X
− −   
   = =   
      

 

 
2λواللذین یكوّنان أساساً للفضاء الذاتي المناظر للجذر الممیز = .

 



  

3من ناحیة ثانیة، من السهل على القارئ رؤیة أن المتجه

1
1
1

X
 
 =  
  

 متعامد مع 

1كلٍّ من 2,X X .
نرد الآن المتجهات الثلاثة التي حصلنا علیها إلى الصیغة الناظمیة ونستخدمها 

كأعمدة للمصفوفة المتعامدة الحقیقیة، فنجد: 
 

1 1 1
2 6 3

1 1 1
2 6 3

1 10
6 3

P

 − − 
 
 = − 
 
 
  

 

 
TP(2,2,4)بالإضافة لذلك، من السهل على القارئ إثبات أن AP diag= .

) نأخذ الآن التحویل الحقیقي المتعامد: 2(
 

1 1 2 3

2 1 2 3

3 2 3

1 1 1
2 6 3

1 1 1
2 6 3

2 1
6 3

x y y y

x y y y

x y y

= − − +

= − +

= +

 

 



  

فنرى من خلال حسابات فعلیة أن التحویل المتعامد المذكور یحول الصیغة 
)التربیعیة الحقیقیة )q x 2 إلى الصیغة القانونیة 2 2

1 2 32 2 8y y y+ + .
 

 ∫WE�ö�
یجـدر بنـا تنبیه القارئ إلى أن التحویل الحقیقي المتعامد الذي بوساطته تحوّل  
الصیغة التربیعیة إلى الصیغة القانونیة لا ینطبق بالضرورة على صیغ تربیعیة 

معاملاتها أعداداً مركبة. 
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اختزل الصیغة التربیعیة الحقیقیة: 

2 2 2( , , ) 4 3 12 4 8q x y z x y z xy xz yz= + − − + − 
2إلى الصیغة الناظمیة  2 2

1 2 3x y zλ λ λ′ ′ ′+ + 1 2 3( )λ λ λ>  وذلك <
بتدویر المحاور الإحداثیة، واكتب معاملات تدویر هذه المحاور. 

الحل: 
نكتب الصیغة التربیعیة بالصورة: 

 
4 6 2

( , , ) [ ] 6 3 4
2 4 1

x
q x y z x y z y

z

−   
   = − −   
   − −   

 

 
. Aثم نبحث عن الجذور الممیّزة لمصفوفة الصیغة

 هي: Aفي الواقع أن الدالة الممیّزة ل ـِ
 



  

4 6 2
( ) 6 3 4 ( 1)( 4)( 11)

2 4 1

λ
λ λ λ λ λ

λ

− −
∆ = − = + + −

− +
 

 
1 تكون: Aومنه الجذور الممیّزة ل ـِ 2 311 , 1 , 4λ λ λ= = − = − 

المتجهات الذاتیة الناشئة عن الجذور الممیّزة: 

یكون
x

X y
z

 
 =  
  

 إذا وفقط إذا λ موافقاً للجذر الممیّزA متجهاً ذاتیاً ل ـِ

AXكان Xλ= .
1λمن أجل الجذر الممیّز ، فإن المعادلة المصفوفیة تصبح: =

 

7 6 2 0
6 8 4 0

2 4 12 0

x
y
z

− −     
     − − − =     
     − −     

 

 

والتي تؤول إلى المعادلتین الخطیتین المتجانستین: 
7 6 2 0 , 3 4 2 0x y z x y z+ − = + + = 

ومنه نحصل على متجه ذاتي
2
2

1

 
 − 
  

1 موافق للجذر الممیّز 11λ = .

 



  

كذلك، بصورة مماثلة نرى أن
2
1
2

 
 
 
 − 

، 
1
2
2

 
 
 
  

 متجهان ذاتیان موافقان على الترتیب 

,4للجذرین الممیّزین 1− − .
 

نردّ المتجهات الثلاثة التي حصلنا علیها إلى الصیغة الناظمیة ونستخدمها كأعمدة 
للمصفوفة المتعامدة الحقیقیة: 

2 2 1
3 3 3
2 1 2
3 3 3

1 2 2
3 3 3

P

 
 
 
 = −
 
 
 −
  

 

 
1Pولما كان X (بیّن ذلك)، فنجد أن التحویل العمودي للإحداثیات= PY= 

یكون دوراناً . زد على ذلك، أن معادلات تدویر المحاور الإحداثیة تعطى 
بالمعادلات: 

1 (2 2 )
3

x x y z′ ′ ′= + + 

1 ( 2 2 )
3

y x y z′ ′ ′= − + + 

1 ( 2 2 )
3

z x y z′ ′ ′= − + 

وأخیراً ، یتضح من خلال حسابات بسیطة أن الصیغة الناظمیة التربیعیة المعطاة 
2هي 2 211 4x y z′ ′ ′− − .



  

 
 

- الصيغ التربيعية الحقيقية المحددة الموجبة: 2
© n�dF�2≠1 ∫®

)یُقال عن صیغة تربیعیة حقیقیة ) Tq x X AX=حیث ( 0)A  من n ب ـِ≠
 إذا كانت رتبتها ودلیلها متساویان. محددّة موجبةالمتغیرات، إنها 

وهكذا یمكن اختزال أیة صیغة تربیعیة محدّدة موجبة إلى الشكل 
2القانوني 2 2

1 2 .... ny y y+ + + .
 

 ∫`O{u�
2بین أن الصیغة التربیعیة الحقیقیة: 2

1 2 1 1 2 2( ) ( , ) 4 5q x q x x x x x x= = − + 
محددة موجبة. 

في الواقع، إذا طبقنا على المتغیرات تحویلاً خطیاً 
1 2
0 1

P  
=  
 

،X PY= ،

)فعندئذ ترد الصیغة )q x:2 إلى الشكل القانوني 2
1 2 2( 3 )y y y− + 

2أي: 2
1 2 2( 2 )x x x− + 

)وبملاحظة أن ) 0q x ) وأن≤ ) 0 0q x x= ⇔  یتضح أن الصیغة التربیعیة =
الحقیقیة المعطاة محددّة موجبة. 
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)یُقال عن صیغة تربیعیة حقیقیة ) Tq x X AX=حیث ( 0)A شبه  إنها =
 فیما إذا كانت الرتبة والدلیل متساویین. محددّة موجبة



  

وهكذا یمكن اختزال أیة صیغة تربیعیة شبه محددة موجبة إلى الشكل 
2القانوني 2 2

1 2 ... ry y y+ + + .
 

 ∫`O{u�
بین أن الصیغة التربیعیة الحقیقیة: 

2 2 2
1 2 3 1 2 3 1 3 2 3( ) ( , , ) 2 2 2q x q x x x x x x x x x x= = + + − − 

شبه محددّة موجبة. 
في الواقع أن الصیغة التربیعیة ترد إلى الشكل التالي 

2 2
1 3 2 3( ) ( )x x x x− +  وذلك بتطبیق تحویل خطي على المتغیرات كما ورد −

في التوضیح الأخیر أو باتباع طریقة لاجرانج التي تتركز بشكل أساسي على 
تكرار عملیة الإتمام إلى مربع كامل. 

)ونرى أن ) 0q x ) ولكن≤ ) 0q x 1 من أجل= 2 3 2x x x= = =  
2rµإذن =  فالصیغة التربیعیة المفروضة شبه محددة موجبة. =
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)یُقال عن مصفوفة صیغة تربیعیة حقیقیة ) Tq x X AX= محددّة موجبة إنها 

) إذا كانت الصیغة بحد ذاتها محددّة موجبة (شبه محددّة شبه محددّة موجبة(
موجبة). 

 
نورد دون برهان المبرهنات التالیة: 

 
© WM���2≠4 ∫®



  

)إن الشرط اللازم والكافي كي تكون صیغة تربیعیة حقیقیة ) Tq x X AX= 
 موجبة تماماً . Aمحددّة موجبة هو أن تكون جمیع الجذور الممیّزة ل ـِ
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2تكون الصیغة التربیعیة الحقیقیة  2( , ) 2q x y ax bxy cy= +  محدّدة موجبة +
20إذا وفقط إذا كان , 0a ac b> − > .

 
 ∫WE�ö�

إن المحـددات الصغـرى الرئیسـة لمصفوفـة صیغـة تربیعیـة حقیقیـة  
( ) Tq x X AX= هي المحدّدات الناتجة عن حذف بعض الصفوف والأعمدة 

ذوات الأرقام المتماثلة. 
 Aوهكذا، فإن العناصر القطریة لمحدد أصغري رئیسي هي عناصر قطریة في

ذاتها. 
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)إن الشرط اللازم والكافي كي تكون صیغة تربیعیة حقیقیة ) Tq x X AX= 

 موجبة تماماً . Aمحدّدة موجبة هو أن تكون جمیع المحددات الصغرى الرئیسة ل ـِ
أي: 

11 12 13
1 11 2

1 21 22 231
2 21 2

31 32 33

0 , 0 , 0 ,...., 0
a a a

a a
a a a a detA

a a
a a a

> > > > 
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بین أن الصیغة التربیعیة الحقیقیة: 

2 2 2
1 2 3 1 2 3 1 2 2 3 1 3( ) ( , , ) 2 2 2 2 2q x q x x x x x x x x x x x x= = + + + + + 

محدّدة موجبة. 
الحل: 

إن مصفوفة الصیغة: 
2 1 1
1 1 1
1 1 2

A
 
 =  
  

 

 تكون: Aوالدالة الممیّزة ل ـِ
3 2 2( ) 5 5 1 ( 1)( 4 1)I Aλ λ λ λ λ λ λ λ∆ = − = − + − = − − + 

1,2 هيAومنه الجذور الممیّزة ل ـِ 3,2 3− + 
وبما أن الجذور الممیّزة جمیعها موجبة تماماً ، یتضح أن الصیغة المعطاة محدّدة 

موجبة. 
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حدّد دلیل الصیغة التربیعیة الحقیقیة ورتبته: 
2 2( , , ) 2 4 4q x y z x y xy yz= + − + 

الحل: 
إن مصفوفة الصیغة المعطاة: 

 



  

2 2 0
2 1 2

0 2 0
A

− 
 = − − 
 − 

 

 
 هي: Aوالدالة الممیّزة ل ـِ

3 2 2( ) 3 6 8 ( 1)( 2 8)λ λ λ λ λ λ λ∆ = − − + = − − − 
 

                         ( 1)( 4)( 2)λ λ λ= − − + 

 
)والصیغة القانونیة ل ـِ )q v :2 هي 2 24 2x y z′ ′ ′+ − 

3rومنه 2µ، وأن دلیل الصیغة= = .
 
 

- تطبيقات الاختزال الناظمي في معادلات منحنيات الدرجة الثانية 3

وسطوحها: 
 ∫WO�U��« W�—b�«  UOM�M� ∫ÎôË√
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: لمنحنیات الدرجة الثانیةإن المعادلة العامة 

2 2( , ) 2 2 2 0F x y ax bxy cy dx ey f= + + + + + = 
2حیث المعاملات لیست جمیعها أصفاراً ، والعبارة 22ax bxy cy+  تدعى +

. الصیغة التربیعیة المرافقة للمعادلة العامة



  

 
 ∫`O{u�

إن الصیغة التربیعیة المرافقة لمعادلة المنحني: 
2 23 5 7 2 7 0x xy y x+ − + + = 

2هي  23 5 7x xy y+ − 
0xyأما الصیغة التربیعیة المرافقة لمعادلة المنحني  y+ . xy هي=

 
2كذلك فإن الصیغة التربیعیة  2( , ) 2h x y ax bxy cy= +  تكتب: +

[ ]2 22 Ta b x
ax bxy cy x y X HX

b c y
   

+ + = =   
   

 

 مصفوفة متناظرة، وبالتالي یمكن اختزالها إلى الصیغة الناظمیة، أي Hحیث
1 بحیث یكون1Pتوجد مصفوفة حقیقیة متعامدة 1 1 2( , )TP HP diag λ λ= 

1باعتبار أن 2,λ λِالجذور الممیّزة ل ـ H1. بالإضافة لذلك، المصفوفة المتعامدةP 
1detتمثل دوراناً إذا كان  1P = .

إن معادلات دوران المحاور الإحداثیة معینة بالمعادلة: 

1 11 2
1

2 21 2

p px x
X P X

p py y
′    ′= ⇒ =     ′    

 

وبالتالي نجد: 

1 1 2 21 2 1 2,x p x p y y p x p y′ ′ ′ ′= + = + 
وعندها تأخذ المعادلة العامة لمنحني الدرجة الثانیة الشكل: 
2 2

1 2 2 2 0x y d x e y fλ λ′ ′ ′ ′ ′ ′+ + + + = 
أي: 



  

1

2

0
[ 1] 0

1

d x
x y e y

d e f

λ
λ

′ ′   
   ′ ′ ′ ′   
′ ′      

 

 
ووفقاً لمفاهیم أُرسیت في الهندسة التحلیلیة، أن التمثیل البیاني لمنحنیات الدرجة 
الثانیة تكون قطوعاً مخروطیة وأهمها قطوع ناقصة، زائدة، ومكافئة. وعلى أي 
حال، فإننا نهدف في هذه الفقرة من خلال دوران لجملة المحاور الإحداثیة إلى 

التعرف على نوعیة القطوع المخروطیة. 
 

إن المناقشة المذكورة تقودنا إلى عرض المبرهنة التالیة: 
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2إذا كانت   2( , ) 2Th x y X HX ax bxy cy= = +    الصیغة التربیعیة +

المرافقة لمعادلة القطع المخروطي  
2 22 2 2 0ax bxy cy dx ey f+ + + + + . فعندئذ بوساطة دوران لجملة =

Xالمحاور الإحداثیة PX′  تُختزل معادلة القطع إلى الصورة =
2 2

1 2 2 2 0x y dx ey fλ λ′ ′ ′ ′+ + + + 1 حیث= 2,λ λ الجذور الممیّزة 
. Hل ـِ
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2اختزل معادلة القطع المخروطي 25 4 8 36 0x xy y− + −  إلى الصیغة =

الناظمیة، عین نوعه. 
 



  

الحل: 
إن الصیغة التربیعیة المرافقة لمعادلة القطع المخروطي: 

2 2 5 2
( , ) 5 4 8 [ ]

2 8
Tx

h x y x xy y x y X HX
y

−   
= − − = =   −   

 

 هي: Hوالدالة الممیّزة ل ـِ
5 2

( ) ( 9)( 4)
2 8

λ
λ λ λ

λ
−

∆ = = − −
−

 

. 4,9وبالتالي الجذور الممیّزة 
4λالمتجهات الذاتیة الموافقة للجذر الممیّز  هي الحلول غیر الصفریة لجملة =

المعادلات الخطیة المتجانسة: 
1 2 0
2 4 0

x
y

−     
=     −     

 

2التي تؤول إلى معادلة خطیة وحیدة  0x y−  وعلیه نجد: =
2
1

x
s

y
   

=   
   

 

وعلیه
2
1
 
 
 

4λ متجه ذاتي موافق للجذر الممیّز = .

بصورة مشابهة، نبین أن
1

2
− 
 
 

9λ متجه ذاتي موافق للجذر الممیّز = .

 

نرد المتجهین الذاتیین إلى الصیغة الناظمیة فنحصل على المصفوفة المتعامدة 
الحقیقیة: 



  

2 1
5 5

1 2
5 5

P

 − 
 =
 
  

 

 
TP(4,9)بالإضافة لذلك، یُلاحظ بعملیات حسابیة أن HP diag= 

1Pوأن X وبالتالي التحویل العمودي= PX  یكون دوراناً . =′
وبالتعویض في معادلة القطع المخروطي نجد: 

( ) ( ) 36 0TPX H PX′ ′ − = 
أي: 

( ) 36 0T TX P HP X′ ′ − = 
وهذا یعني أن: 

4 0
[ ] 36 0

0 9
x

x y
y
′   ′ ′ − =   ′   

 

إذن معادلة القطع المخروطي تختزل إلى الصیغة الناظمیة: 
2 24 9 36 0x y′ ′+ − = 

أي إلى الصیغة: 
2 2

1
9 4

x y′ ′
+ = 

والتي تمثل قطعاً ناقصاً . 
 ∫WO�U��« W�—b�« ÕuD� ∫ÎUO�U�

© n�dF�3≠4 ∫®
 هي معادلة من الدرجة الثانیة في المتغیرات  لسطوح تربیعیةإن المعادلة العامة 



  

, ,x y z :من النمط 
2 2 2 2 2 2 2 2 2 0ax by cz dxy exz fyz gx hy Iz j+ + + + + + + + + = 

حیث المعاملات أعداداً حقیقیة لیست جمیعها أصفاراً . 
والصیغة التربیعیة المرافقة لمعادلة السطح: 

2 2 2( , , ) 2 2 2q x y z ax by cz dxy exz fyz= + + + + + 
 

[ ] T

a d e x
x y z d b f y X AX

e f c z

   
   = =   
      

 

 

 بحیث P مصفوفة متناظرة، وبالتالي توجد مصفوفة حقیقیة متعامدةAحیث
1إن 2 3( , , )TP AP diag λ λ λ=1 حیث 2 3, ,λ λ λِالجذور الممیّزة ل ـ A ،

det تمثل دوراناً إذا كانPبالإضافة إلى ذلك، إن المصفوفة المتعامدة 1P = .
Xإذا استخدمنا الآن معادلات دوران المحاور الإحداثیة PX  تصبح عندئذ =′

معادلة السطح بعد الدوران: 
2 2 2

1 2 3 2 2 2 0x y z g x h y I z jλ λ λ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′+ + + + + + = 
 

ومنه نجد المبرهنة: 
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إذا كانت: 

2 2 2( , , ) 2 2 2Tq x y z X AX ax by cz dxy exz fyz= = + + + + + 
الصیغة التربیعیة المرافقة لمعادلة السطح: 



  

2 2 2 2 2 2 2 2 2 0ax by cz dxy exz fyz gx hy Iz j+ + + + + + + + + = 
Xفعندئذ بوساطة دوران المحاور الإحداثیة PX  تختزل معادلة السطح إلى =′

2الصورة  2 2
1 2 3 2 2 2 0x y z g x h y i z jλ λ λ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′+ + + + + +  حیث =

1 2 3, ,λ λ λِالجذور الممیّزة ل ـ A .
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اختزل معادلة السطح: 

2 2 24 4 4 4 4 4 3 0x y z xy xz yz+ + + + + − = 
إلى الصیغة الناظمیة وبین نوعه. 

الحل: 
إن الصیغة التربیعیة المرافقة لمعادلة السطح المعطى: 

2 2 2( , , ) 4 4 4 4 4 4q x y z x y z xy xz yz= + + + + + 
 

4 2 2
[ ] 2 4 2

2 2 4

T

x
x y z y X AX

z

   
   = =   
      

 

 
1 هيAومن الواضح فضلاً عن ذلك، أن الجذور الممیّزة ل ـِ 2λ =،2 8λ = .

من ناحیة ثانیة، إن المصفوفة المتعامدة: 



  

1 1 1
2 6 3

1 1 1
2 6 3

2 10
6 3

P

 − − 
 
 = − 
 
 
  

 

 
TP(2,2,8) إلى الصورة القطریة Aتختزل عمودیاً المصفوفة AP diag= .

وإن محددها یساوي الواحد. إذا عوضنا الآن معادلات دوران المحاور 
Xالإحداثیة PX  في معادلة السطح التربیعي نجد: =′

( ) ( ) 3 0TPX A PX′ ′ − = 
أي: 

( ) 3 0T TX P AP X′ ′ − = 
وهذا یعني: 

2 0 0
[ ] 0 2 0 3 0

0 0 8

x
x y z y

z

′   
   ′ ′ ′ ′ − =   

′      

 

ومنه: 
2 2 22 2 8 3x y z′ ′ ′+ + = 

والمساواة الأخیرة یمكن كتابتها بالصورة: 
2 2 2

3 3 3
2 2 8

1x y z′ ′ ′
+ + = 

والتي تمثل معادلة سطح ناقص. 
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اختزل معادلة السطح: 

2 22 4 4 12 6 6 1 0x y xy yz x y z+ − − + + + − = 
إلى الصیغة الناظمیة وبین نوعه وعین عناصره التناظریة واكتب معادلات تغییر 

المحاور الإحداثیة. 
 

الحل: 
إن الصیغة التربیعیة المرافقة لمعادلة السطح هي: 

2 2( , , ) 2 4 4q x y z x y xy yz= + − − 
 

                  
2 2 0

[ ] 2 1 2
0 2 0

x y z
− 

 = − − 
 − 

 

 

 تعطى بالصورة: Aالدالة الممیّزة ل ـِ

3 2

2 2 0
( ) 2 1 2 3 6 8

0 2

λ
λ λ λ λ λ

λ

−
∆ = − = − − + 

 

                                   ( 1)( 2)( 4)λ λ λ= − + − 
 

,1وبالتالي الجذور الممیّزة  2,4λ = − .
من جهة أخرى، إن المتجهات الذاتیة الموافقة للجذور الممیّزة 

1, 2, 4λ λ λ= = −  هي على الترتیب: =
 



  

2 1 2
1 , 2 , 2
2 2 1

     
     −     
     −     

 

 

نرد المتجهات الثلاثة الأخیرة إلى الصیغة الناظمیة فنحصل على المصفوفة 
المتعامدة: 

2 2 1
3 3 3
2 1 2
3 3 3

1 2 2
3 3 3

P

 
 
 
 = −
 
 
 −
  

 

 
,1)التي محددها یساوي الواحد، وتحقق 2,4)TP AP diag= ، وعندئذ یكون −

التحویل الخطي المطبق والذي هو دوران: 
 

2 2 1
3 3 3
2 1 2
3 3 3

1 2 2
3 3 3

x x
y y
z z

 
 

′    
     ′= −    

′       
 −
  

 

ومنه نجد: 
1 (2 2 )
3

x x y z′ ′ ′= + + 



  

1 ( 2 2 )
3

y x y z′ ′ ′= − + + 

1 ( 2 2 )
3

z x y z′ ′ ′= − + 

إذن معادلة السطح المعطاة تختزل إلى الصیغة الناظمیة: 
2 2 24 2 4(2 2 )x y z x y z′ ′ ′ ′ ′ ′+ − + + + + 

2( 2 2 ) 2( 2 2 ) 1 0x y z x y z′ ′ ′ ′ ′ ′+ − + + + − + − = 
أو: 

2 2 24 2 6 12 1 0x y z x z′ ′ ′ ′ ′+ − + + − = 
والتي تكتب أیضاً بالشكل التالي: 

2 2 23 234( ) ( 3) 2( 3)
4 4

x y z′ ′ ′+ + + − − = − 

نجري الآن انسحاباً للمحاور الإحداثیة: 
3 , 3 , 3
4

x X y Y z Z′ ′ ′+ = + = − = 

 هي: XYZومعادلة السطح عندئذ بالنسبة للإحداثیات
2 2 2 234 2

4
X Y Z+ − = − 

وتمثل قطعاً زائداً ذا فرعین، له مركز تناظر هو: 
3 , 3 , 3
4

x y z′ ′ ′= − = − = 

,أي أن مركز التناظر بالنسبة للإحداثیات ,x y z :هو 
3 1 15( , , )
2 2 4

− 

 
 



  

 

)في اختزال صيغة تربيعية حقيقية: GAUSS- طريقة غاوس (4
)في هذه الفقرة سنقدم طریقة تعود إلى غاوس لاختزال صیغة تربیعیة حقیقیة )q x 

إلى مجامیع مربعة مستقلة خطیاً . 
1 من المتغیراتnلتكن الصیغة التربیعیة الحقیقیة ب ـِ 2, ,...., nx x xرتبتها ،r .

2 2 2
1 1 2 21 2( ) .... 2

n
T

n n ij i jn
i j

q x a x a x a x a x x X AX
<

= + + + + =∑ 

 ∫�Ë_« W�U(«
)لنفترض أن )q x  تحوي على الأقل حداً تربیعیـاً مختلفاً عن الصفر، أي أن 
 تحوي على الأقل عنصراً قطریاً واحداً مختلفاً عن الصفر، Aالمصفوفة 

)، فعندئذ تحت هذا الافتراض نحاول إعادة صیاغة11aولنعتبره )q x :بالشكل 
2 2

1 1 11
2 2 2

( ) (2 ) 2
n n

j j i ij i j jj j
j i j n j

q x a x a x x a x x a x
= ≤ < ≤ =

= + + +∑ ∑ ∑ 

1 2 2 2
11 11 1 11 1

2 2 2
[ (2 ) ] 2

n n

ij j ij i j jj j
j i j n j

a a x a a x x a x x a x−

= ≤ < ≤ =

= + + +∑ ∑ ∑ 

وإذا لاحظنا أن الحد الموجود ضمن القوس المربع یكتب: 
2 2 2 2

1 1 1 1 1 11
2 2 1 2

( ) ( ) ( ) ( )
n n n n

j j j j j j j j
j j j j

a x a x a x a x a x
= = = =

+ − = −∑ ∑ ∑ ∑ 

وهكذا یمكن كتابة الصیغة التربیعیة الحقیقیة على الشكل: 
 

1 2 1 2 2
11 1 11 1

1 2 2 2
( ) ( ) 2 ( )

n n n

j j ij i j j j jj j
j i j n j j

q x a a x a x x a a x a x− −

= ≤ < ≤ = =

= + − +∑ ∑ ∑ ∑ 

 

، 1xنشتق الآن الصیغة التربیعیة بالنسبة للمتغیر



  

11 1 1 1
2 11

2 2 2
n n

j j j j
j j

q a x a x a x
x = =

∂
= + =

∂ ∑ ∑ 

ثم نضع: 
1 2 1 2

1 11 11 1
1

1( ) ( ) [ ] ( ) [ ( )]
2

qq x q x a q x a L x
x

− −∂
= − = −

∂
 

 

          1 2 2
11 1

2 2 2
2 ( )

n n

ij i j j j jj j
i j n j j

a x x a a x a x−

≤ < ≤ = =

= − +∑ ∑ ∑ 

 

 1 1 2 2
11 1 11 1

2 2
2 ( ) )

n

ij j ij i j jj j j
i j n j

a a a a x x a a a x− −

≤ < ≤ =

= − + −∑ ∑ 

 
 طالما 1xفنحصل على صیغة تربیعیة حقیقیة جدیدة لا تحوي المتغیر

1أن

1

0q
x
∂

=
∂

. بالإضافة إلى ذلك، تتصف الصیغة التربیعیة الناتجة بأنها مطابقة 

)للصفر أو أنها صیغة تربیعیة في 1)n 2 من المتغیرات− 3, ,...., nx x x على 
الأكثر. ففي الحالة الأولى یكون اختزال الصیغة التربیعیة المعطاة تاماً . وفي 

)1الحالة الأخیرة، وعلى فرض أن معامل حد تربیعي واحد على الأقل في )q x 
مختلف عن الصفر، فیمكن، بتكرار ما ورد أعلاه من أجل الصیغة 

)1التربیعیة )q x2 للحصول على صیغة تربیعیة جدیدة ( )q x حیث تكون إما 
)مطابقة للصفر، أو أنها صیغة في 2)n  من المتغیرات على الأكثر. ویمكن أن −

)تستمر هذه الطریقة في فصل الحدود المرتبة طالما احتوى الباقي )rq x ًحدا 
 من rمربعاً واحداً على الأقل معاملة غیر الصفر، وربما حصلنا، بعد فصل

الحدود المربعة، على باقٍ یطابق الصفر. 
 



  

وبالإضافة إلى ذلك، فإن المناقشة تبیّن أننا برهنا: 
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)كل صیغة تربیعیة حقیقیة )q xرتبتها rِوب ـ n 1 من المتغیرات 2, ,...., nx x x ،

تختزل إلى عبارة تحوي حدوداً مربعة فقط من الشكل: 
2 1 2 1 2

11 1 22 2( ( )) ( ( )) .... ( ( )) , ( 0)rr r iia L x a L x a L x a− −+ + + ≠ 
 

 ∫WE�ö�
من الملائم أن ندعو من الآن وصاعداً الصیغة: 

2 1 2 1 2
11 1 22 2( ( )) ( ( )) .... ( ( ))rr ra L x a L x a L x− −+ + + 

. بالصیغة القانونیة
 

بالإضافة لذلك، نورد النتیجة التالیة: 
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1إن الأشكال الخطیة 2, ,...., rL L L . ًمستقلة خطیا 

 
© s�d94≠3 ∫®

لتكن الصیغة التربیعیة الحقیقیة: 
2 2 2

1 2 3 1 2 3 1 2 1 3 2 3( , , ) 2 4 2 4q x x x x x x x x x x x x= + − − + − 



  

 مصفوفة الصیغة، ثم رد الصیغة باستخدام طریقة غاوس إلى صیغة Aأوجد
قانونیة. 
الحل: 

یُلاحظ أن: 
1 2 1
2 2 2 , ( ) 3

1 1 1
A rank q

− 
 = − − = 
 − − 

 

11بما أن 1 0a = − ، باتباع المناقشة المذكورة لتوّنا، نحصل على: ≠

1 1 2 3
1

1( ) 2
2

qL x x x x
x
∂

= = − − +
∂

 

1 2 2 2
1 11 1 1 2 3 2 2 3( ) ( ) [ ( )] ( ) ( 2 ) 6 8q x q x a L x q x x x x x x x−= − = + − − + = − 

)1ولما كان )q x2  صیغة تربیعیة حقیقیة لا تطابق الصفر بـِ المتغیرات 3,x x ،
22وطالما أن 6 0a =  نجد بطریقة مماثلة أن: ≠

             1
2 2 3

2

1( ) 6 4
2

qL x x x
x
∂

= = −
∂

 

1 2 2
2 1 22 2 3

8( ) ( ) [ ( )]
3

q x q x a L x x−= − = − 

2حیث ( )q x1 صیغة تربیعیة حقیقیة لا تحوي المتغیرات 2,x x وأخیراً بدمج .
النتائج الواردة أعلاه، یتضح: 

1 2 1 2 2
11 1 22 2 3

8( ) [ ( )] [ ( )]
3

q x a L x a L x x− −= + − 

             2 2 2
1 2 3 2 3 3

1 8( 2 ) (6 4 )
6 3

x x x x x x= + − + − − 

 ∫WO�U��« W�U(«



  

)لنعتبر أن الصیغة التربیعیة الحقیقیة )q x0 لا تحوي أي حد تربیعيiia = 
(1 )i n≤  أي: ≥

1
( ) 2

n

ij i j
i j n

q x a x x
≤ < ≤

= ∑ 

12ولنفترض ان 0a ) ولنعد إلى الصیغة الأصلیة≠ )q x :ونكتبها كما یلي 

12 1 2 1 1 2 2
3 3 3

( ) 2 (2 ) (2 ) 2
n n n

j j j j ij i j
j j i j n

q x a x x a x x a x x a x x
= = ≤ < ≤

= + + +∑ ∑ ∑ 

ولنفرض الآن: 

3
( ) 2

n

ij i j
i j n

x a x xθ
≤ < ≤

= ∑، 2
3

( )
n

j j
j

x a xψ
=

=∑، 1
3

( )
n

j j
j

x a xϕ
=

=∑ 

)فعندئذ تأخذ )q x :الصیغة 

12 1 2 1 2( ) 2 2 ( ) 2 ( ) ( )q x a x x x x x x xϕ ψ θ= + + + 
1 2

12 12 1 2 12 1 12 2
1

12 12 1 12 2
1 1

12 12 1 12 2 12

2 [ ( ( )) ( ( )) ] ( )

2 [( ( ))( ( )) ( ) ( )] ( )

2 ( ( ))( ( )) 2 ( ) ( ) ( )

a a x x a x x a x x x
a a x x a x x x x x
a a x x a x x a x x x

ϕ ψ θ

ψ ϕ ϕ ψ θ

ψ ϕ ϕ ψ θ

−

−

− −

= + + +

= + + − +

= + + − +

 

من جهة أخرى، باعتبار أن: 

1 12 1 2 12 2( ) ( ) , ( ) ( )L x a x x L x a x xψ ϕ= + = + 
1

1 12( ) 2 ( ) ( ) ( )q x a x x xϕ ψ θ−= − + 
فعندئذ نستنتج أن: 

1 2
2 1

1 1( ) , ( )
2 2

q qL x L x
x x
∂ ∂

= =
∂ ∂

 

nEوأن كلیهما شكل خطي على الفضاء R= .
وبالإضافة لذلك، نرى أن: 



  

1
1 12 1 2

3 3 3
( ) 2 2 ( )( )

n n n

ij i j j j j j
i j n j j

q x a x x a a x a x−

≤ < ≤ = =

= −∑ ∑ ∑ 

1 2
12 1 2 12 1 2

3 3
2 ( ) 2 ( )

n n

ij j j i j j j j
i j n j

a a a a x x a a a x−

≤ < ≤ =

= − −∑ ∑ 

)1وبالتالي )q x كثیر حدود متجانس من الدرجة الثانیة بالنسبة 
3للمتغیرات 4, ,..., nx x x1 وبمعاملات من حقل الأعداد الحقیقیة، أي( )q x 

1صیغة تربیعیة حقیقیة لا تحوي المتغیرات 2,x x على الإطلاق. وعلیه 
)الصیغة )q x :تتحول بموجب ما ذكر أعلاه إلى الصورة 

1
12 1 2 1( ) 2 ( ) ( ) ( )q x a L x L x q x−= + 

)1وطالما أن الصیغة التربیعیة الناتجة )q x) إلى 1-4 تُختزل بموجب المبرهنة (
عبارة تحوي حدود مربعة مستقلة خطیاً ، یتضح عندئذ: 

1 2 2 2
12 1 2 1 1 2 2( ) 2 ( ) ( ) ... m mq x a L x L x L L Lα α α− ′ ′ ′= + + + + 

ومن الواضح أن یرى القارئ أن: 
2 2 2 2

1 2 1 2 1 2
1 12 [( ) ( ) ] ( )
2 2

L L L L L L L L′ ′′= + − − = − 

)وعلیه، )q x :تكتب بالصورة 
1 2 1 2 2 2 2

12 12 1 1 2 2( ) .... m mq x a L a L L L Lα α α− −′ ′′ ′ ′ ′= − + + + + 
1بالإضافة لذلك 2, , , ,..., mL L L L L′ ′′ ′ ′  مستقلة خطیاً . nR، أشكال خطیة على′

1في الواقع، إذا كانت 2, , , ,..., mβ β β β β′  عناصر حقیقیة بحیث إن: ′′

1 1 2 2 ... 0m mL L L L Lβ β β β β′ ′ ′′ ′′ ′ ′ ′+ + + + + = 
فعندئذ نجد: 

1 2 1 1 2 2( ) ( ) ... 0m mL L L L Lβ β β β β β β′ ′′ ′ ′′ ′ ′ ′+ + − + + + + = 
وعلیه یكون: 

1 2 .... 0mβ β β β β β β′ ′′ ′ ′′+ = − = = = = = 



  

1وذلك لأن الجملة 2 1 2, , , ,..., mL L L L L′ ′  مستقلة خطیاً . ′
 

وهكذا، فإننا نكون قد برهنا المبرهنة التالیة: 
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)كل صیغـة تربیعیـة حقیقیة )q xِب ـ nمن المتغیرات ورتبتها r   تُختزل إلى ،

2الصیغة القانونیة 2 2
1 1 2 2 ..... r rc y c y c y+ +  ic حیث المعاملات الحقیقیة+

1جمیعها تختلف عن الصفر، وأن 2, ,..., ry y y . ًأشكال خطیة مستقلة خطیا 
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لتكن الصیغة التربیعیة الحقیقیة: 

1 2 3 1 2 2 3 1 3( ) ( , , ) 2 5q x q x x x x x x x x x= = − + 
)طبق طریقة غاوس في اختزال )q x .إلى الصیغة القانونیة 

الحل: 

0iiaیُلاحظ أن كل 13 ولكن=
5 0
2

a = . عندئذ وفقاً لما ورد في برهان ≠

المبرهنة الأخیرة، نعتبر: 

1 1 2
3

1 1( ) (5 )
2 2

qL x x x
x
∂

= = −
∂

 

3 3 2
1

1 1( ) (5 2 )
2 2

qL x x x
x
∂

= = +
∂

 

1
1 13 1 2( ) ( ) 2 ( ) ( )q x q x a L x L x−= − 

2 2 2
1 3 2 3 1 2 1 3 1 3 2

1 25 2 [( ) ( ) ]
5 5

x x x x x x L L L L x= − + − + − − = 



  

وبالتالي نجد: 
2 2 2

1 3 1 3 2
1 2( ) [( ) ( ) ]
5 5

q x L L L L x= + − − + 

2 2 2
1 2 3 1 2 3 2

1 2[(5 5 ) (5 3 5 ) ]
20 5

x x x x x x x= + + − − − + 

    2 2 2
1 2 3 1 2 3 2

5 1 5 3 2( ) ( )
4 5 4 5 5

x x x x x x x= + + − − − + 

                2 2 2
1 2 3

5 5 2[ ( )] [ ( )] [ ( )]
4 4 5

L x L x L x′ ′ ′= − + 

وبالتالي تم اختزال الصیغة التربیعیة الحقیقیة إلى الصیغة القانونیة. 
 
 

- تمارين محلولة: 5
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اختزل الصیغة التربیعیة الحقیقیة: 
2 2 2

1 2 3 1 2 3 1 2 2 3 1 3( ) ( , , ) 2 2 2 2 2q x q x x x x x x x x x x x x= = + + + + + 
)إلى الصیغة القانونیة واستنتج أن الصیغة التربیعیة )q x .محددة موجبة 

الحل: 
22من الملاحظ أن 1 0a =  ونشیر إلى القارئ أنه من الملائم مع أنه غیر ≠

، وبالتالي وفقاً للمبرهنة      22aضروري أن ننطلق من المعامل غیر الصفري
)، لنعتبر: 4-4(

1 1 2 3 1 2 3
2

1 1( ) [2 2 2 ]
2 2

qL x x x x x x x
x
∂

= = + + = + +
∂

 

2 2
1 3x x= +1 2 2

1 22 1 1 2 3( ) ( ) [ ( )] ( ) ( )q x q x a L x q x x x x−= − = − + + 



  

1وبالتالي نحصل على صیغة تربیعیة حقیقیة بالمتغیرین 3,x x ،
11من ناحیة ثانیة، طالما أن 1 0a =  نطبق الأسلوب السابق فنجد: ≠

2 1
1

1( )
2

qL x x
x
∂

= =
∂

 

2 2
2 1 1 3( ) ( )q x q x x x= − = 

ومنه نجد: 
1 2 1 2 2

22 1 11 2 3( ) [ ( )] [ ( )]q x a L x a L x x− −= + + 
أي: 

2 2 2
1 2 3 1 3( ) ( )q x x x x x x= + + + + 

 یساوي عدد المعاملات الموجبة بالصیغة µوأخیراً ، بما أن دلیل الصیغة التربیعیة
3µالقانونیة یتضح أن . إذن إن الصیغة التربیعیة محددة موجبة لأن رتبتها =
)ودلیلها متساویان 3)rµ = = .
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لتكن الصیغة التربیعیة الحقیقیة: 
2 2

1 2 3 1 2 1 2 1 3 2 3( ) ( , , ) 2 2 2 6q x q x x x x x x x x x x x= = − + − + 
)حدّد توقیع الصیغة )Sig q .واستنتج أن الصیغة التربیعیة محدّدة موجبة 

الحل: 
نختزل قبل كل شيء الصیغة التربیعیة المعطاة إلى الصیغة القانونیة بموجب 

11غاوس.في الحقیقة، بما أن 2 0a = ، فعندئذ: ≠

1 1 2 3
1

1( ) 2
2

qL x x x x
x
∂

= = + −
∂

 

1 2
1 11 1( ) ( ) [ ( )]q x q x a L x−= − 



  

                                

2
1 2 3

2 2
2 3 2 3

1( ) (2 )
2

3 1 7
2 2

q x x x x

x x x x

= − + −

= − − +
 

22كذلك، بما أن
3 0
2

a = − ، نضع: ≠

1
2 2 3

2

1 1( ) ( 3 7 )
2 2

qL x x x
x
∂

= = − +
∂

 

1 2
2 1 22 1( ) ( ) [ ( )]q x q x a L x−= − 

                   

2 2
1 2 3 2 3

2
3

1( ) (9 49 42 )
6

23
3

q x x x x x

x

= + + −

=
 

ومنه نجد: 
1 2 1 2 2

11 1 22 2 3
3( ) [ ( )] [ ( )] [ ( )]
23

q x a L x a L x L x− −= + + 

3حیث اعتبرنا  3
23( )
3

L x x= 

نستنتج مما ورد أعلاه: 
2 1 1

( ) 3
1 1 3 0 ,

( ) (3,0)
1 3 0

rank q
A

Sig q

−
=

≠ − ≠
=

−
 

فالصیغة التربیعیة عندئذ محددة موجبة. 
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 كي تكون الصیغة التربیعیة محددة موجبة: λأوجد قیمة الوسیط



  

2 2 2
1 2 3 1 2 3 1 2 1 3( ) ( , , ) 2 4 2q x q x x x x x x x x x xλ= = + + + + 

الحل: 
22یُلاحظ أن 2 0a = ، وبالتالي نجد: ≠

1 1 2
2

1( ) 2( )
2

qL x x x
x
∂

= = +
∂

 

1 2 2
1 22 1 1 2( ) ( ) [ ( )] ( ) 2( )q x q x a L x q x x x−= − = − + 

                             
2 2
1 2 1 2

2 2
1 3 1 3

( ) 2( 2 )

( 2) 2

q x x x x x
x x x xλ

= − + +

= − + +
 

33من ناحیة أخرى، بما أن 1 0a =  نستطیع أن نكتب: ≠
1 2

2 1 22 2( ) ( ) [ ( )]q x q x a L x−= − 

                                    

21
1

3

2
1 1 3

2 2
1 1 1 3 3

2
3

1( ) [ ]
2

( ) ( )

( ) ( 2 )

( 3)

qq x
x

q x x x
q x x x x x

xλ

∂
= −

∂

= − +

= − + +

= −

 

وهكذا تختزل الصیغة التربیعیة المعطاة إلى الصیغة القانونیة: 
1 2 1 2 2

22 1 33 2 1( ) [ ( )] [ ( )] ( 3)q x a L x a L x xλ− −= + + − 
2 2 2

1 2 1 3 1( ) 2( ) ( ) ( 3)q x x x x x xλ= + + + + − 
3λیتضح أن الصیغة المفروضة محددة موجبة إذا كان  > .



  

تمرينات الفصل 
 

- اختزل باستخدام طریقة غاوس كلاً من الصیغ التربیعیة الحقیقیة التي نذكر 1
مصفوفاتها فیما یلي إلى عبارة تحوي مجامیع مربعة مستقلة خطیاً . 

2 2 0 0 0 2
2 1 2 , 0 1 3

0 2 0 2 3 4

−   
   − − −   
   − −   

 

 
4 4 2 0 3 2
4 4 2 , 3 0 1
2 2 1 2 1 0

−   
   −   
   − −   

 

 
- بین فیما إذا كانت المصفوفات التالیة محددة موجبة: 2

1 1 1 4 2 2
1 2 4 , 2 4 2
1 4 6 2 2 4

A B
− − −   

   = − =   
   − −   

 

 
- اختزل الصیغة التربیعیة الحقیقیة إلى عبارة تحوي مجامیع مربعة مستقلة خطیاً 3

(غاوس). 
2 2
1 2 3 1 2( ) 2 ( cos sin ),q x x x x x x Rλ λ λ= + + + ∈ 

 



  

 2A مصفوفة صیغة تربیعیة حقیقیة محدّدة موجبة فإنA- برهن أنه إذا كانت4
تكون كذلك. 

 
- أوجد رتبة الصیغة التربیعیة ودلیلها: 5

2 2 2
1 2 3 1 2 1 3 2 3

1( ) 2 4 2 6
3

q x x x x x x x x x x= + + − + − 

 
- اختزل الصیغ التربیعیة الآتیة إلى الشكل الناظمي، وذلك بتدویر المحاور 6

الإحداثیة، واكتب معادلات دوران هذه المحاور في كل حالة. 
2 2 2

2 2 2

( , , ) 3 3 5 2 6 6
( , , ) 3 2 2 2

q x y z x y z xy xz yz
q x y z x y z xy xz yz

= − − − − −

= + + − + −
 

 
- اختزل معادلة كل من السطوح التالیة إلى الشكل الناظمي وبین نوع السطح 7

وعین مركزه: 
          22 4 6 2 4 5 0x yz x y z+ + + − + = 

2 2 22 2 8 4 4 2 0x y z xy xz yz+ − + − − − = 
 

 
 



  



  

الفصل الخامس 

فضاءات الجداء الداخلي 
Inner Product Spaces 

 
 

- فضاءات الجداء الداخلي العقدية والحقيقية: 1
، سندرس في هذا الفصل فضاءات ذوات K فضاء متجهات على حقلEلیكن

، وتحظى حالتان خاصتان بالاهتمام: الجداء الداخلي
 حقل جمیع الأعداد الحقیقیة، نتكلّم في هذه الحالة عن Kعندما یكون )1(

فضاء جداء داخلي حقیقي. 
 حقل جمیع الأعداد المركبة، نشیر في هذه الحالة لهذا Kعندما یكون )2(

. فضاءات واحدیة أو بـِ فضاءات هرمیتیةالنمط من الفضاءات بـِ 
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K, على حقل E على فضاء متجهيالجداء الداخلي C R= :هو تطبیق 

( , ) ,u v u v ، , : E E C× → 

.1بحیث إن:                                                , ,u v v u= 
2. , , ,u u v u v u v′ ′+ = + 
3. , ,u v u vλ λ= 
4. , 0 , 0 0u u and u u u≥ = ⇔ = 



  

,وذلك مهما تكن ,u u v′متجهات من Eوأیاً كان Cλ∈ .
u,یتضح على الفور، أن v . ٌعددٌ حقیقيٌ أو عددٌ عقدي 

في الحالة الأولى، نجد الخواص الإضافیة التالیة: 
, , ,u v v u v u v′ ′• + = + 
, ,u v u vλ λ• = 

 هو شكل ثنائي الخطیة Eوعلیه، فإن الجداء الداخلي على فضاء متجهات
,متناظر ومحدد موجب ویحقق الخاصة:  0 0 ,u u u u E= ⇔ = ∀ ∈ 

)والثنائیة عندئذ , , )E فضاء جداء داخلي تدعى .
 بأنه Eأما في الحالة الثانیة، یمكن إعادة صیاغة تعریف الجداء الداخلي على

شكل مرافق لنفسه (هرمیتي) محدد موجب ویحقق الخاصة: 
, 0 0u u u= ⇔ ) ونشیر إلى الثنائیة = , , )E ِفضاء واحدي بـ .
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nEلنأخذ جداء الضرب القیاسي على C= :التالي 

1 1 2 2, . ... n nu v u v u v u v u v= = + + + 
1حیث:  2 1 2( , ,...., ) , ( , ,...., )n nu u u u v v v v= = 
لدینا: 

1 1
, ,

n n

i i i i
i i

u v u v v u v u
= =

= = =∑ ∑ 

كذلك، 

1 1 1
, ( ) , ,

n n n

i i i i i i i
i i i

u u v u u v u v u v u v u v
= = =

′ ′ ′ ′+ = + = + = +∑ ∑ ∑ 



  

1 1
, ( ) ,

n n

i i i i
i i

u v u v u v u vλ λ λ λ
= =

= = =∑ ∑ 

ونجد أیضاً أن: 
2

1 1
, 0

n n

i i i
i i

u u u u u
= =

= = ≥∑ ∑ 

وأنه: 
2, 0 0 ( 1,2,..., ) 0 0i iu u u i n u u= ⇔ = ∀ = ⇔ = ⇔ = 

)وعلیه , , )nC .(هرمیتي) ٌفضاءٌ واحدي 
nEبصورة خاصة، إن جداء الضرب القیاسي على R= :المعرف بالصیغة 

1
,

n

i i
i

u v u v
=

=∑ 

، ونشیر الجداء الداخلي القیاسي، ندعوه أحیاناً بـِ nRهو أیضاً جداء داخلي على
. nالفضاء الإقلیدي ذي البعد المزود بجداء الداخلي القیاسي بـِ nRإلى الفضاء
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1إذا كان  2 1 2( , ) , ( , )u u u v v v=  فإن: 2R  متجهین في=

1 1 2 2, 2 3u v u v u v= + 
یعرف جداء داخلي. 

الحل: 
,من السهل أن نرى أولاً أن:  ,u v v u= 

1إذا كان 2( , )w w w= :فعندئذ نجد ،

1 1 1 2 2 2, 2( ) 3( )u v w u v w u v w+ = + + + 



  

      1 1 2 2 1 1 2 2(2 3 ) (2 3 )
, ,
u w u w v w v w

u w v w
= + + +

= +
 

أیضاً ، 

1 1 2 2, 2( ) 3( )u v u v u vλ λ λ= + 
                       1 1 2 2(2 3 ) ,u v u v u vλ λ= + = 

وأخیراً ، یُلاحظ أن: 
2 2

1 1 2 2 1 2, 2 3 2 3u u u u u u u u= + = + 
2وواضح أن:  2

1 2, 2 3 0u u u u= +  ، وبالإضافة لذلك، ≤
2 2
1 2, 2 3 0u u u u= + 1 إذا وفقط إذا كان = 2 0u u=  أي إذا وفقط إذا =

1كان 2( , ) 0u u u= . لذلك، فإن الخواص الأربع الواردة أعلاه محققة =
2E جداء داخلي على,وبالتالي R= .
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3Eلیكن فضاء المتجهات R= :ولنعتبر الصیغة التربیعیة الحقیقیة ،
2 2 2
1 2 3 1 2 2 3 1 2 3( ) , ( , , )q x x x x x x x x x x x x= + + − − = 

- أوجد مصفوفة الصیغة بالنسبة لقاعدة قانونیة في هذا الفضاء. 1
)- اختزل2 )q xإلى الصیغة القانونیة وفقاً لـِ غاوس، واستنتج أن ( , )E q ٌفضاء 

إقلیديٌّ . 
الحل: 

إن مصفوفة الصیغة التربیعیة المعطاة هي: 



  

11 0
2

1 11 , 0 , 3
2 2

10 1
2

q qM M n r

 − 
 
 = − − ≠ = =
 
 
 −
  

 

من ناحیة ثانیة، من السهل على القارئ أن یبین استناداً إلى المفاهیم التي أُرسیت 
في الفصل السابق أن الصیغة التربیعیة الحقیقیة تختزل قانونیاً وفقاً لـِ غاوس إلى 

العبارة: 
2 2 2

1 2 2 3 3
1 1 3 2( ) ( ) ( )
2 3 2 3

q x x x x x x= − + − + 

)إن توقیع صیغة تربیعیة حقیقیة )q xویرمز له بـ ( ( ))Sig q x هو 
)ثنائیة , )µ ωحیث µ عدد المعاملات الموجبة في الصیغة القانونیة (دلیل 

 عدد المعاملات السالبة في الصیغة القانونیة، ینتج ωالصیغة). أما
)أن ( )) (3,0)Sig q x ) وبالتالي= )q x صیغة تربیعیة محددة موجبة وتحقق 

"الخاصة ( ) 0 0"q x x= ⇔ = .
یتضح مما ورد أن الشكل ثنائي الخطیة المناظر للصیغة التربیعیة الحقیقیة یكون 

3Eجداءً داخلیاً على R=وبالتالي ( , )E q . ًیكون فضاءً إقلیدیا 
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]2لیكن ]E R X=2 الفضاء المتجهي للحدودیات من الدرجة أصغر أو یساوي ،

,ولنعرف على هذا الفضاء التطبیق : E E R×  بالصیغة: →
1

2
1

( ) , ( ) ( ) ( ) ; ( ), ( ) [ ]p x q x p x q x dx p x q x R X
+

−

= ∀ ∈∫ 



  

)2بیّن أن [ ], , )R X . ٌّفضاءٌ اقلیدي 
الحل: 

یُلاحظ وضوحاً أن: 
1 1

1 1

( ) , ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) , ( )p x q x p x q x dx q x p x dx q x p x
+ +

− −

= = =∫ ∫ 

كذلك، لدینا: 
1

1

( ) ( ) , ( ) ( ( ) ( ) ( )p x q x h x p x q x h x dx
+

−

+ = +∫ 

1 1

1 1

2

( ) ( ) ( ) ( )

( ), ( ) ( ), ( ) , ( ), ( ), ( ) [ ]

p x h x dx q x h x dx

p x h x q x h x p x q x h x R X

+ +

− −

= +

= + ∀ ∈

∫ ∫ 

 
1

1

( ) , ( ) ( ) ( )p x q x p x q x dxλ λ
+

−

= ∫ 

                      
1

1

( ) ( ) ( ) , ( )p x q x dx p x q xλ λ
+

−

= =∫ 

 
)وأخیراً ، لنفرض أن )p x2 حدودیة من[ ]R X2 فإن ( ) 0p x  وبالتالي: ≤

1
2

1

( ), ( ) ( ) 0p x p x p x dx
+

−

= ≥∫ 

)2بالإضافة إلى ذلك، بما أن الدالة ( ))x p x→ دالة موجبة ومستمرة على 
]المجال 1, 1]−  فإن: +



  

1
2 2

1

( ), ( ) 0 ( ( )) 0 ( ) 0 ( ) 0p x p x p x dx p x p x
+

−

= ⇔ = ⇔ = ⇔ =∫ 

)2وبالتالي [ ], , )R X . ٌّفضاءٌ اقلیدي 
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 المعرف بالصیغة: R الفضاء المتجهي علىEلیكن

{ ( ) [ ] ; (0) (1) 0}nE p x R X p p= ∈ = = 
:ولنعرف التطبیق:          E E RΦ ×   كما یلي: →

1

0

( ( ), ( )) [ ( ). ( ) ( ). ( )]P x Q x P x Q x P x Q x dx′′ ′′Φ = − +∫ 

)وذلك مهما یكن ), ( )P x Q xمن E .
)بین أن , )E Φ .فضاء جداء داخلي 
الحل: 

. E هو شكل ثنائي الخطیة متناظر علىΦمن الواضح أن التطبیق
وإن الشكل التربیعي المرتبط به: 

1

0

( ( ), ( )) 2 ( ) ( )P x P x P x P x dx′′Φ = − ∫ 

)لنبرهن الآن أن  ( ), ( )) 0P x P xΦ ≥ .
)في الواقع، لنفرض أن )U P x=،( )dV P x dx′′= :ونكامل بالتجزئة فنجد 

1
2

0

( ( ), ( )) 2 [ ( )]P x P x P x dx′Φ = ∫ 

1وذلك باعتبار أن
0[ ( ) ( )] 0P x P x′ (0) لأن = (1) 0P P= = 



  

)نستنتج أن  ( ), ( )) 0P x P xΦ ]2 وذلك لأن ≤ ( )]P x′ دالة مستمرة وغیر 
. [0,1]سالبة على المجال 

وأخیراً ، لنفرض أن  
1

0

( ( ), ( )) ( ( )) 0P x P x P x dx′Φ = =∫ 

]2بما أن ( )]x P x′→وتكاملها معدوم [0,1] دالة مستمرة وموجبة على المجال 
)على المجال ذاته ینتج أن ) 0P x′ =،[0,1]x∀  وهذا یعني أن الحدودیة ∋

( )P x′تقبل عدد غیر منته من الجذور، إذن ( )P x تكون حدودیة ثابتة 
)وبالتالي ) 0P x (0) وذلك لأن = (1) 0P P=  نستنتج من ذلك =

)أن , )E Φ .فضاء جداء داخلي 
 

- الأطوال في فضاء جداء داخلي: 2
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)إذا كان , , )Eفضاء جداء داخلي (حقیقي أو عقدي)، ولیكن v متجهاً في 

v, لهذا المتجه ب ـِالنظیمهذا الفضاء یُعرف  v v= .

ینتج أن: 
1. 0

2. 0 0

3. .

v

v v

v vλ λ

≥

= ⇔ =

=

 

في الواقع، لدینا: 
2 2 2, , .v v v v v vλ λ λ λλ λ= = = 

v.ومنه نجد:  vλ λ= 
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)إذا كان , , )E المسافة بین  فضاء جداء داخلي (حقیقي أو عقدي)، فإن
u,متجهین vِیرمز لها ب ـ ( , )d u v:وتعرف بالصیغة ( , )d u v u v= − 

 
 ∫`O{u�

) بعداً nلنأخـذ الفضـاءَ الإقلیديَّ ذا , , )nRتطبیق الجداء  , حیث 
1)، ولیكن 2-1الداخلي القیاس المذكور في المثال ( 2( , ,...., )nu u u u=،  

1 2( , ,...., )nv v v v=متجهین في nR :عندئذ نجد .
2 2 2
1 2, ... nu u u u u u= = + + + 

( , ) ,d u v u v u v u v= − = − − 

        2 2 2
1 1 2 2( ) ( ) ... ( )n nu v u v u v= − + − + + − 
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)إذا كان , , )E :فضاء جداء داخلي (حقیقي أو عقدي)، فإن 

, . , ,u v u v u v E≤ ∀ ∈ 

البرهان: 
0uإن المتباینة صحیحة إذا كان أحد المتجهین یساوي الصفر. لنفرض أن ≠ ،

0v  ونبرهن صحة المتباینة. ≠
,في الواقع، بما أن: 0u v u vλ λ+ + ≥ 

یتضح أن: 



  

2, , , , 0u u u v v u v vλ λ λ+ + + ≥ 
وبالتالي نجد المعادلة: 

2 22 2 , 0v u v uλ λ+ + ≥ 

2وتكون الأخیرة صحیحة عندما:  2 2, . 0u v u v∆ = − ≤ 
إذن:  

2 2 2, .u v u v≤ 
وبأخذ الجذر التربیعي نرى أن: 

, .u v u v≤ 
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)إذا كان , , )E :فضاء جداء داخلي (حقیقي أو عقدي)، فإن 
, ,u v u v u v E+ ≤ + ∀ ∈ 

البرهان: 
في الحقیقة، استناداً لمتباینة كوشي شفارتز نرى أن: 

2 ,u v u v u v+ = + + 

                         
2 2

2

, 2 , ,

, 2 , ,

, 2 . ,

2 .

( )

u u u v v v

u u u v v v

u u u v v v

u u v v

u v

= + +

≤ + +

≤ + +

= + +

= +

 

uبأخذ الجذر التربیعي نجد:                              v u v+ ≤ + 
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u,إذا كان vمتجهین غیر صفریین في فضاء جداء داخلي ( , , )E فعندئذ ،

 على الصورة:  شفارتز–كوشي یمكننا إعادة صیاغة متباینة 
2

,
1

.
u v

u v
 

≤  
 

 

أو بصیغة مكافئة: 
,

1 1
.

u v
u v

− ≤ ≤ 

 بحیث یكون: θونتیجة لهذه الحقیقة، توجد زاویة وحیدة
,

0 , cos
.

u v
u v

θ π θ≤ ≤ = 

u, بأنها الزاویة بین المتجهینθوتعرف v .
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 بین المتجهین: θأوجد تجیب الزاویة

(4,3,1, 2) , ( 2,1,2,3)u v= − = − 
)4في فضاء الجداء الداخلي الإقلیدي , , )R .

الحل: 
من الواضح أن نرى أن: 

, 9 , 30 , 18u v u v= − = = 
وبالتالي: 



  

3cos
30 2

θ = − 

 
وبالإضافة إلى ذلك، فإن المناقشة الواردة تقودنا إلى عرض المبرهنة التالیة: 
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)إذا كان , , )Eفضاء جداء داخلي، فإن النظیم ,u u u= 

)والمسافة , )d u v u v=  یحققان الخواص الهامة التالیة: −

 

1. 0

2. 0 0

3. .

4.

u

u u

u u

u v u v

λ λ

≥

= ⇔ =

=

+ ≤ +

   

1. ( , ) 0
2. ( , ) 0
3. ( , ) ( , )
4. ( , ) ( , ) ( , )

d u v
d u v u v
d u v d v u
d u v d u w d w v

≥
= ⇔ =
=
≤ +

 

,وذلك مهما تكن  ,u v wعناصر من E .
 
 

- التعامد في فضاءات الجداء الداخلي وطريقة غرام - شميث: 3
 ∫wK�«b�« ¡«b'«  «¡UC� � b�UF��« ∫ÎôË√
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)إذا كان , , )E فضاء جداء داخلي حقیقي أو عقدي، یُقال عن 

u,المتجهین v E∈ إذا كان متعامدان إنهما , 0u v = .



  

vویُقال عن متجه E∈ إذا كان متناح إنه , 0v v . بتعبیر مكافئ، إن =
المتجه المتناح هو المتجه المتعامد مع ذاته. 

یتضح أن المتجه الصفري هو المتجه الوحید المتعامد على ذاته (المتناح). 
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u,إذا كان vمتجهین متعامدین في فضاء جداء داخلي ( , , )E :فإن 
2 2 2u v u v+ = + 

البرهان: 
2 2 2, 2 ,u v u v u v u u v v+ = + + = + + 

   2 2u v= + 

© n�dF�3≠3 ∫®
}نقول عن جماعة من المتجهات }iuمن فضاء الجداء الداخلي ( , , )E 

, إذا كانت عناصرها المختلفة متعامدة أي إذا كانمتعامدةإنها  0i ju u = 

iعندما j≠ونقول عن الجماعة ،{ }iu إذا كانت متعامدة متعامدة منظمة إنها 
ونظیم كل متجه منها یساوي الواحد، أي إذا كان: 

0
,

1i j

i j
u u

i j
≠

=  =
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)3لیكن الفضاء الإقلیدي , , )R1، إن الجماعة 2 3{ , , }v v v :حیث 

1 2 3
1 1 1 1(0,1,0) , ( ,0, ) , ( ,0, )
2 2 2 2

v v v= = = − 



  

متعامدة منظمة، إذ إن: 

1 2 1 3 2 3, , , 0v v v v v v= = = 
وأیضاً : 

1 2 3 1v v v= = = 
من ناحیة أخرى، یمكن للقارئ أن یبیّن بطریقة مماثلة أن الجماعة: 

1 2 3
1 1 1 1 2 1 1 1( , ,0), ( , , ), ( , , )
2 2 6 6 6 3 3 3

v v v= − = − − = 

متعامدة منظمة. 
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)2لیكن [ ], , )R X :الفضاء الإقلیدي، باعتبار أن 

1

1

( ), ( ) ( ) ( )p x q x p x q x dx
+

−

= ∫ 

یُلاحظ أن: 
1

21
2

1

2( ) ( ), ( )
3

p x p x p x x dx
+

−

 
= = = 

 
∫ 

 

1
21

4

1

2( ) ( ), ( )
5

q x q x q x x dx
+

−

 
= = = 

 
∫ 

 

1
3

1

( ), ( ) 0p x q x x dx
+

−

= =∫ 
 

)2إن المتجهین ) , ( )p x x q x x=  متعامدان بالنسبة إلى الجداء الداخلي =
)المعطى، وذلك لأن ), ( ) 0p x q x = .
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1إذا كان 2{ , ,...., }nS v v v= أساساً متعامداً منظماً لـِ فضاء جداء 
)داخلي , , )Eوكان uأي متجه من E :فإن ،

1 1 2 2, , ... , n nu u v v u v v u v v= + + + 
 

البرهان: 
1حیث إن 2{ , ,...., }nS v v v=أساساً ، فإن المتجه u یمكن التعبیر عنه 

بالصیغة: 

1 1 2 2 ... n nu k v k v k v= + + + 
i,ولإتمام المطلوب ما علینا سوى تبیان أن ik u v= من 

)أجل 1,2,..., )i n= .
في الواقع،  

1 1 2 2, .... ,i n n iu v k v k v k v v= + + + 
            1 1 2 2, , .... ,i i n n ik v v k v v k v v= + + + 

1وبما أن 2{ , ,...., }nS v v v= :متعامدة منظمة، یكون 
2, 0 , , 1i j i i iv v i j and v v v= ≠ = = 

,وبالتالي نجد i iu v k= .وبذا یتم إثبات المبرهنة 
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1إذا كانت 2{ , ,...., }nS v v v= جماعة من المتجهات غیر الصفریة المتعامدة 

)في فضاء جداء داخلي , , )Eعندئذ ،S . ًتكون مستقلة خطیا 



  

البرهان: 
1لنفرض أنه توجد أعداد سلّمیة 2, ,..., nc c c :بحیث إن 

)1               (1 1 2 2 ... 0n nc v c v c v+ + + = 
ivینتج أنه من أجل كل S∈ :فإن 

1 1 2 2 ... , 0n n ic v c v c v v+ + + = 
وبالتالي یكون: 

1 1 2 2, , .... , 0i i n n ic v v c v v c v v+ + + = 
 متعامدة بالفرض، فالمعادلة الأخیرة تؤول إلى: Sوبما أن المتجهات في

, 0i i ic v v = 
,وطالما أن 0i iv v  غیر صفریة، یتضح أن: S فيiv لأن المتجهات≠

0 ( 1,2,...., )ic i n= ∀ = 
 أصفاراً ، أي أن ic) تصبح فقط إذا كانت جمیع المقادیر1وهذا یعني أن العلاقة (

المتجهات مستقلة خطیاً . 
 

 Â«d� WI�d� ∫ÎUO�U�–b�UF��« � XO� ©∫Gram-Smith orthogonalization® 
سنبحث في هذه الفقرة كیفیة بناء قاعدة متعامدة منظمة لفضاء جداء داخلي منتهي 

البعد، وذلك انطلاقاً من قاعدة ما في هذا الفضاء. 
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 له قاعدة متعامدة منظمة. nكل فضاء جداء داخلي غیر صفري ذو بعد منتهي

البرهان: 



  

)لیكن , , )Eفضاء جداء داخلي غیر صفري بعده n ولنفرض أن ،

1 2{ , ,..., }nS u u u= قاعدة في هذا الفضاء. ستنتج المتتابعة التالیة من 
1الخطوات قاعدة متعامدة منظمة 2{ , ,..., }nv v v′ ′ ) للفضاء′ , , )E .

 متجهاً غیر صفري في فضاء جداء داخلي vیُلاحظ قبل كل شيء أنه إذا كان

vفإن المتجه
v

 له نظیم یساوي الواحد. 

لنأخذ المتجهات: 

1 1v u= 

2 1
2 2 1

1 1

,
,

u v
v u v

v v
= − 

3 2 3 1
3 3 2 1

2 2 1 1

, ,
, ,

u v u v
v u v v

v v v v
= − − 

 ...................................
 ...................................

1

1

,
,

j
j k

j j k
k k k

u v
v u v

v v

−

=

= −∑ 

 ..................................
1

1

,
,

n
n k

n n k
k k k

u v
v u v

v v

−

=

= −∑ 

 
,إن 0i iv v ,....,1,2 وذلك مهما یكن≠ 1i n=  وذلك لأن عكس ذلك یعني −
0ivأن  وبالتالي نستنتج أن: =



  

1

1

,
,

i
i k

i k
k k k

u v
u v

v v

−

=

=∑ 

1أي أن المتجهات  2{ , ,..., }iu u u مرتبطة خطیاً ومنه 
1المتجهات 2{ , ,..., }nu u u مرتبطة خطیاً كذلك، وهذا یناقض 

1كون 2{ , ,..., }nS u u u=ِقاعدة ل ـ ( , , )E وبالتالي لا یمكن أن 
,یكون 0i iv v = .

من ناحیة ثانیة، یُبرهن وفقاً لمبدأ الاستقراء الریاضي أن 
1المتجهات 2{ , ,..., }nv v v .متعامدة مثنى مثنى 

 على نظیمه ivوأخیراً ، لكي نحصل على قاعدة متعامدة منظمة، فإننا نقسم كلاً من
فنحصل على الجملة المتعامدة المنظمة: 

1 2
1 2

1 2

, ,....., n
n

n

vv vv v v
v v v

′ ′ ′= = = 

1نستنتج مما سبق أن المتجهات 2{ , ,..., }nv v v′ ′  متعامدة منظمة وبالتالي فهي ′
dimمستقلة خطیاً ، وبما أن E n=1 فعندئذ الجملة 2{ , ,..., }nv v v′ ′  تشكل قاعدة ′

)متعامدة منظمة لفضاء الجداء الداخلي , , )E .
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 المزود بتطبیق الجداء الداخلي 3Rأوجد قاعدة متعامدة منظمة للفضاء الإقلیدي

القیاسي المألوف، وذلك انطلاقاً من القاعدة: 

1 2 3{ (1,1,1) , (0,1,1) , (0,0,1)}S u u u= = = = 
الحل: 

 شمیت في إیجاد قاعدة متعامدة منظمة. –نتبع طریقة غرام 
في الواقع، ومن خلال المناقشة التي استخدمت في برهان المبرهنة الأخیرة، فإن 

المتجهات: 



  

1 1

2 2 1

3 3 1 2

v u
v u v
v u v v

α
β γ

=
= +
= + +

 

,، وحیث المقادیر3Rتشكل قاعدة متعامدة لفضاء الجداء الداخلي ,α β γ هي 
، ونهدف إلى إیجاد المقادیر المذكورة، وذلك بوضع: Rعناصر من الحقل

1 2 1 3 2 3, , , 0v v v v v v= = = 
1بما أن 2(1,1,1) , ( , 1, 1)v v α α α= = +  فعندئذ نجد: +

1 2
2, 0 3 2 0
3

v v α α= ⇒ + = ⇒ = − 

2وبالتالي
2 1 1( , , )
3 3 3

v = . 1v متجهاً عمودیاً على−

 أیضاً ، یلاحظ أن: 2v وعمودیاً على1v بحیث یكون عمودیاً على3vلبناء متجه

1 3
2 1 1( , ,1 )
3 3 3

v v β γ β γ β γ⊥ = − + + + + 

13 1 0
3

γ γ⇒ + = ⇒ = − 

كذلك، نجد: 

2 3
2 1 1 1 1 2( , , )
3 3 3 3 3 3

v v β β β⊥ = − − − + 

14 2 0
2

β β⇒ + = ⇒ = − 

والقاعدة المتعامدة في هذا الفضاء هي إذن: 

1 2 3
2 1 1 1 1(1,1,1) , ( , , ) , (0, , )
3 3 3 2 2

v v v= = − = − 

 على نظیمه ivوالآن لكي نحصل على قاعدة متعامدة منظمة فإننا نقسم كلاً من
فنحصل على الجملة المتعامدة المنظمة: 



  

1 1 1 1{ (1,1,1), ( 2,1,1),(0, , }
3 6 2 2

− − 
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]2لیكن الفضاء الإقلیدي ]E R X= :المزود بالجداء الداخلي 
1

2

1

, ( ) ( )(1 )P Q P x Q x x dx
+

−

= +∫ 

أوجد قاعدة متعامدة منظمة لهذا الفضاء. 
الحل: 

2إن القاعدة القانونیة
0 1 2{ 1 , , }e e x e x= =  في هذا الفضاء لیست =

متعامدة لأنه مثلاً : 
1

2 2 2

1

161, ( 1) 0
15

x x x dx
+

−

= + = ≠∫ 

,21أي أن x .غیر متعامدین 
 شمیت نستطیع أولاً تحدید –إذا انطلقنا من هذه القاعدة، فاستناداً لطریقة غرام 

قاعدة متعامدة لهذا الفضاء وفقاً للمعادلات: 
0 0

1 1 0

2 2 1 0

( )
( ) ( )
( ) ( ) ( )

P x e
P x e P x
P x e P x P x

α
β γ

=
= +
= + +

 

في الواقع، 
1

2
0 1

1

, 0 ( )(1 ) 0P P x x dxα
+

−

= ⇒ + + =∫ 

22 0 0
3

α α α⇒ + = ⇒ = 



  

أیضاً ، نجد: 
1

2 2
0 2

1

, 0 ( )(1 ) 0P P x x x dxβ γ
+

−

= ⇒ + + + =∫ 

16 8 20
15 3 5

γ γ⇒ + = ⇒ = − 

كذلك، نرى أن: 
1

2 2
1 2

1

, 0 ( )(1 ) 0P P x x x x dxβ γ
+

−

= ⇒ + + + =∫ 

2 2 0 0
3 5
β β β⇒ + = ⇒ = 

 

2وبالتالي فجملة الحدودیات 2{1, , }
5

x x ]2 تشكل قاعدة متعامدة ل ـِ− ]R X .

]2وأخیراً ، كي نحصل على قاعدة متعامدة منظمة للفضاء الإقلیدي ]R X فإننا 
0نقسم كلاً من 1 2, ,P P P :على نظیمه فنحصل على الجملة المتعامدة المنظمة 

 

0 1 2

0 1 2

, ,P P P
P P P

  
 
  

 

یُلاحظ أن: 
1

2 2
0 0 0

1

2 8, (1 ) 2
3 3

P P P x dx
+

−

= = + = + =∫ 

 

1 1 1
2 2 2 2 4

1 1 1
1 1 1

2 2 16, (1 )
3 5 15

P P P x x dx x dx x dx
+ + +

− − −

= = + = + = + =∫ ∫ ∫ 

 

1
2 2 2 2

2 2 2
1

2 136, ( ) (1 )
5 525

P P P x x dx
+

−

= = − + =∫ 



  

 

إذن الجملة: 

23 15 5 21 2, , ( )
4 52 2 2 34

x x
  − 
  

 

 

تشكل قاعدة متعامدة منظمة. 
 
 

- المؤثرات الخطية على الفضاءات الواحدية والإقليدية: 4
 ∫WI�«d*«  «d�R*« ≠√

)إذا كان , , )Eفضاء جداء داخلي منتهي البعد (فضاءً واحدیاً )، ولیكن T 
 T* یرمز له ب ـEِ، عندئذ یوجد مؤثر خطي علىEمؤثراً خطیاً (تداكلاً ) على

بحیث یحقق: 
*( ), , ( ) ; ,T u v u T v u v E= ∀ ∈ 

 
وبالتالي نورد الحقیقة التالیة: 
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) على فضاء جداء داخلي منتهي البعدTكل مؤثر خطي , , )E له مؤثر 

)* یحققT*خطي وحید ), , ( )T u v u T v= المؤثر الخطي المرافق ندعوه 

. T) ل ـِالقرین(



  

)إذا رمزنا ب ـِ )M Tو *( )M Tِللمصفوفتین الممثلتین ل ـ Tو *T بالنسبة لقاعدة 
}1متعامدة منظمة }n

i ie ) في الفضاء= , , )E :فعندئذ 
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 بالنسبة لقاعدة متعامدة منظمة في فضاء T*إن مصفوفة المؤثر الخطي القرین

)جداء داخلي منتهي البعد , , )E تساوي مرافق منقول مصفوفة المؤثر 
* بالنسبة للقاعدة ذاتها، أيTالخطي *[ ( )] ( )M T M T= .
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 معرفاً كما یلي: 3C مؤثراً خطیاً على الفضاء الواحديTلیكن

( , , ) (2 , 5 , (1 ) 3 )T x y z x iy y iz x i y z= + − + − + 
. T المؤثر الخطي القرین للمؤثرT*احسب
الحل: 

 3C بالنسبة لقاعدة متعامدة منظمة في الفضاءTنحسب أولاً مصفوفة التداكل
ولتكن القاعدة القانونیة فنجد: 

1 1 2 3( ) (1,0,0) (2,0,1) 2 0 1T e T e e e= = = + + 

2 1 2 3( ) (0,1,0) ( ,1,1 ) (1 )T e T i i ie e i e= = − = + + − 

3 1 2 3( ) (0,0,1) (0, 5 ,3) 0 5 3T e T i e ie e= = − = − + 
2 0

( ) 0 1 5
1 1 3

i
M T i

i

 
 = − 
 − 

 

ویكون لدینا: 



  

*

2 0 1
( ( )) 1 1

0 5 3
M T i i

i

 
 = − + 
  

 

*ووفقاً للمبرهنة الأخیرة، بما أن *( ( )) ( )M T M T= بالنسبة لقاعدة متعامدة 
منظمة في فضاء واحدي، یتضح أن: 

*( , , ) (2 , (1 ) ,5 3 )T x y z x z ix y i z iy z= + − + + + + 
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) مؤثراً خطیاً على الفضاء الواحديTإذا كان , , )E :فإن 

* *

* *

1. ( ) , ( )
2. ( )

T T C
T T
λ λ λ= ∈

=
 

البرهان: 
لدینا: 

*( ) , , ( ) , ( )T u v u T v u T vλ λ λ= = 

             *, ( ) ( ),u T v T u vλ λ= = 

                                *( ) ,T u vλ= 

u,وذلك مهما تكن vمن Eإذن ،* *( )T Tλ λ= 
كذلك،           

                   * *( ), , ( ) ( ),T u v v T u T v u= = 

                             , ( ) ; ,u T v u v E= ∀ ∈ 

T**یتضح أن T= .
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 بالنسبة لقاعدة متعامدة منظمة في فضاء T مصفوفة المؤثر الخطيAإذا كانت

)جداء داخلي , , )E :فإن 
* *( )A A= 

 
 حقیقیة فإن المعادلة المصفوفیة الأخیرة A: إذا كانت المصفوفةبصورة خاصة

)تصبح )T TA A= أي أن منقول المنقول لمصفوفة حقیقیة یساوي هذه ،
المصفوفة. 
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S,إذا كان Tمؤثرین خطیین على الفضاء الواحدي ( , , )E :فإن 

* * * * * *1. ( ) , 2. ( )S T S T S T T S+ = + =  
البرهان: 

u,في الواقع، أیاً كانت vمن E :فإن 
*( ) ( ), , ( )( )S T u v u S T v+ = + 

* *, ( ) , ( ) ( ), ( ),u S v u T v S u v T u v= + = + 
* *( )( ),S T u v= + 

كذلك، یُلاحظ أن: 
 

*( ) ( ), , ( )( )S T u v u S T v=  
* * *, ( ( )) ( ), ( ) ( ),u S T v S u T v T S u v= = =  

 

وبذلك یتم إثبات المبرهنة. 
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P,إذا كانت Qمصفوفتي المؤثرین الخطیین ,S T بالنسبة لقاعدة متعامدة منظمة 

)في الفضاء , , )E :یكون لدینا ،
 

* * *

* *

* * *

1. ( )

2. ( )
3. ( . )

P Q P Q

P P
P Q Q P
λ λ

+ = +

=

=

 

 
 ∫WH�U��*« WO�O�d�«Ë WO�O�d�«  «d�R*« ≠»
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) على الفضاء الواحديTیكون المؤثر الخطي , , )E  ًإذا هرمیتیا 

T*كان T= :وبعبارة مكافئة إذا كان 
 

, , , ( ) ( ),u v E u T v T u v∀ ∈ = 
 

) على الفضاء الواحديTیكون المؤثر الخطي , , )E  ًإذا هرمیتیاً متخالفا 
T*كان T=  وبعبارة مكافئة إذا كان: −

 
, , , ( ) ( ),u v E u T v T u v∀ ∈ = − 
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) مؤثراً خطیاً على فضاء جداء داخليTإذا كان , , )Eولتكن ،λ قیمة 
، عندئذ: Tذاتیة للمؤثر

*إذا كان )1( 1T T 1λ فإن=− = 
T*إذا كان )2( T=فإن Rλ∈ 

T*إذا كان )3( T=   تخیلیة بحتةλ فإن−

T*إذا كان )4( S S=) Sمؤثراً خطیاً غیر شاذ)، فإن λ.حقیقیة موجبة  
البرهان: 

، أي λ موافقاً للقیمة الذاتیةT متجهاً ذاتیاً غیر صفري للمؤثر الخطيvلیكن
)أن )T v vλ= حیث ( 0)v ≠ .

): یُلاحظ أن: 1لإثبات (
*, , ( )( ) ( ), ( )v v v T T v T v T v= = 

                                    , ,v v v vλ λ λλ= = 

1)وبالتالي ) , 0v vλλ− ,، وباعتبار أن= 0v v  نستنتج ≠

1λأن λλ= = .
) لدینا: 2(

*, , ( ), , ( )v v v v T v v v T vλ λ= = = 

                     , ( ) , ,v T v v v v vλ λ= = = 

)إذن ) , 0v vλ λ− λ وبالتالي= λ=لأن , 0v v . ∋Rλ ومنه≠
). 2) نتبع الأسلوب ذاته الوارد في برهان (3) لإثبات (3(

في الواقع، 
*, , , ,v v v v Tv v v T vλ λ= = = 

, ( ) , ,v T v v v v vλ λ= − = − = − 



  

,لكن 0v v 0λ إذن≠ λ+  تخیلیة بحتة. λ أي أن=
T*) وأخیراً◌ُ ، إذا كان4( S S=حیث S :غیر شاذة فنجد 

,Sv Sv=*, , ( ),v v Tv v S S v vλ = = 

 
,بما أن 0v v ,، وكذلك< 0Sv Sv ) لأن< ) 0S v  مؤثراً خطیاً S كون≠

 قیمة ذاتیة موجبة. λغیر شاذ یتضح مباشرةً أن
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) على الفضاء الواحديTیكون المؤثر الخطي , , )E ًهرمیتیاً (هرمیتیا 

 Eمتخالفاً ) إذا وفقط إذا كانت مصفوفته بالنسبة لقاعدة متعامدة منظمة في
هرمیتیة (هرمیتیة متخالفة). 

 
البرهان: 

)*في الحقیقة، إذا افترضنا أن ), ( )M T M Tللمصفوفتین الممثلتین لـ *,T T 
)بالنسبة لقاعدة متعامدة منظمة في الفضاء الواحدي , , )E .

)إذا كانت )M T :مصفوفة هرمیتیة، فعندئذ یكون 
* *( ) ( ( )) ( )M T M T M T= = 

T*وبالتالي T=والمؤثر T .إذن هرمیتي 
 هرمیتیاً ، فعندئذ نجد: Tالعكس، إذا كان المؤثر

* *( ) ( ) ( ( ))M T M T M T= = 
والمصفوفة هرمیتیة. 

 



  

© W�O��4≠11 ∫®
) على الفضاء الإقلیديTیكون المؤثر الخطي , , )E ًمتناظراً (متناظرا 

متخالفاً ) إذا كانت مصفوفته بالنسبة لقاعدة متعامدة منظمة في هذا الفضاء 
متناظرة (متناظرة متخالفة). 
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) على فضاء جداء داخلي منتهي البعدTیُقال عن مؤثر خطي , , )E إنه 
T* إذا كانموجب S S=من أجل مؤثر خطي ما S .

یتضح من ذلك، أن كل مؤثر خطي موجب یكون مؤثراً هرمیتیاً ، وذلك لأن: 
* * * *( )T S S S S T= =  ویكون أیضاً : =

*( ), ( ( )), ( ), ( ) 0T v v S S v v S v S v= = ≥ 

 
بالإضافة إلى ذلك، نورد المبرهنة التالیة: 
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) مؤثراً خطیاً على فضاء جداء داخلي منتهي البعدTإذا كان , , )E فإن ،

الشروط التالیة متكافئة: 
)1( Tمؤثر موجب على E 
)2( Tمؤثر هرمیتي كما أن ( ), 0T v v v أیاً كان≤ E∈ 
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) على فضاء إقلیديTیكون مؤثر متناظر , , )Eبعده n موجباً إذا وفقط 
إذا كانت جذوره الممیّزة (قیمه الذاتیة) موجبة أو أصفار. 

البرهان: 
 T قیمة ذاتیة ل ـλِ، ولتكنE مؤثر متناظر على فضاء إقلیديTلنفرض أن

0xولیكن ، فنجد: λ متجهاً ذاتیاً موافقاً للقیمة الذاتیة≠
( ), , 0T x x x xλ= ≥ 

,وبما أن 0x x 0λ فعندئذ< ≥ .
، ولنفرض أن جذوره E مؤثراً متناظراً على فضاء إقلیديTالعكس، إذا كان

}1الممیّزة موجبة أو معدومة، فثمة قاعدة متعامدة منظمة }n
i ie  مؤلفة من =

. Tالمتجهات الذاتیة للمؤثر
1لنفترض أن 2, ,...., nλ λ λ :هي القیم الذاتیة الناشئة عن تلك المتجهات، فعندئذ 

1
,

n

i i
i

x E x eα
=

∀ ∈ =∑ 

                         وبالتالي:
1

( )
n

i i i
i

T x eλα
=

=∑ 

2ومنه:                        

1
( ), 0

n

i i
i

T x x λα
=

= ≥∑ 

 مؤثر موجب. Tإذن
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 والذي تكون مصفوفتُهُ بالنسبة 3R على الفضاء الإقلیديTلیكن المؤثر الخطي
لقاعدة متعامدة منظمة في هذا الفضاء هي: 



  

1
1

1

a a
A a a

a a

 
 =  
  

 

 موجباً . T التي تجعل المؤثرaأوجد قیم الوسیط
الحل: 

 هي: Aإن الدالة الممیّزة ل ـِ
1

1
1

a a
I A a a

a a

λ
λ λ

λ

− − −
− = − − −

− − −
 

    2 2( 1 )[ (2 ) (2 1)]a a a aλ λ λ= − + − + − − − 

             2

( 1 )( 2 1)( 1 )
( 1 ) ( 2 1)

a a a
a a

λ λ λ

λ λ

= − + − − − +

= − + − −
 

1والجذور الممیّزة هي:  , 2 1a a− + 
 T نرى أن3R مؤثر متناظر علىTوبالرجوع إلى المبرهنة الأخیرة، وباعتبار أن

موجب إذا وفقط إذا كانت القیم الذاتیة أكبر أو تساوي الصفر، إذن: 
1 1
2

a− ≤ ≤ 
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)3برهن أن المؤثر الخطي المعرف على فضاء الجداء الداخلي , , )C 
بالصیغة: 

( , , ) (2 5 , 5 3 2 ,2 )T x y z x iy ix y z y z= + − − + + 
هرمیتیاً . 



  

الحل: 
نبحث عن مصفوفة هذا المؤثر بالنسبة لقاعدة متعامدة منظمة في الفضاء المذكور 

ولتكن القاعدة القانونیة: 
(1,0,0) (2, 5 ,0)
(0,1,0) (5 , 3,2)
(0,0,1) (0,2,1)

T i
T i
T

= −
= −
=

 

وبالتالي: 
 

2 5 0
( ) 5 3 2

0 2 1

i
M T i

 
 = − − 
  

 

 

)وبما أن )M T) أن10-4 هرمیتیة، یتضح وفقاً للمبرهنة ،(T .مؤثر هرمیتي 
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)3 المعرف على الفضاء الإقلیديaUبرهن أن المؤثر الخطي , , )R 

بالصیغة: 
( ) ( , , ) ( , , )aa R U x y z ax y z x ay z x y az∀ ∈ = + + + + + + 

متناظرٌ ، وحدّد الجذور الممیزة له. 
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) مؤثراً هرمیتیاً على الفضاء الواحديTإذا كان , , )E فإن المتجهات الذاتیة 

المناظرة لقیم ذاتیة مختلفة تكون متعامدة. 
البرهان: 



  

λ,في الواقع، لنفرض أن µقیمتان ذاتیتان مختلفتان للمؤثر الهرمیتي T 
v,ولتكن w :المتجهین الذاتیین المقابلین لهما، فعندئذ نكتب 

( ) , ( )T v v T w wλ µ= = 
وبالتالي نجد: 

( ), , ( ) ( ) , 0T v w v T w v wλ µ= ⇒ − = 
λ حقیقي وأنµوبملاحظة أن µ≠نستنتج أن , 0v w v, ومنه= w 

متعامدان. 
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إن المتجهات الذاتیة لمؤثر تناظري على فضاء إقلیدي والمقابلة لقیم ذاتیة  •

 مختلفة تكون متعامدة.

إن المتجهات الذاتیة لمصفوفة حقیقیة متناظرة والمقابلة لقیم ذاتیة مختلفة  •
 تكون متعامدة.
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أوجد القیم الذاتیة والمتجهات الذاتیة للمصفوفة الهرمیتیة: 
 

2 1 2
1 2 2

i
A

i
− 

=  + − 
 

الحل: 
2 هيAمن السهل رؤیة أن الدالة الممیّزة ل ـِ 9I Aλ λ− =  وبالتالي القیم −

,3 تكونAالذاتیة ل ـِ 3− .
 تعطى بالمعادلتین المتجانستین: Aإن المتجهات الذاتیة ل ـِ

 



  

( 2) (2 1) 0
(1 2 ) ( 2) 0

x i y
i x y

λ
λ

− + − =
+ + + =

 

وبالتالي نجد: 

1 2(5,1 2 ) , (1 2 , 5)v i v i= + = − − 
 

وأخیراً ، یُلاحظ أن: 
 

1 2, 5(1 2 ) 5(1 2 ) 0v v i i= + − + = 
 

أي أن المتجهین الذاتیین متعامدان. 

 
 

- طيف المؤثرات الواحدية والناظمية: 5
 ∫W�b�«u�«  «d�R*« ∫ÎôË√
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) على الفضاء الواحديTیُقال عن المؤثر الخطي , , )E إذا واحديٌ  أنه 

كان یحافظ على تطبیق الجداء الداخلي، أي: 
( ), ( ) , ,T u T v u v u v E= ∀ ∈ 

 
)، إذا كانوبصورة خاصة , , )E فضاء جداء داخلي معرف على حقل 
، فندعو المؤثر الخطي الذي یحفظ تطبیق الجداء الداخلي بـِ Rالأعداد الحقیقیة

. مؤثر عمودي
 

) على الفضاءTإن كل مؤثر واحدي , , )E :یحفظ الأطوال أي 



  

,Tv v v E= ∀ ∈ 
 یكون تشاكلاً تقابلیاً . Tكذلك، إن أي مؤثر واحدي (عمودي)

في الواقع، 
( ) 0 ( ) 0 0 0v KerT T v T v v v∈ ⇒ = ⇒ = ⇒ = ⇒ = 

 
بالإضافة لذلك، نورد المبرهنة التالیة: 
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) مؤثراً خطیاً على فضاء واحديTإذا كان , , )E فإن الشروط التالیة تكون 

متكافئة: 
)1( T مؤثر واحدي 
)2( * *

ET T TT id= = 
)3( ( )T v v=وذلك مهما یكن vمن E Tیحفظ الأطوال  

البرهان: 
)1()2 :لدینا بحسب الفرض :(

*( ), ( ) ( ), , ; ,T x T y T T x y x y x y E= = ∀ ∈ 

)*أي أن: )( ) , 0T T x x y− =وهذا یعني أن المتجه ،*( )( )T T x x− 

yعمودي على أي متجه E∈وبالتالي ،*( )( ) 0T T x x− = لأن المتجه 
الصفري هو المتجه المتناحي الوحید. 

)*ومنه  )( )T T x x= إذن *
ET T id= 

*وبطریقة مماثلة تماماً ، نبین أن 
ET T id= 

)2()3       :لدینا :(



  

2 *( ) ( ), ( ) ( )( ),T x T x T x T T x x= =  

                       , ;x x x x E= = ∀ ∈ 
)وبالتالي  )T x x=أي أن المؤثر  T .یحفظ الأطوال 

)3()1:لیكن :(,u v E∈ :من الواضح أن .
2 2 2 21,

4 4
iu v u v u v u iv u iv   = + − − + + − −    

وإذا لاحظنا وفقاً للفرض أن: 
2 2 2( ) ( ) ( )u v T u v T u T v+ = + = + 
2 2 2( ) ( ) ( )u v T u v T u T v− = − = − 
2 2( ) ( )u iv T u iT v+ = + 
2 2( ) ( )u iv T u iT v− = − 

,ینتج أن:  ( ), ( )u v T u T v= 
 مؤثر واحدي. وبذا یتم إثبات المبرهنة بكاملها. Tوهذا یعني أن
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) مؤثراً خطیاً على فضاء واحديTلیكن , , )Eبعده منتهي n ،
}1ولتكن }n

i ie . عندئذ: E قاعدة متعامدة منظمة في=
T1 واحدي إذا وفقط إذا كانت{ ( )}n

i iT e  E قاعدة متعامدة منظمة في الفضاء=
البرهان: 

 واحدیاً یكون: Tإذا كان المؤثر
( ), ( ) , ; ,T u T v u v u v E= ∀ ∈ 

وبصورة خاصة، نجد: 



  

0
( ), ( ) ,

1i j i j

i j
T e T e e e

i j
≠

= =  =
 

1وبالتالي المتجهات 2{ ( ), ( ),..., ( )}nT e T e T e .متعامدة منظمة 
لنبرهن الآن أنها مستقلة خطیاً : 

1في الواقع، لنفرض أنه توجد أعداد سلّمیة 2, ,...., nλ λ λ:بحیث إن  
)1     ..........   (1 1 2 2( ) ( ) ... ( ) 0n nT e T e T eλ λ λ+ + + = 

عندئذ یكون: 

1 1 2 2( ... ) 0n nT e e eλ λ λ+ + + = 
 مؤثراً واحدیاً نجد: T تشاكلاً تقابلیاً كونهTوبالاستفادة من كون

)2     ..........   (1 1 2 2 ... 0n ne e eλ λ λ+ + + = 
طالما أن المتجهات المذكورة في المعادلة الأخیرة مستقلة خطیاً ، نجد: 

1 2 .... 0nλ λ λ= = = = 
 أصفاراً ، أي أن iλ) تصح فقط إذا كانت جمیع المقادیر1وهذا یعني أن العلاقة (

}1المتجهات ( )}n
i iT e }1 مستقلة خطیاً ، إذن= ( )}n

i iT e  تشكل قاعدة متعامدة =
. Eمنظمة ل ـِ

}1العكس، لنفرض أن ( )}n
i iT e x. لیكنE قاعدة متعامدة منظمة ل ـِ= E∈ ،

فعندئذ: 

1 1
, ( ) ( )

n n

i i i i
i i

x e T x T eλ λ
= =

= =∑ ∑ 

ومنه نستطیع أن نكتب: 

2
1 1 2 2

1
....

n

n n i
i

λ λ λ λ λ λ λ
=

= + + + =∑
1 1

, ,
n n

i i i i
i i

x x e eλ λ
= =

= ∑ ∑ 

كذلك بصورة مماثلة، نرى أن: 



  

2

1
( ), ( )

n

i
i

T x T x λ
=

=∑ 

,یتضح مما سبق أن:            , ( ), ( )x E x x T x T x∀ ∈ = 
)أي:  )x T x=ومنه T .واحدي 

 
© WM���5≠4 ∫®

) على الفضاء الواحدي (الإقلیدي)Tیكون المؤثر الخطي , , )E ًواحدیا 
(عمودیاً ) إذا وفقط إذا كانت مصفوفته بالنسبة لقاعدة متعامدة منظمة واحدیة 

(عمودیة). 
البرهان: 

*: إذا كان المؤثر واحدیاً (عمودیاً ) فإنأولاً  1T T  T مصفوفةA، وبفرض=−
بالنسبة لقاعدة متعامدة منظمة في هذا الفضاء، فإن: 

* 1 * 1( ) ( ) ( ( )) ( ( ))M T M T M T M T− −= ⇒ = ⇒ 

                     * 1 * *A A AA A A I−= ⇒ = = 
* واحدیة فإنA: إذا كانت المصفوفةثانیاً  1A A−= :وبالتالي نجد ،

* * * 1 1 1( ) ( ( )) ( ( )) ( )M T M T A A M T M T− − −= = = = = 
*ومنه: 1T T  واحدي (عمودي). T أي أن=−
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) مؤثراً واحدیاً على الفضاء الواحديTلیكن , , )Eإذا كانت .λ قیمة ذاتیة 
1λ فإنTل ـِ = .

البرهان: 
* فإنE مؤثر واحدي علىTفي الواقع، بما أن 1T T −= .



  

) عندئذ یكونλ متجهاً ذاتیاً مناظراً للقیمة الذاتیةvلیكن )T v vλ= :وبالتالي ،
( ), ( ) ,T v T v v v=لأن T:واحدي. وعلیه نكتب , ,v v v vλλ = 

)أي:  1) , 0v vλλ − = 

0vوطالما أن 1 یتضح أن ≠ 0λλ − 1λ  ومنه = = .
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det مصفوفة واحدیة، فإنAإذا كانت 1A = .
البرهان: 

 مصفوفة واحدیة، فعندئذ نجد: Aفي الواقع، إذا كانت
* *det( . ) det( ) 1n nAA I A A I= ⇒ = = 

                          

*

2

det( ).det( ) 1

det( ).det( ) 1

det( ).det( ) 1

det 1
det 1

A A

A A

A A

A
A

⇒ =

⇒ =

⇒ =

⇒ =

⇒ =
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det مصفوفة عمودیة، فإن Aإذا كانت 1A = ± .
ذلك لأن: 

det( ).det( ) 1A A = 
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A,إذا كانت B1 مصفوفتین واحدیتین (عمودیتین) فإن *, , , ,TA A A A AB− 
واحدیة (عمودیة) أیضاً . 
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)إن مجموعة المصفوفات الواحدیة من المرتبة , )n n تشكل زمرة، نرمز لها 
)ب ـِ )U n ِبالنسبة للعدد الزمرة الواحدیة بالنسبة لعملیة ضرب المصفوفات ندعوها بـ 

. nالطبیعي
) إقلیدیاً ، فإن زمرة المصفوفات الواحدیة من المرتبةEأما إذا كان الفضاء , )n n 

)والتي نرمز لها ب ـِ )O n بالنسبة للعدد الطبیعيالزمرة العمودیة تسمى n .
 

 ∫WOL�UM�«  «d�R*« ∫ÎUO�U�
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) على فضاء واحديTیُقال عن مؤثر خطي , , )E إذا كان ناظمي إنه 

*تبادلیاً مع مرافقه، أي إذا حقق: *T T TT= 
 یكون كذلك. T* مؤثراً ناظمیاً فإنTیتضح على الفور أنه إذا كان

 
)لنفرض أن )A M T=مصفوفة المؤثر الناظمي T بالنسبة لقاعدة متعامدة 

)منظمة في الفضاء , , )Eفإن A :تحقق العلاقة * *AA A A= .
 

 ∫`O{u�
A*إن المصفوفة الهرمیتیة A= ناظمیة، لأن * * 2AA A A A= = 

* ناظمیة، لأنها تحقق العلاقة Aكذلك، المصفوفة الواحدیة *AA A A I= = 



  

أیضاً ، تعتبر المصفوفات القطریة مثالاً هاماً على المصفوفات الناظمیة، وذلك 
*بملاحظة أن  *DD D D= .
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) على الفضاء الواحديTیكون المؤثر الخطي , , )E ناظمیاً إذا وفقط إذا 
كان: 

* *( ), ( ) ( ), ( ) , ,T u T v T u T v u v E= ∀ ∈ 

البرهان: 
u,إذا كان vمتجهین من E :فعندئذ نجد ،

*( ), ( ) , ( )( )T u T v u T T v=  

وكذلك، لدینا: 
** * * * *( ), ( ) , ( )( ) , ( )( )T u T v u T T v u T T v= =  

 
 ناظمي إذا وفقط إذا كان: Tوعلیه، یتضح أن

* *( ), ( ) ( ), ( )T u T v T u T v= 

وبذا یتم إثبات المبرهنة. 
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) مؤثراً ناظمیاً على الفضاء الواحديTإذا كان , , )Eإذا كان .v ًمتجها 
 مناظراً للقیمة T* یكون متجهاً ذاتیاً ل ـvِ فإنλ مناظراً للقیمة الذاتیةTذاتیاً ل ـِ
. λالذاتیة

البرهان: 



  

0vلیكن ، فعندئذ نجد λ مناظراً للقیمة الذاتیةT متجهاً ذاتیاً للمؤثر الناظمي≠
( ) 0T v vλ− ) وبالتالي = ) , ( ) 0T v v T v vλ λ− − = 
وهذا یعني أن: 

( ), ( ) , ( ) ( ), , 0T v T v v T v T v v v vλ λ λλ− − + = 
وهذا یكافئ القول وفقاً للفرض أن: 

 
* * * *( ), ( ) , ( ) ( ), , 0T v T v v T v T v v v vλ λ λλ− − + = 

ومنه:  
* *( ) , ( ) 0T v v T v vλ λ− − )* إذن = )T v vλ= 

 
0vوهذا یدل على أن . λ مناظرٌ للقیمة الذاتیةT* متجه ذاتي للمؤثر≠
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T,*إن المؤثرین الناظمیین Tعلى فضاء واحدي ( , , )E لهما المتجهات 
الذاتیة نفسها. 
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 متجه v فإنλ مقابلاً للقیمة الذاتیةA متجهاً ذاتیاً للمصفوفة الناظمیةvإذا كان
. λ مقابل للقیمة الذاتیةA*ذاتي لـ
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تحقق من أن
1
1 2

i
A

i
 

=  + 
 ناظمیة، أوجد قیمها الذاتیة ومتجهاتها الذاتیة، 

. A*حدّد القیم الذاتیة والمتجهات الذاتیة ل ـِ
الحل: 

في الواقع، 

* 2 2 5 0
2 2 0 5
i i

AA
i i

−     
= =     −     

 

* 2 2 5 0
2 2 0 5
i i

A A
i i

−     
= =     −     

 

*وبما أن *AA A A=فإن المصفوفة A .ناظمیة 
 هي: Aالمعادلة الممیّزة ل ـِ

22
( ) ( 2) 1 0 2

2
i

i
i

λ
λ λ λ

λ
− −

∆ = = − + = ⇒ = ±
− −

 

المتجهات الذاتیة: 
1إن المتجهات الذاتیة المناظرة للقیمة الذاتیة 2 iλ =  تتعین من خلال المعادلة +

0ixالخطیة iy− .  (1,1) وبالتالي نحصل على المتجه الذاتي =
2من ناحیة أخرى، من أجل القیمة الذاتیة  2 iλ =  نجد المتجه الذاتي −

(1, 1)، إن12-5 المناظر لتلك القیمة الذاتیة وفقاً للمبرهنة (−(1 (1,1)v  متجه =
1 المناظرة للقیمة الذاتیة A*ذاتي للمصفوفة 2 iλ = 2 كذلك، فإن− (1, 1)v = − 

2 المناظر للقیمة الذاتیة A*متجه ذاتي للمصفوفة 2 iλ = + .
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) مؤثراً ناظمیاً على فضاء واحديTإذا كان , , )E فإن المتجهین الذاتیین ،
 والمقابلین لقیمتین ذاتیتین مختلفتین متعامدان. Tل ـِ

البرهان: 
)في الواقع، إذا كان )T v vλ=وكان ( )T w wµ=حیث λ µ≠ :فعندئذ نجد 

*, , ( ), , ( )v w v w T v w v T wλ λ= = = 

                                , ,v w v wµ µ= = 

λلكن µ≠إذن , 0v w = 
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) مؤثراً ناظمیاً على الفضاء الواحديTإذا كان , , )Eفإن المؤثر T Iλ− 

یكون كذلك. 
البرهان: 
Tسنبین أن Iλ− .قابل للمبادلة مع مرافقه 

في الواقع، لدینا: 
* *( )( ) ( )( )T I T I T I T Iλ λ λ λ− − = − − 

                       

* *

* *

*

*

( )( )
( ) ( )

TT T T I

T T T T I

T I T I
T I T I

λ λ λλ

λ λ λλ

λ λ

λ λ

= − − +

= − − +

= − −

= − −

 

 
Tإذن Iλ− .ناظمي 

 



  

 

- اختزال المؤثرات الخطية على الفضاءات الواحدية: 6
n مصفوفة مربعةAلتكن n×  .تقع عناصرها في حقل الأعداد المركبة 

 إذا كان معكوسها مساویاً لمرافق مصفوفة واحدیة تدعى Aنذكر القارئ بأن
*منقولها، أي إذا كان 1A A−= .

أو بشكل مكافئ إذا كان: 
* *

nAA A A I= = 
ومن الواضح كما رأینا آنفاً أن مصفوفة واحدیة حقیقیة هي مصفوفة متعامدة وأن 

مصفوفة متعامدة تخیلیة لا تكون مصفوفة واحدیة. 
det واحدیة، فإنAعلاوة على ذلك، إذا كانت 1A  وذلك لأن: =

 

* *det( . ) det .det (det ).(det ) 1A A A A A A= = = 



  

 ∫W�œuLF�« …d�e�« � W�dDI�« WGOB�« �≈ WOD)«  «d�R*« ‰«e��« ≠√
إن المؤثرات الناظمیة وبصورة خاصة الواحدیة والهرمیتیة لها أهمیة خاصة في 

مبرهنة المصفوفات. 
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) مؤثراً ناظمیاً على فضاء واحديfإذا كان , , )E عندئذ یوجد قاعدة ،

. f مؤلفة من المتجهات الذاتیة ل ـEِمتعامدة منظمة في
لن نقدم برهاناً لهذه المبرهنة، ولكن نكتفي بالإشارة إلى أن البرهان یتم وفقاً لمفهوم 

. علاوة على ذلك، وبما أن المؤثرات Eالاستقراء الریاضي بالنسبة لبعد الفضاء
الواحدیة والهرمیتیة مؤثرات ناظمیة، فعندئذ نورد النتائج التالیة: 
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)إن المؤثرات الهرمیتیة والواحدیة على فضاء واحدي , , )Eبعده n قابلة 
)للتقطیر في الزمرة الواحدیة  )U n .
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)إن المؤثرات المتناظرة والعمودیة على فضاء إقلیدي , , )Eبعده n قابلة 
)للتقطیر في الزمرة العمودیة )O n .
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 مشابهة لمصفوفة قطریة في nإن المصفوفات الهرمیتیة والواحدیة من المرتبة
)الزمرة الواحدیة )U n .
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 مشابهة لمصفوفة قطریة nإن المصفوفات المتناظرة الحقیقیة والعمودیة من المرتبة

)في الزمرة العمودیة )O n .
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 یكون: A لمصفوفة هرمیتیة أو واحدیةλمن أجل كل قیمة ذاتیة

dim ( )E ordλ λ= 
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قطّر المصفوفة المتناظرة الحقیقیة التالیة في الزمرة العمودیة: 

1 2 2
2 1 2
2 2 1

A
− 
 = − 
 − 

 

TDوحقق صحة العلاقة P AP=حیث ( )P O n∈ .
الحل: 

 هي: Aإن الدالة الممیّزة ل ـِ
( ) ( 1)( 3)( 1) 8( 3)I Aλ λ λ λ λ λ∆ = − = + + − − + 

                2( 3) ( 3)λ λ= + − 
3λإن القیم الذاتیة لهذه المصفوفة هي: 3λ (بسیط)، = =  (مكررة مرتین). −

3λمن أجل الجذر البسیط . نحل المعادلتین الخطیتین المتجانستین: =



  

2 4 2 0
2 2 4 0

x y z
x y z
− + =
+ − =

 

1فنحصل على المتجه الذاتي (1,1,1)v 3λ المناظر للقیمة الذاتیة = = .
3λأما من أجل الجذر المضاعف =  نحل المعادلة الوحیدة: −

0x y z+ + = 
2فنرى أن (1, 1,0)v = 3λ متجه ذاتي مقابل ل ـِ− =  وللحصول على متجه −

3آخر  ( , , )v x y z=1 متعامد مع 2,v v :نلحق بالمعادلة .
)1...... (0x y z+ + = 

المعادلة  
)2...... (0x y− =   

,1,1)فنحصل على الحل 2)− 
نرد الآن المتجهات الثلاثة التي حصلنا علیها إلى الصیغة الناظمیة فنحصل على 

قاعدة متعامدة منظمة: 

1 2 3
1 1 1(1,1,1) , (1, 1,0) , (1,1, 2)
3 2 6

w w w= = − = − 

وهكذا إذا أخذنا المصفوفة: 
 

1 1 1
3 2 6

1 1 1
3 2 6

1 20
3 6

P

 
 
 
 = − 
 
 −  

 

 



  

P(3) عمودیة، إذن Pمن السهل أن نرى أن المصفوفة O∈ 
كذلك یمكن التحقق من أن: 

1 (3, 3, 3)TP AP P AP diag− = = − − 
 

 
 ∫W�b�«u�« …d�e�« � WO�K�*« WGOB�« �≈ WOD)«  «d�R*« ‰«e��« ≠»

) على الفضاء الواحديfرأینا أنه یكون التداكل , , )E خزولاً إلى الشكل 
المثلثي إذا أمكن إیجاد قاعدة في هذا الفضاء بحیث تكون مصفوفة هذا التداكل 

بالنسبة لتلك القاعدة مصفوفة مثلثیة. 
)إن المبرهنة التالیة تبیّن أن كل تداكل على فضاء واحدي , , )E خزول إلى 

)الشكل المثلثي في الزمرة الواحدیة  )U n .
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) تداكلاً على الفضاء الواحديfإذا كان , , )E فعندئذ یوجد قاعدة متعامدة 

 بالنسبة لها مصفوفة مثلثیة من الأعلى. f بحیث تكون مصفوفةEمنظمة في
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)كل مصفوفة )nA M C∈ثلولة في الزمرة الواحدیة ( )U n .
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. U(2) في الزمرة الواحدیةT إلى الشكل المثلثيAاختزل المصفوفة التالیة



  

1 1
4 1

A  
=  − 

 

P(2)وأوجد المصفوفة U∈1 بحیث یكونP AP T− = .
الحل: 

 هي: Aإن الدالة الممیّزة ل ـِ
2( ) ( 1) 4 ( 1 2 )( 1 2 )I A i iλ λ λ λ λ∆ = − = − + = − − − + 

1 هيAوبالتالي القیم الذاتیة ل ـِ 2iλ = ± .
1من أجل القیمة الذاتیة 2iλ = ، نحل المعادلة الخطیة المتجانسة +

2 0ix y− + 1 فنحصل على المتجه الذاتي= (1,2 )v i= وبالتجربة نجد .
2)أن ,1)i  .هو حل آخر متعامد مع الأول 

نردُّ المتجهات التي حصلنا علیها إلى الصیغة الناظمیة ونستخدمها كأعمدة 
 المرغوبة. وهكذا إذا أخذنا: Pللمصفوفة المتعامدة

1 21
2 15

i
P

i
 

=  
 

 

فمن السهل التحقق من أن: 

* 1 2 1 1 1 2 1 2 31
2 1 4 1 2 1 0 1 25

i i i
P AP T

i i i
− + −       

= = =       − − −       
 

 
 

- تمرينات محلولة: 7
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لتكن المصفوفة: 



  

*

0 0 0 0
0 0 0 0

; ( { 1})0 0 0 0 0
0 0 0
0 0 0

i
i

A a R
a i
i a

− 
 
 
 = ∈ − ±
 − 
  

 

 هرمیتیة. Aبین أن )1(
 .Aأوجد القیم الذاتیة والمتجهات الذاتیة ل ـِ )2(

 متجهاتها هي المتجهات الذاتیة 5Cعین قاعدة متعامدة منظمة للفضاء )3(
 .Aل ـِ

  إلى الصیغة القطریة.Aاختزل )4(
الحل: 

A*من السهل على القارئ أن یرى أن A=وبالتالي A .مصفوفة هرمیتیة 
: Aإیجاد القیم الذاتیة للمصفوفة الهرمیتیة •

 هي: Aإن الدالة الممیّزة للمصفوفة الهرمیتیة
0 0 0
0 0 0

( ) 0 0 0 0
0 0 0
0 0 0

i
i

I A
a i

i a

λ
λ

λ λ λ
λ

λ

−
∆ = − =

−
− −

 

 

0 0
0
0

i
a i

i
i a

λ
λ

λ
λ

λ
= × −
−

− −
 

 



  

                         2( 1)( 1)( 1)a aλ λ λ λ= − − − − + 
,0 هي:Aوبالتالي الجذور الممیّزة (القیم الذاتیة) ل ـِ 1,1, 1, 1a a− + − 

: Aإیجاد المتجهات الذاتیة للمصفوفة الهرمیتیة •
0λمن أجل الجذر الممیّز  نحل جملة المعادلات الخطیة المتجانسة: =

0
0

0
0

iy
ix
ar is
ir as

− =
=
− =
+ =

 

ونحصل على المتجه الذاتي: 

0

0
0
1
0
0

v

 
 
 
 =
 
 
  

 

1λمن أجل الجذر الممیّز  نحصل على جملة المعادلات الخطیة المتجانسة: =
0
0
0

(1 ) 0
( 1) 0

x iy
ix y

z
a r is

ir a s

+ =
− =

=
− − =
+ − =

 

التي تؤول إلى: 
0

0
x iy
z r s
+ =
= = =

 



  

1وبالتالي نحصل على المتجه الذاتي:

1

0
0
0

i
v

 
 − 
 =
 
 
  

1λ المناظر للقیمة الذاتیة = .

بطریقة مماثلة نحصل على المتجهات الذاتیة التالیة الناشئة عن القیم الذاتیة  

1, 1, 1a a− + − 

1 1 1

1 0 0
0 0

, ,0 0 0
0 1 1
0

a a

i
v v v

i i

− + −

     
     
     
     = = =
     
     
     −     

 

 
نرد الآن المتجهات الخمسة التي حصلنا علیها إلى الصیغة الناظمیة، أي نوجد 

القاعدة المتعامدة المنظمة، وذلك بجعل نظیم كل متجه یساوي الواحد، نستخدم هذه 
. Pالمتجهات كأعمدة للمصفوفة

 
0 1 1 0 0 0
0 0 0 1

1 , 12 0 0 0 0
2 10 0 0 1 1

10 0 0

i i O
P D

O a
ai i

   
   −   
   = = −
   +   
   −−   
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)3 مؤثراً خطیاً على الفضاء الإقلیديTإذا كان , , )R :المعین بـ 

( , , ) ( , 5 , 5 )T x y z x y z x y z x y z= + + + + + + 
1، وبرهن فقط على وجود قاعدة متعامدة منظمةTأوجد القیم الذاتیة ل ـِ 2 3( , , )v v v 

. T مؤلفة من المتجهات الذاتیة ل ـ3Rِلـ
الحل: 

 بالنسبة لقاعدة متعامدة منظمة وهي Tإن مصفوفة المؤثر الخطي (التداكل)
القاعدة القانونیة في هذا الفضاء هي: 

1 1 1
1 1 5
1 5 1

A
 
 =  
  

 

 
إن التداكل متناظر، لأن مصفوفة هذا التداكل بالنسبة لقاعدة متعامدة منظمة في 

هذا الفضاء مصفوفة متناظرة. 
0I هي جذور المعادلة الممیّزةAإن القیم الذاتیة ل ـِ Aλ −  أي جذور المعادلة =

2( 4)( 7 4) 0λ λ λ+ − +  هي: A ومنه القیم الذاتیة ل ـِ=
 

1 2 3
7 33 7 334 , ,

2 2
λ λ λ+ −
= − = = 

 
 مؤثر متناظر، فهناك قاعدة متعامدة Tوأخیراً ، وفقاً للقسم النظري، بما أن

1منظمة 2 3( , , )v v vِمؤلفة من المتجهات الذاتیة ل ـ T .
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) مؤثراً ناظمیاً على الفضاء الواحديuإذا كان , , )E :فعندئذ ،

*

*

1. ( ) ( ) ,

2.

u x u x x E

Keru Keru

= ∀ ∈

=
 

الحل: 
2 * * *( ) ( ), ( ) ( ), ( ) ( )u x u x u x u x u x u x= = = 

كذلك، یلاحظ أن: 
*( ) 0 ( ) 0 ( ) 0x Keru u x u x u x∈ ⇔ = ⇔ = ⇔ = 

                    * *( ) 0u x x Keru⇔ = ⇔ ∈ 
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لتكن  
1 2
2 1

A  
=  
 

 تكون من P   أوجد مصفوفة متعامدة (حقیقیة)

TPأجلها AP .قطریة 
الحل: 

 هي: Aإن الدالة الممیّزة ل ـِ

21 2
( ) ( 1) 4 ( 3)( 1)

2 1
I A

λ
λ λ λ λ λ

λ
− −

∆ = − = = − − = − +
− −

 

. −1,3 هما Aوبالتالي، فإن القیمتین الذاتیتین ل ـِ
3λمن أجل الجذر الممیّز 2 نحل المعادلة المتجانسة= 2 0x y−  ونحصل =

1على المتجه الذاتي (1,1)v 1λ، ومن أجل الجذر الممیّز الآخر= =  نحل −
2المعادلة الوحیدة  2 0x y− − 2 فنحصل على متجه ذاتي = (1, 1)v = −  .



  

نرد المتجهین الذاتیین اللذین حصلنا علیهما إلى الصیغة الناظمیة ونستخدمها 
 المرغوبة. Pكأعمدة للمصفوفة المتعامدة

1 1
3 02 2 ,

1 1 0 1
2 2

TP P AP

 
    = =  −   −  
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عین المصفوفة الناظمیة مما یلي: 
1 1

,
0 1 1 2

i i
A B

i
   

= =   +   
 

الحل: 
من الواضح أن: 

* 1 1 0 2
0 1 1 1

i i
AA

i i
     

= =     − −     
 

* 1 0 1 1
1 0 1 2

i i
A A

i i
     

= =     − −     
 

*وبما أن *AA A A≠فإن المصفوفة A .ناظمیة 
أیضاً ، یمكن أن نرى بسهولة أن: 

* 1 1 1 2 2 2
1 2 2 2 2 6

i i
BB

i i i i
+     

= =     + − − −     
 

* 1 1 1 2 2 2
2 1 2 2 2 6

i i
B B

i i i i
+     

= =     − − + −     
 



  

*وبما أن *BB B B=فإن المصفوفة B .ناظمیة 



  

تمرينات الفصل 
 
3) لیكن المؤثر1 3:T C C→ :معرف بالصیغة 

( , , ) [ (2 3 ) ,3 (3 ) ,(2 5 ) ]T x y z ix i y x i z i y iz= + + + − − + 
)*أوجد , , )T x y z .

 
) مؤثراً ناظمیاً على الفضاء الواحديf) إذا كان2 , , )E :برهن أن 

 هرمیتي إذا وفقط إذا كانت قیمته الذاتیة حقیقیة. fأ- 
 واحدي إذا وفقط إذا كانت القیم المطلقة لقیمه الذاتیة مساویة الواحد. fب- 

 
) على فضاء واحديf) برهن أنه یكون التداكل3 , , )E هرمیتیاً إذا وفقط 

إذا كانت قیمه الذاتیة أعداداً حقیقیةً . 
 
Im* مؤثراً ناظمیاً برهن أنf) إذا كان4 Imf f= 
 
) مؤثراً ناظمیاً على الفضاء الواحديf) إذا كان5 , , )E برهن 
Kerf*أن Kerf= 
 
) على الفضاء الواحديf) برهن أنه یكون المؤثر الخطي6 , , )E ًهرمیتیا 

 هرمیتیاً متخالفاً . ifإذا وفقط إذا كان
 



  

 التالیة، أوجد مصفوفة A) من أجل كل من المصفوفات المتناظرة الحقیقیة7
TP بحیث تكونPمتعامدة AP :قطریة 

4 4 2
1 2

, 4 4 2
2 2

2 2 1
A A

− 
   = = −   −   − − 

 

 
 مشابهة في الزمرة الواحدیة للمصفوفة: T) أوجد مصفوفة مثلثیة8

3 0

2 2 2
0 3

i

A i
i

− 
 

= − 
 
 

 

 
) قطّر المصفوفة التالیة في الزمرة العمودیة: 9

0 2 1
2 0 1
1 1 1

A
 
 =  
  

 

 
) اختزل المصفوفة التالیة إلى الشكل المثلثي في الزمرة الواحدیة: 10

2 1 0
0 1 1
0 2 4

A
 
 = − 
  

 

 
 مؤثراً ناظمیاً . برهن أن: T) لیكن11

)أ- یكون ) 0T x )* إذا وفقط إذا كان = ) 0T x = .



  

Tب- المؤثر Iλ− . ًمؤثر ناظمي أیضا 
 

T* فإنT) بیّن أنه أیاً كان المؤثر الخطي12 T+هرمیتیاً كما أن *T T− 
هرمیتیاً متخالفاً . 

 
) مؤثراً ناظمیاً على فضاء واحديT) إذا كان13 , , )Eفإن *,T T لهما 

الفضاءات الذاتیة نفسها. 
 

) لتكن المصفوفة: 14
1 3 0
3 1 0
0 0 4

i
A i

 
 = − 
  

 

 هرمیتیة. Aأ- بین أن
. Aب- أوجد القیم الذاتیة والمتجهات الذاتیة ل ـِ

. A متجهاتها هي المتجهات الذاتیة ل ـ3Cِحـ- عین قاعدة متعامدة منظمة للفضاء
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تمرينات الفصل 
- اختزل  1
 
 
 



  



  

ثبت المصطلحات 
 

نورد فیما یلي قائمة بالمصطلحات العربیة المستخدمة في هذا الكتاب مرتبّة وفق 
حروف الهجاء العربیة، مع مقابل كلٍ منها باللغة الإنكلیزیة: 

 
 

 - أ -

 Commutative إبدالي 

 Trace أثر 

 Basis of linear vector space أساس فضاء متجهات خطي 

 Orthogonal base أساس متعامد 

 Orthonormal basis أساس متعامد منظم 

 Standard basis أساس معتاد 

 Fundamental  جوهري –أساسي 

 Conjugate number الأعداد المرافقة 

 Types أنماط 

 Positive Pair إیجابي 

 Reduction of quadratic form  اختزال شكل تربیعي (صیغة تربیعیة) 

 Induction الاستقراء 

 Linear independence استقلال خطي 

 - ب -

 Dimension بُعد 



  

 Finite dimension بعد نهائي 

 - ت -

 Transformation تحویل 

 Linear transformation تحویل خطي 

 Elementary transformations التحویلات الأولیة 

 Quadratic تربیعي 

 Linear combination التركیب الخطي 

 Classification of quadratic تصنیف الصیغ التربیعیة 

 Congruence تطابق 

 Applications تطبیقات 

 Orthogonality التعامد 

 Multiplicity تعدد 

 Diagonalization of linear operator تقطیر مؤثر خطي 

 Signature توقیع 

 - ج -

 Jacobi جاكوبي 

 Root جذر 

 Jordan جوردان 

 - ح -

 Scalar product حاصل الضرب القیاسي 

 Squared terms حدود مربّعة 

 Field حقل 

 Field of complex numbers  حقل الأعداد المركبة 



  

 Real حقیقي 

 Solution حل 

 Trivial solution حل تافه 

 Nontrivial solution حل غیر تافه 

 Ring حلقة 

 - خ -

 Characteristic خاصة ممیّزة 

 Linear خطي 

 - د -

 Circle دائرة 

 Function دالة 

 Alternating function دالة متناوبة 

 Index  دلیل

 Rotation دوران 

 Rotation of axes دوران المحاور 

 - ذ -

 Eigen ذاتي 

 - ر - 

 Principal  رئیسي

 Rank رتبة 

 Rank of a quadratic form رتبة صیغة تربیعیة 

 - س -

 Surface سطح 



  

 Quadratic surfaces سطوح تربیعیة 

 Scalar سلّمي 

 Smith سمیث 

 Sylvester  رسیلفست

 - ش -

 Singular شاذ 

 Symmetric bilinear form شكل ثنائي الخطیة متناظر 

  Skow symmetric bilinear form  شكل ثنائي الخطیة متناظر متخالف

 Polar form شكل قطبي 

 - ص -

 Nullity صفریة 

 Form صیغة 

 General form الصیغة العامة 

 Normal form الصیغة الناظمیة 

 Quadratic صیغة تربیعیة 

 Bilinear form صیغة ثنائیة الخطیة 

 - ط -

 Gauss method طریقة غاوس 

 Gram – Schmidt orthogonalization  شمیت للتعامد –طریقة غرام 
process 

 Spectra of linear operators طیف المؤثرات الخطیة 

 Spectral طیفي 



  

 - غ -

 Non - singular غیر شاذ 

 Irreducible غیر قابلة للاختزال 

  Non - derogatory  غیر متردٍّ 

 Indefinite غیر محدّد 

 - ف -

 Space فضاء 

 Eucledean space فضاء إقلیدي 

 Product space فضاء الجداء 

 Space of polynominals فضاء الحدودیات 

 Solution space فضاء الحل 

 Inner product space فضاء الضرب الداخلي 

 Dual space فضاء ثنوي 

 Real inner product space فضاء ذو جداء داخلي حقیقي 

 Complex inner product space فضاء ذو جداء داخلي عقدي 

  Vector - space فضاء متجه 
 Finite space فضاء منته 

   Super - diagonal  فوق القطري

 - ق -

 Leader القائد 

 Diagonalizable قابلة للاختزال القطري 

 Orthonormal base قاعدة متعامدة منظمة 

 Block قالب 



  

 Canonical قانوني 

 Minimum قیمة صغرى 

 Inertia  قصور ذاتي (عطالة) 

 Main diagonal قطر رئیسي 

 Principal diagonal قطر رئیسي 

 Diagonal قطري 

 Hyperbola قطع زائد 

 Parabola قطع مكافئ 

 Ellipse قطع ناقص 

 Proper value قیمة خاصة (قیمة ذاتیة) 

 Eigen value قیمة ذاتیة 

 Characteristic value  قیمة ممیّزة (قیمة ذاتیة) 

 - ك -

 Polynominal كثیرة حدود 

 Elementary polynominal كثیرة حدود ابتدائیة 
 Monic polynominal كثیرة حدود واحدیة 

 Gramer كرامیر 

 Cayley كیّلي 

 - ل -

 Infinite لا نهائي 

 - م -

 Linear operator مؤثر خطي 

 Orthogonal operator مؤثر عمودي 



  

 Normal operator مؤثر ناظمي 

 Hermitian operator مؤثر هرمیتي 

 Unitary operator مؤثر واحدي 

 Skew - symmetric مائلة التناظر 

 Inequality متباینة 

 Honogeneous متجانس 

 Vector متجه 

 Eigen vector متجه خاص (متجه ممیز) 

 Row vector متجه صف 

 Column vector متجه عمود 

 Triangle inequality متراجحة المثلث 

 Schawars inequality متراجحة شفارتز 

 Degenerate مترد 

 Derogatory متردٍّ 

 Matric power series متسلسلة قوى مصفوفیة 

 Orthogonal متعامد 

 Normalization متعامد منظم 

 Variable متغیّر 

 Real equivalent متكافئان حقیقیاً 

 Algebraic complement متمم جبري 

 Symmetric متناظر 

 Alternative متناوب 

 Set مجموعة 



  

 Solution set مجموعة الحلول 

 Determinant محدّد 

 Negative definite محدد سالب 

  Definite محدّدة 
 Reduced مختزل 

 Adjoint مرافق 

 Conjugate مرافق 

 Composents مركبات 

 Minor مصغر 

 Principal minor مصغر رئیسي 

 Inversible matrices المصفوفات القابلة للقلب 

 Block matrices مصفوفات القوالب 

 Quassi commutative matrices مصفوفات شبه إبدالیة 

 Similar matrices مصفوفات متشابهة 

 Equivalent matrices مصفوفات متكافئة 

 Matrix مصفوفة 

 Unit matrix مصفوفة أحادیة 

 Row matrix مصفوفة السطر 

 Adjoint matrix المصفوفة المرافقة 

 Coefficient matrix مصفوفة المعاملات 

 Transition matrix مصفوفة انتقال 

 Matrix of bilinear form مصفوفة شكل ثنائي الخطیة 

 Zero matrix مصفوفة صفریة 



  

 Column matrix مصفوفة عمود 

 Orthogonal matrix مصفوفة عمودیة 

 Canonical matrix مصفوفة قانونیة 

 Triangular matrix مصفوفة مثلثیة 

 Identity matrix مصفوفة محایدة 

 Hermitian matrix مصفوفة هرمیتیة 

 Unitary matrix مصفوفة واحدیة 

 Linear equation معادلات خطیة 

 Minimum equation معادلة صغرى 

 Homogeneous equation معادلة متجانسة 

 Expansion مفكوك 

 Conic section مقطع مخروطي 

 Transpose منقول 

 Positive semi definite موجبة شبه محدّدة 

 - ن -

 System نظام 

 Finite نهائي 

 - هـ -

 Hamilton هامیلتون 

 
 



  



  

ثبت المصطلحات 
 

نورد فیما یلي قائمة بالمصطلحات العلمیة الإنكلیزیة المستخدمة في هذا الكتاب، 
مع مقابل كلٍ منها باللغةالعربیة: 

 
 

 -A - 
Adjoint  مرافق 
Adjoint matrix  المصفوفة المرافقة 
Algebraic complement  متمم جبري 
Alternating function  دالة متناوبة 
Alternative  متناوب 
Application  تطبیقات 

 -B - 
Basis of linear vector space  أساس فضاء متجهات خطي 
Bilinear form  صیغة ثنائیة الخطیة 
Block  قالب 
Block matrices  مصفوفات القوالب 

 -C - 
Canonical  قانوني 
Canonical matrix  مصفوفة قانونیة 
Cayley  كیّلي 



  

Characteristic  خاصة ممیّزة 
 Characteristic value  (قیمة ذاتیة) قیمة ممیّزة 

Circle  دائرة 
Classification of quadratic  تصنیف الصیغ التربیعیة 
Coefficient matrix  مصفوفة المعاملات 
Column matrix  مصفوفة عمود 
Column vector  متجه عمود 
Commutative  إبدالي 
Complex inner product space  فضاء ذو جداء داخلي عقدي 
Composents  مركبات 
Congruence  تطابق 
Conic section  مقطع مخروطي 
Conjugate  مرافق 
Conjugate number  الأعداد المرافقة 

 -D - 
Definite   محدّدة 

Degenerate  مترد 
Derogatory  ٍّمترد 
Determinant  محدّد 
Diagonal  قطري 
Diagonalizable  قابلة للاختزال القطري 
Diagonalization of linear operator  تقطیر مؤثر خطي 
Dimension  بُعد 



  

Dual space  فضاء ثنوي 
 -E - 

Eigen  ذاتي 
Eigen value  قیمة ذاتیة 
Eigen vector  (متجه ممیز) متجه خاص 
Elementary polynominal  كثیرة حدود ابتدائیة 

Elementary transformations  التحویلات الأولیة 
Ellipse  قطع ناقص 
Equivalent matrices  مصفوفات متكافئة 
Eucledean space  فضاء إقلیدي 
Expansion  مفكوك 

 -F - 
Field  حقل 
Field of complex numbers  حقل الأعداد المركبة 
Finite  نهائي 
Finite dimension  بعد نهائي 
Finite space  فضاء منته 
Form  صیغة 
Function  دالة 
Fundamental  جوهري –أساسي  

 -G - 
Gauss method  طریقة غاوس 
General form  الصیغة العامة 



  

 
Gram- Schmidt orthogonalization 
process  شمیت للتعامد–طریقة غرام  

Gramer  كرامیر 

 -H -
Hamilton  هامیلتون 
Hermitian matrix  مصفوفة هرمیتیة 
Hermitian operator  مؤثر هرمیتي 
Homogeneous equation  معادلة متجانسة 
Honogeneous  متجانس 
Hyperbola  قطع زائد 

 -I - 
Identity matrix  مصفوفة محایدة 
Indefinite  غیر محدّد 
Index دلیل  
Induction  الاستقراء 
Inequality  متباینة 

 Inertia  (عطالة) قصور ذاتي 
Infinite  لا نهائي 
Inner product space  فضاء الضرب الداخلي 
Inversible matrices  المصفوفات القابلة للقلب 
Irreducible  غیر قابلة للاختزال 

 -J - 
Jacobi  جاكوبي 



  

Jordan  جوردان 
 -L - 

Leader  القائد 
Linear  خطي 
Linear combination  التركیب الخطي 
Linear equation  معادلات خطیة 

Linear independence  استقلال خطي 
Linear operator  مؤثر خطي 
Linear transformation  تحویل خطي 

 -M - 
Main diagonal  قطر رئیسي 
Metric power series  متسلسلة قوى مصفوفیة 
Matrix  مصفوفة 
Matrix of bilinear form  مصفوفة شكل ثنائي الخطیة 
Minimum  قیمة صغرى 
Minimum equation  معادلة صغرى 
Minor  مصغر 
Manic polynomial  كثیرة حدود واحدیة 
Multiplicity  تعدد 

 -N - 
Negative definite  محدد سالب 
Non - derogatory   ٍّغیر مترد  
Non - singular  غیر شاذ 



  

Nondegenerate  غیر مترد 
Nontrivial solution  حل غیر تافه 
Normal form  الصیغة الناظمیة 
Normal operator  مؤثر ناظمي 
Normalization  متعامد منظم 
Nullity  صفریة 

 -O - 
Orthogonal base  أساس متعامد 
Orthogonal  متعامد 
Orthogonal basis  أساس متعامد منظم 
Orthogonal matrix  مصفوفة عمودیة 
Orthogonal operator  مؤثر عمودي 
Orthogonality  التعامد 
Orthonormal base  قاعدة متعامدة منظمة 

 -P - 
Parabola  قطع مكافئ 
Polar form  شكل قطبي 
Polynomial  كثیرة حدود 
Positive Pair  إیجابي 
Positive semi definite  موجبة شبه محدّدة 
Principal رئیسي  
Principal diagonal  قطر رئیسي 
Principal minor  مصغر رئیسي 



  

Product space  فضاء الجداء 
Proper value  (قیمة ذاتیة) قیمة خاصة 

 -Q - 
Quadratic  تربیعي 
Quadratic  صیغة تربیعیة 
Quadratic surfaces  سطوح تربیعیة 
Quassi commutative matrices  مصفوفات شبه إبدالیة 

 -R - 
Rank  رتبة 
Rank of a quadratic form  رتبة صیغة تربیعیة 
Real  حقیقي 
Real equivalent  ًمتكافئان حقیقیا 
Real inner product space  فضاء ذو جداء داخلي حقیقي 
Reduced  مختزل 
Reduction of quadratic form  (صیغة تربیعیة) اختزال شكل تربیعي 
Ring  حلقة 
Root  جذر 
Rotation  دوران 
Rotation of axes  دوران المحاور 
Row matrix  مصفوفة السطر 
Row vector  متجه صف 

 -S - 
Scalar  سلّمي 



  

Scalar product  حاصل الضرب القیاسي 
Schawars inequality  متراجحة شفارتز 
Set  مجموعة 
Signature  توقیع 
Similar matrices  مصفوفات متشابهة 
Singular شاذ  
Skew - symmetric  مائلة التناظر 
Skow symmetric bilinear form  شكل ثنائي الخطیة متناظر متخالف  
Smith  سمیث 
Solution  حل 
Solution set  مجموعة الحلول 
Solution space  فضاء الحل 
Space  فضاء 
Space of polynominals  فضاء الحدودیات 
Spectra of linear operators  طیف المؤثرات الخطیة 
Spectral  طیفي 
Squared terms  حدود مربّعة 
Standard basis  أساس معتاد 
Super - diagonal   فوق القطري  
Surface  سطح 
Sylvester رسیلفست  
Symmetric  متناظر 
Symmetric bilinear form  شكل ثنائي الخطیة متناظر 



  

System  نظام 
 -T - 

Trace  أثر 
Transformation  تحویل 
Transition matrix  مصفوفة انتقال 
Transpose  منقول 

Triangle inequality  متراجحة المثلث 
Triangular matrix  مصفوفة مثلثیة 
Trivial solution  حل تافه 
Types  أنماط 

 -U - 
Unit matrix  مصفوفة أحادیة 
Unitary matrix  مصفوفة واحدیة 
Unitary operator  مؤثر واحدي 

 -V - 
Variable  متغیّر 
Vector  متجه 
Vector - space   فضاء متجه 

 -Z - 
Zero matrix  مصفوفة صفریة 
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