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 جرت دمشق جامعة في والكهربائیة المیكانیكیة الهندسة لكلیة الجدیدة الدراسیة الخطة قرارإ بعد

 یخص وما ،جدیدة مقررات وأضیفت وألغیت المقررات بعض على تعدیلات الخطة هذه وفق

 ووزعت والمیكانیك الكهرباء لقسمي 5 ریاضیات مقرر ألغي فقد الأساسیة العلوم قسم قسمنا

. أخرى مقررات على مفرداته

 كلیتنا في الثانیة السنة في الاختصاصات لكافة 4 ریاضیات كتاب ةمخطوط بإعداد كلفت عندما

 مفردات عن ناتجة كونها بسبب واسعة المقرر هذا مفردات أن وجدت) الحواسیب قسم عدا(

 المخطوطة هذه إعداد عند توخیت ولهذا ،5 وریاضیات 4 ریاضیات مقرر هما سابقین مقرریین

 والتي والمعقدة البسیطة التطبیقات من والإكثار الإمكان قدر النظري الشرح في الإسهاب عدم

 أجل من واستخدامها النظریة الأبحاث بتفهم الهندسیة العلوم طالب تساعد اعتقادي حسب

 فروع من عنهما یتفرع ماو والكهربائي المیكانیكي بفرعیها، لدراسته خاصة علمیة تطبیقات

 .خاصة

 ،العقدي التحلیل قضایا بحث تم الأول الباب في :أبواب ثلاثة من 4 ریاضیات كتاب یتألف

 أما ،المحافظة والتطبیقات الرواسب ونظریة العقدیة التكاملات ونظریة ،التحلیلیة التوابع نظریة

 الثاني الفصل في بحث كما، الخاصة والتوابع هيفوري وتكامل لنشر خصص فقد الثاني الباب في

 وفي ز،بإیجا الآخر والبعض بالتفصیل التوابع هذه بعض فدرست الخاصة التوابع موضوع منه

 الباب أما ،التحویلات هذه وتطبیقات Z وتحویل بكاملها لابلاس تحویلات درسنا الثالث الفصل

 الفیزیائیة المعادلات بها وأعین الجزئیة التفاضلیة المعادلات لدراسة خصص فقد الثالث

 المعادلات هذه بحل الخاصة الطرق وضحت ثم المعادلات لهذه ةثلاث اً أنماط ودرست ،الریاضیة

 .التطبیقات بعض ووضعت

  )أ(  یدل حیث) ج ـ ب ـ أ( الثلاثیة أسلوب اعتمدت فقد والترقیم الترمیز بطرق یختص فیما أما

 ج فإن المعادلات ترقیم أما.الفقرة على تدل فهي  )ج  (وأما الفصل على  )ب( و الباب على

الفقرة، وأخیراً، فقد رقمت الأشكال بالشكل ( أ  على تدل وأ الفصل على تدل وب على الباب تدل
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 ب-جـ ) حیث تدل أ على الباب و ب على الفقرة التي یتبعها الشكل وجـ رقمه ضمن ترتیب –

 .أشكال الفقرة

أخیراً، أشكر كل من قرأ هذه المخطوطة من أساتذة (الدكتور محیي الدین بحبوح) وأساتذة 

مساعدین ( الدكتور عماد فتاش والدكتور نظیر هلال) والمهندسین سامـر ومعین الخضور 

 والطالب مازن صوفي ، وأبدوا ملاحظاتهم التي أخذت ببعض منها واستفدت من الأخرى.

 كما أرجو من ،أرجو أن أكون قد وفقت في عملي هذا وتلافیت أخطائي في المؤلفات السابقة

الأخوة القراء موافاتي بملاحظاتهم لأستفید منها في الطبعة القادمة وفي مؤلفاتي الآتیة. 

 

 

 

 14/9/2008 معلولا

 شایبال معروف عازار
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 الأول الباب

 العقدي التحلیل

Complex Analysis 
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 الفصــــل الأول

ة ــديــداد العقـــالأع

Complex numbers 

تمهید: 

واجه الإنسان مسائل الطبیعة وحاول حلها ووجد أن بعض المسائل یمكن حلها في مجموعة 

 ه ولهذا حاول دوماً التوفیق بین حل مسائل؛عددیة ما ولا یمكن حلها في مجموعة أخرى

مثل المعادلة :  فكان حل المعادلات البسیطة من الدرجة الأولى وبمجهول وحید،ومجموعة الحل

x + 5 = 13 ثم واجه معادلات أخرى من نفس النوع ولكن لا یمكن ،لیجد أن الحل عدد طبیعي 

حلها في تلك المجموعة «مجموعة الأعداد الطبیعیة» مما أدى إلى إیجاد مجموعة أخرى تمكنه 

 فكانت مجموعة الأعداد الصحیحة ثم العادیة ثم غیر العادیة ثم ،من حل مثل هذه المعادلات

الحقیقیة. 

ومن بعد ذلك واجه معادلات الدرجة الثانیة التي یتطلب حلها إیجاد جذور أعداد حقیقیة موجبة 

سماها مجموعة الأعداد العقدیة (المركبة) التي أ وهذا أدى به إلى مجموعة جدیدة ،ثم سالبة

تسمح له بحل مثل هذه المعادلات. 

): مجموعة الأعداد العقدیة (المركبة):  1ـ1ـ1(

The Complex Number (System C): 

 كما یلي: Cلنعرف المجموعة 

 

 مجموعة الأعداد الحقیقیة. Rحیث 

{ }RyxyxRRC ∈=×= ,),,(
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 العملیات التالیة: Cولنعرف على 

 ـ عملیة داخلیة (+) الجمع: 1

 

 

: R مع حقل C ـ عملیة خارجیة الضرب على 2

 

 

: C ـ عملیة الضرب على 3

 

 

 فراغاً شعاعیاً وحقلاً وفق قواعد الفراغ الشعاعي والحقل. Cووجد أن هذه العملیات تجعل من 

 تحوي مجموعتین جزئیتین منها وهما: Cووجد أیضاً أن المجموعة 

 

 

 بحیث یكون: R والمجموعة R1 بین المجموعة 1-1ووجد أیضاً أن هناك تقابلاً 

(x,0) ↔x 

 x = (x,0) مما سمح له أن یكتب تجاوزاً المساواة:

 یحقق الصفة: R2 ∋ (1 ,0)كما وجد أیضاً أن العنصر 

Cyxyx ∈∀ ),();,( 2211

Cyyxxyxyx ∈++=⊕ ),(),(),( 21212211

:),(, CyxRk ∈∈∀

Ckykxyxk ∈= ),(),(

Cyxyx ∈∀ ),();,( 2211

Cyxyxyyxxyxyx ∈+−=⊗ ),(),(),( 122121212211

{ } }0{),0,(1 ×=∈= RRxxR

{ } RRyyR ×=∈= }0{),,0(2
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 لهذا العنصر وجدنا: iفإذا رمزنا بـ

 

 

 هذا العنصر بالعنصر التخیلي. يوسم

 مجموعة الأعداد التخیلیة في R2, C مجموعة الأعداد الحقیقیة في R1 واعتماداً على ذلك نسمي

C .

 والعكس صحیح أي: R2  یجعله فيi بـR1 ووجد أیضاً أن جداء أي عنصر من

 

 

وبسهولة نجد أن: 

 

 Representation of The complex numbers): تمثیل الأعداد العقدیة:2ـ1ـ1(

 ولهذا یمكننا أن نمثله بأشكال مختلفة. (x,y) إن العدد العقدي بالتعریف هو ثنائیة

 ـ التمثیل النقطي: 1

الذي نصطلح  xoy  في المستوىP(x,y)  یمكن تمثیله بنقطةZ = (x,y) إن كل عدد عقدي

على تسمیته بالمستوى العقدي وهذا التمثیل وحید. 

 ـ التمثیل الشعاعي: 2

1)0,1()1,0(*)1,0( −=−=

1)0,1(. −=−=ii

112 −=⇒−= ii

2),0()1,0(*)0,( RXx ∈=

1)0,()1,0(*),0( Ryy ∈−=

1,,1,1 432 =−=−=−= iiiii

P(x, y) 

x 
x 0 

y 

y 

 )1 -1-1 (  الشكل
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وهذا التمثیل وحید ، P(x,y) حیث یمكن تمثیله بشعاع  Z = (x,y)إن العدد العقدي 

أیضاً . 

 ـ التمثیل الدیكارتي: 3

یمكننا الاعتماد على التمثیل السابق وكتابة: 

Z = (x,y)= (x,0) +  (0,y) 

وحسب خواص عملیة الجمع والضرب یمكننا كتابة: 

 

 

  حیث: :بسهولة نرى

 

x
ytg 1−=θ  

 عدد صحیح. k حیث k.2πبتقریب 

من التمثیل المثلثاتي السابق نلاحظ بالاعتماد على دساتیر النشر للتوابع   ـ التمثیل الأسي:5

Sinθو  cos θ وeiθ :أن     

وبالتالي: 

 

 

 

OP

)0,(*)1,0()0,(),( yxyxZ +==

iyxZ +=

)sin(cos),( θθ iryxZ +=

22 yxr +=

θθθ sincos iei +=

θθ sincos),( irryxZ +=

)sin(cos),( θθ iryxZ +=

θireyxZ =),(



- 19-  

 

): تعریف: 3ـ1ـ1(

. Z مرافق العدد  نسمي العدد العقدي ، عدد عقديبفرض 

 في التمثیل الدیكارتي. y بـy-نلاحظ أننا حصلنا على المرافق باستبدال 

. هو    Z= re+iθ أي مرافقθ بـθ-أما المرافق بالشكل الأسي فیتم باستبدال 

): العملیات على الأعداد العقدیة: 4ـ1ـ1(

Fundamental Operations with complex numbers: 

 عدد عقدي آخر. و،  عدد عقديأ ـ بفرض 

نسمي بالتعریف: 

 

 ونلاحظ أنه لجمع عددیین عقدیین نجمع القسمین Z2, Z1المجموع الجبري للعددیین العقدیین 

. ةالحقیقیین معاً ونجمع القسمین الوهمیین كلاً على حد

 أي: i2ب  1- ب ـ إن عملیة الضرب تتم كما في عملیة الضرب العادي فقط باستبدال

 

 

 فیتم باستخدام مفهوم المرافق وتحویل عملیة القسمة إلى Z2 على Z1 ج ـ أما حاصل قسمة العدد

ضرب: 

 

iyxZ +=iyxZ −=

θireZ −=

111 iyxZ +=222 iyxZ +=

)()( 212121 yyixxZZZ ±+±=±=

21
2

2121212211 )()( yyixiyxxiyxiyxiyxZ +++=+⊗+=

)( 12212121 yxyxiyyxxZ ++−=

)).((
)).((

2222

2211

22

11

iyxiyx
iyxiyx

iyx
iyxZ

−+
−+

=
+
+

=
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 :إن عملیة الضرب والقسمة یمكن أن تتم بشكل أسهل فیما لو استخدمنا الشكل الأسي

 

 

 

أي لضرب عددین عقدیین بالشكل الأسي ما علینا سوى جمع الزاویتین وضرب الطویلتین. 

 :یمكن تعمیم ذلك على حالة الرفع لقوة (أس)

 

 ویمكن أي لضرب عددین عقدیین بالشكل الأسي ما علینا سوى جمع الزاویتین وضرب الطویلتین

. ) عدد صحیحn)   nأن نعمم ذلك من أجل الرفع الى أس 

 

وفي حالة القسمة نجد: 

 

 

2
2

2
2

21212121 )(
yx

yxxyiyyxx
+

−++
=

2
2

2
2

2112
2
2

2
2

2121

yx
yxyxi

yx
yyxxZ

+
−

+
+
+

=

)2(
2

)2(
121

2211 .... Kiki ererZZZ πθπθ ++==

))(2(
21

2121.. kkierr +++= πθθ

)2(
21

21.. kierr πθθ ++=

)2(
11

11.)( nkinn erZZ πθ +==

)2(
2

)2(
1

2

1
22

11

.

.
ki

ki

er
er

Z
ZZ πθ

πθ

+

+

==

))(2(

2

1 2121. kkie
r
r −+−= πθθ
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أي بتقسیم عددین عقدیین نحصل على عدد عقدي طویلته حاصل قسمة الطویلتین وزاویته 

 حاصل طرح الزاویتین.

د ـ الرفع إلى أس كسري: 

لیكن المطلوب رفع العدد العقدي 

 

 إلى الأس الكسري 

فنجد  

 

 

 

 K1=0,1,2,3………….n-1  حیث

: هي اً مختلف اً جذر n على نحصل أنه أي

Z0, Z1,…………, Zn-1 

 Z0, Z1, … …, Zn-1 الجذور أن أي ،2πب فقط بالعمدة عنه ویختلف Z0 مطابق فهو Zn أما

 هي منه لضلع المقابلة المركزیة وزاویته  قطره نصف منتظماً  نجمیاً  مضلعاً  تشكل

. 

)2(. kierZ πθ +=

n
m

[ ]n
m

kin
m

erZ )2(. πθ+=







 +

=
πθ

n
km

n
mi

n
m

er
2.

.







 +

= n
k

n
im

n
m

n
m

erZ
12

.
πθ

n
m

n
m

Zr =

n
π2
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هـ ـ  لغارتم العدد السالب: 

 یمكن العقدیة الساحة في ولكن لغارتم له لیس السالب العدد أن الحقیقیة التوابع دراسة من نعلم

 من أصغر  إن موجباً   لیكن سنرى، كما السالب للعدد لغارتم إیجاد

. الصفر

 

. وحسب خواص اللغارتمات

 

 لكن 

 :ومنه

 

 

. التعینات كثیر عقدي عدد وهو لغارتم له السالب العدد أن أي

 

 

: عقدي أس إلى عقدي عدد رفع ـ و

 انطلاقاً   حیث  حساب المطلوب ولیكن عقدي عدد  بفرض

 :المطابقة من

 

0>α0<−α

))(1ln()ln( αα −=−

αα ln)1ln()ln( +−=−

)2(1 kie ππ +=−

αα ππ ln)ln()ln( )2( +=− + kie

)2(ln)ln( ππαα ki ++=−

21 βββ i+=βZiyxZ +=

zzeZ Z lnlnln ββββ =⇔=
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 : حیث

 

 

 

: حیث

 

 

. K=0 بوضع الرئیسیة القیمة على نحصل القیم متعدد عقدي عدد  أن أي

: العقدیة الأعداد طویلات خواص): 5ـ1ـ1(

 :بالتعریف هي z عقدي عدد طویلة أن السابقة تعاریفنا من وجدنا لقد

 

  وأن

: أن المرافق وتعریف السابق التعریف من نلاحظ

 

: ما یلي صحة بسهولة نلاحظ كذلك

                      (1) 

( ) )]2([ln21 kirieZ πθβββ +++=

)2( kireZ πθ +=

)]2()[ln21( kirie πθββ +++=

)ln)2(())2(ln( 2121 rkikre βπθβπθββ ++++−=

]sin[cos φφ ir +=

)2(ln 21 krer πθββ +−=

rk ln)2( 21 βπθβφ ++=

βZ

2222 )(Im)(Re yxzzZ +=+=

)Re(),Im( zZzZ ≥≥

2.; ZZZZZ ==

nn ZZZZZ ............................... 121 =
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        وعندما تكون الأعداد متساویة نجد    

                       (2) 

 :مثلث أضلاع قاعدة حسب

 

: (Complex variables) العقدي المتحول): 6ـ1ـ1 (

 فإننا منها عنصراً  كان فإذا ،العقدیة الأعداد من مجموعة D بفرض

. D في عقدیاً  متحولاً  Z نسمي

 المستوى في ةبنقط هندسیاً  یُمثل Z أن وبما) حقیقیة متحولات (حقیقیة أعداد  إن

oxyتكون لهذا ؛ D المستوى في النقطیة المجموعات عن نعرفه ما وكل ،نقطیة مجموعة 

. والمنطقة والنطاق الجوار ذلك ومثال ،Z في النقطیة المجموعات على تعمیمها یمكن الحقیقي

 فتمثل المتراجحة أما یاً،منحن العقدي المستوى في تمثل لمساواة المحققة Z النقاط مجموعة إن

.. Z المستوي في المنطقة على نحصل عندها المساواة التراجح یشمل وعندما ،المستوي في اً نطاق

  دائرة معادلة تمثل  مثلاً 

  اً دائري اً قرص تمثل  بینما

  المحیط مع اً دائري اً قرص تمثل و

 

 

 (Solved Problems)  )7 – 1 – 1تمارین محلولة (

nn ZZ =

nn ZZZZ ++≤+ ........................... 11

2

1

2

1

Z
Z

Z
Z

=

θireiyxZ =+=

xyr ,,,θ

2=Z422 =+ yx

2<Z422 <+ yx

2≤Z422 ≤+ yx
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: 1 مثال

: بسط التركیب العقدي التالي

 

: والمثلثاتي الجبري بالشكل الناتج واكتب

: الحل

 

 

 

 

 

 

 

 

i
iZ

22
222
+

−+=

44
)22(222

+
−

−+=
iiZ

8
4422 ii −

−+=

2
122 ii −

−+=

22
122 ii +−+

iyxiZ +=+=
2
5

2
3

2
5

2
3

== yx

4
25

4
922 +=+== yxZr







== −

x
ytgr 1

2
34 θ
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: 2 مثال

: 1 للعدد الرابعة المرتبة من الجذور احسب

: الحل

 

 

 

 

 

 

: نلاحظ أن

 

 

: 3 مثال

: العقدي للعدد التخیلي والجزء الحقیقي الجزء عین







= −

3
51tgθ

)sin(cos θθ irZ +=

)2(1 πkieZ ==

3,2,1,0
)

4
2(

4
1

== keZ
ki π

10 =Z

ieeZ
ii
=== 2

)
4

2(

1

ππ

1)()
4
4(

2 −=== π
π

ii
eeZ

ieeZ
ii

−=== 32
)

2
3(

3 )(
ππ

03210 =+++ ZZZZ
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.  بالشكل الأسيلنكتب العدد 

                   

 

 

 

 

 

: 4 مثال

: التالیة للتراكیب والعقدیة الحقیقیة الأجزاء احسب

    ,      

       ,    

: الحل

 

 

      ;         x = 0.6989     ;     y = (π + 2π k) 

 

)3ln( iZ +=

iZ += 3

3=x 1=y

213 22 =+=r

Radtg 32.0
3
11 =





= −θ

Dgr32.18=

)2ln( )36032.18( kieZ +=

)36032.18(2ln kiZ ++=

)5ln(1 −=Z )3ln(2 iZ +=

iiZ )(3 = )22ln(4 iZ −=

5ln)1ln()5)(1ln(1 +−=−=Z

)ln(5ln )2( kie ππ ++=

)2(6989.0 ki ππ ++=

)3ln(2 iZ +=
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: الأسي بالشكل  العبارة لنكتب

: فنجد

          ,           

 

 

 

 

        ;   x = 0.301      ;       

 

 إن 

 

 

 

   

 

i+3

3=x 1=y

213 =+=r

63
11

2
πθ =






= −tg

]2ln[
2

6
2







 +

=
ki

eZ
π

π







 ++= ki ππ 2

6
2ln







 ++= ki ππ 2

6
301.0 ky ππ 2

6
+=

iiZ )(3 =

)2
2

( ki
ei

π
π
+

=

iii ei ln)( =

)ln(
)2

2
( ki

eie
ππ

+

=

)]2
2

([ kii
e

ππ
+

=

0,. 222 ====
−−

yxeee ki
π

π
π

)22ln(4 iZ −=
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.  بالشكل الأسيلنكتب العبارة 

            

 

 

 

 

: 5 مثال

: هي ABC المثلث رؤوس إحداثیات بفرض

 

. العقدي العدد مفهوم على معتمداً  أضلاعه أطوال واحسب الساقین متساوي المثلث هذا أن برهن

: الحل

: التالیة العقدیة الأعداد تمثل C, B, A النقاط أن نلاحظ

                  

 

: یلي كما السابق المثلث أضلاع أطوال معرفة یمكن وبالتالي

 

i22 −

2=x 2−=y

2222 22 =+=r

4
)1(

2
2 11 πθ −=−=





 −= −− tgtg

)2
4
7(2ln22ln 2

3

4 kieZ ππ ++==

)2
4
7(2ln

2
3 ki ππ ++=

)6,1(),2,4(,)2,1( −− CBA

iZA 211 +=≡ iZB 242 −=≡

iZC 613 −=≡

22
21 )4()3()22()41( +−=++−=− iZZ



- 30-  

 

 

 

 

 

 

. الساقین متساوي المثلث

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

569 =+=

)62()11(31 ++−=− iZZ

8)8( == i

)62()14(32 +−+−=− iZZ

5 16 = + = 9 
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: 6 مثال

 بالرسم عین ،معلوم  أو  حیث عقدي عدد Z بفرض

 :التالیة الأعداد

 

: الحل

 إن 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

iyxZ +=θireZ =

2,1,, Z
Z

ZZ −

iyxZ −−=−

θ
θ

i
i e

rreZ
−==

111

θθθ iii errereZ 222 .. ==

Z 

x 

y 

0 

1 

Z 

θ 

- θ 
x 

Z 

-Z 

y 

0 

X 0 

y 
Z2 

2θ 

θ 

  )2 -1 -1 ( الشكل

  )3 -1 -1 ( الشكل

  )4 -1 -1 ( الشكل
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 :7 مثال

: التالیة النقطیة المجموعات Z العقدي المستوي في عین

 ب ـ  أ ـ 

 د ـ  ج ـ 

 و ـ  هـ ـ 

 خارج تمثل  المجموعة :جبریاً  ثم أولاً  هندسیاً  المسألة هذه نحل سوف ـ أ

 تمثل  والمجموعة ،2 قطرها ونصف (2- , 0) مركزها دائرةال محیط معو

 مع الثانیة وداخل الأولى الدائرة خارج هي المطلوبة المجموعة وبالتالي الدائرة داخل

 .المحیطین أخذ

 

 

 

 

 

 

 

422 ≤+≤ iZ0
1
1arg =







−
+

Z
Z

2
1
1
=

+
−

Z
Z

2
1

2
2
>

−
+

Z
Z

115 −++≤ ZZ111 =−+ ZZ

iZ 22 +≤

42 ≤+ iZ

)6-  ،0 (

 المركز) 0،-2(

)4 - ،0 (

)2  ،0 (

  )5 -1 -1 ( الشكل

x 

y 
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  عبارة نبسط ذلك لأجل  المجموعة عین ـ ب

 

 

: أي معدوماً  البسط یكون أن یجب الشرط حسب

 

 

 أیضاً  یحقق  عام وبشكل : أي ،السینات ومحور الدائرة نقاط هي والنقاط

 

 ج ـ 

 

 

 

 

 

0
1
1arg =







−
+

Z
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1
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−
+

Z
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1
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1
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  قطرها نصف  مركزها دائرة

  ـ د

 

 

 

 

 

 

 

 

  قطرها نصف   مركزها دائرة داخل

  ـ هـ

0
9

16
3
5 2

2

=−+





 + yx







− 0,

3
5

3
4

2
2
2
>

−
+

Z
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2
2
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>
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++

iyx
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4
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>
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2222 41616444 yxxyxx ++−>+++
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20 22 <+−++− yxx

0
9
64

3
10( 2

2

<−+





 − yx







 0,

3
10

3
5

511 ≥−++ ZZ



- 35-  

 

 ناقص قطع خارج فهي 5 یساوي أو أكبر) 1،-1 (عن بعدیها مجموع التي النقاط مجموعة

.  الكبیر محوره ونصف-) 1 ،1 (همحرقا

 

 

 و ـ 

 

 

 

 

 

 

         أو            

 

 

 

2
5

11.1 =−+ ZZ

[ ][ ] 1)1()1( 2222 =+−++ yxyx

14)1( 2222 =−++ xyx

1cos4)1( 2222 =−+ θrr

0cos42 2224 =−+ θrrr

0)cos42( 222 =−+ θrr

2cos4 22 θ=r 0=r

)12cos1(2)1cos2(2 22 −+=−= θθr

θ2cos22 =r
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 :Supplementary Problems  )8 -1- 1 ( إضافیة تمارین

  بالشكل التالیة الأعداد اكتب ـ 1

  ـ أ

  ـ ب

  ـ ج

  لیكن ـ 2

. المثلثي التمثیل وفق  أوجد

. متناصفة الأضلاع متوازي أقطار أن العقدیة الأعداد على واعتماداً  برهن ـ 3

 نقطتین بین الواصل المستقیم معادلة العقدیة الأعداد على اعتماداً  أوجد ـ 4

 .

. 4 قطرها ونصف-) 2 ،1 (المركز ذات الدائرة معادلة أوجد ـ 5

 4ل المساوي والصغیر 5 ل المساوي الكبیر المحور نصف يذ الناقص القطع معادلة أوجد ـ 6

. السینات محور على ینطبق ومحوره

. الأسي ثم القطبي بالشكل  العقدي العدد مثل ـ 7

 18km ثم الشمال غرب 30◌ْ  باتجاه تحرك ثم الشرقي الشمال باتجاه 12km تحرك رجل ـ 8

.  الغرب جنوب باتجاه

. الانطلاق نقطة عن فیه أصبح الذي والبعد الاتجاه العقدیة الأعداد على تعتمد بطریقة أوجد

iyx +

)45)(22)(2( iii −+−−

iii 43)57)(31( −+−+−

ii 2653 −−−

iZiZ 5132 21 +−=−=

2

1

Z
Z

),(),,( 1122 yxAyxB

iZ 322 +=
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.. المثلثیة للتوابع رأول تمثیل على اعتماداً  التالیة العلاقة صحة على برهن ـ 9

 

: ما یلي ناتج أوجد ـ 10

 

: التالیة الأعداد من لكل التربیعي الجذر أوجد ـ 11

 

: ـ أوجد جذور المعادلة 12

 

: المعادلة جذور مجموع أن برهن ـ 13

 

)n الصفر یساوي) طبیعي .

: ما یلي صحة على برهن ـ 14

 

 

 P اً حقیقي اً عدد هناك أن برهن الصفر غیر حقیقي عدد هو عقدیین عددیین جداء كان إذا ـ 15

. العقدیان العددان هما  حیث  :بحیث

θθθ 3
4
1

4
33 SinSinSin −=

3
1

)1( iZ +−=

iii 35,
2
59,815 +++−

16 =Z
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 الثاني الفصل

 العقدیة التوابع

(Complex Functions) 

 

: تمهید

 أن ووجدنا ، ثنائیات مجموعة هي العقدیة الأعداد مجموعة C المجموعة أن وجدنا لقد

. نقطیة مجموعات تشكل الأعداد هذه وأن ،شكل من بأكثر تمثیلها یمكن العقدیة الأعداد

:  نطاق وبفرضDبفرض 

 

 :D في متحول

: تعریف)1ـ2ـ 1(

: كما یلي uov مستوي من `D من W بعنصر D من Z عنصر كل لنقابل

 

 كما ،القیم متعدد عقدي بتابع العلاقة هذه نسمي القیم متعدد تابعاً  تعرف العلاقة هذه أن نلاحظ

. رئیسي بتعین kلـ) k=0 تؤخذ عادة (معینة قیمة یقابل الذي التعین سمىي

. الرئیسي التعین نقصدعندها  kلعدد ل نشِر لم إذا

 

),( yx

θireiyxZ =+=
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θ
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: (Inverse Functions) العكسي التابع

 ونرمز العكسي التابع تعریف یمكننا عندها  للتابع الرئیسي التعین على اقتصرنا إذا

. بـ له

: (The limit of  complex function) عقدي تابع نهایة): 2ـ2ـ1(

 في `D إلى D من  اً عقدي اً تابع  ولیكن ، المستوي من نطاق D بفرض

.  المستوي من نقطة Z0 ولتكن  المستوي

: إذا تحقق الشرط التالي

 

 

. ما قیمة L حیث

: ونكتب z0 إلى تنتهي Z عندما إلى ینتهي  التابع نإ نقول

 

: (The continuity of function) تابع استمرار): 3ـ2ـ1(

 یكون أن بالضرورة فلیس نهایة له كانت إذا ولكن ،نهایة له نقطة في مستمر تابع كل: ملاحظة

). النقطة تلك في معرفاً  یكون لا قد بل (مستمراً 

  وكانتإذا كانت 

 

)(zfW =

)(11 wfWZ −− ==

xoy)(zfW =

uovxoy

:0)(0 >∃⇒>∀ εδε

δε <−⇒<−∀ LzfZZ )(0

)(zfL

LzfLim
zz

=
→

)(
0

DZ ∈0

)()( 0lim
0

zfzf
zz

=
→



- 41-  

 

: ونكتب  عند مستمر  نإ نقول عندها

 

: عقدي تابع اشتقاق): 4 ـ 2 ـ 1(

: إذا كان للنسبة التالیة

 

 النقطة عند  التابع مشتق النهایة هذه نسمي فإننا الصفر إلى تسعى  عندما نهایة

: بـ لذلك ونرمز 

 

 

 

 

 وسوف نرى مستقبلاً أن التابع ،یمكن تعریف المشتقات من مرتبة أعلى وفق نفس الطریقة

العقدي یتحلى بالصفة التالیة: 

 .موجودة تكون التالیة المشتقات كل فإن مشتق لـ وجد إذا

). الحقیقیة التوابع في موجودة غیر الصفة هذه(
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 التابع مثل فیها مشتق له یكون أن دون  نقطة في مستمراً   التابع یكون أن یمكن

 .فیها مستمر فهو  في الاشتقاق یقبل  كان إذا بینما ،

: (Analytic Functions) التحلیلي التابع): 5ـ 2 ـ 1(

 نقطة كل في أي (Zلـ جوار في مشتق له كان إذا Z نقطة في تحلیلي نهإ  عن نقول

. منه نقطة كل في الاشتقاق یقبل كان إذا D نطاق على تحلیلیاً  ویكون ،)الجوار كذل من

: التحلیلیة التوابع في ریمن كوشي نظریة): 6ـ 2ـ 1(

: وبفرض  نطاق قیمة ویأخذ D نطاق على معرفاً  تابعاً   بفرض

 

 

: مبرهنة): 7ـ 2 ـ1(

 :)الدیكارتیة الإحداثیات في( هو  على تحلیلیاً   لیكون والكافي اللازم الشرط

 

: أو في الإحداثیات القطبیة

 

: الشرط كفایة

 المشتقات وجود یكفي  على تحلیلیاً   یكون حتى

. ریمن كوشي معادلتي وتحقیق التالیة الجزئیة
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: البرهان

: كتابة یمكن عندها فرضاً  مستمران  و  أن بما

 

 

 

 

: استنتاج یمكن مشابه وبشكل   عندما  و  حیث

 

 

  عندما  و حیث 

: لدینا
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  و  عندما  و  حیث

: كما یلي) 1 (العلاقة كتابة یمكن أنه نجد المحققة ریمن كوشي علاقات وحسب

 

 

: ما یلي  عندما فنجد  على الطرفین نقسم

 

 

. تحلیلي والتابع موجود المشتق أن أي

. للمقام بالنسبة ثانیة مرتبة من رغبالص متناهٍ  البسط لأن : ملاحظة

: الشرط لزوم

 إلى النظر دون موجودة التالیة النهایة فإن وبالتالي ،مشتق له أي تحلیلي  أن لنفرض

: أي الصفر إلى  فیه تسعى يذال الطریق
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:  عندهالنختَر 

 

 

 

: كتابة یمكن المشتق وجود وبسبب عندها  یكون أن یمكن الأمر كذلك

 

 

: نجد) 3(و ) 2(من 

 

: بالمطابقة نجد
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. المطلوب وهو

: كما یلي القطبیة الحالة في البرهان یمكن

 : الطلب

: حیث

 

: لدینا

 

 

: لهذا یكون لدینا

 

 

 

 

: وبشكل مشابه نجد
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: یكون أن یلزم ریمان كوشي وحسب

 

 

): 4(و ) 1(نجد من 

 

…….(5) 

: نجد) 3 (و) 2 (وفق   أجل من الأمر كذلك

 

 :فنجد ونجمع بـ) 6(و بـ) 5 (نضرب

 

: فنجد ونجمع بـ) 6 (و بـ) 5 (نضرب
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 .المطلوب وهو

: لابلاس ومعادلة التحلیلي التابع): 8ـ 2ـ 1(

Analytic Function and Laplace equation: 

:  تحلیلیاً عندهابفرض 

 

: ومنه

 

 :بالجمع نجد

 

: وبنفس الطریقة نجد

 

. توافقیین ینءبجز  و  من كلاً  نسمي
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b 

x 0 

y 

a × × 
D 

: والشاذة العادیة والنقاط التحلیلي التابع): 9ـ 2ـ 1(

Analytic Function and Singular Points and Ordinary Point: 

 ذلك نظلل وسوف ،شاذة نقاط من خالٍ  تابع هو نطاق على التحلیلي التابع أن نعتمد سوف

 أي × وإشارة دائرة ضمن نضعها سوف شاذة نقاط وجود حال وفي ،الشكل في كما النطاق

.  بالشكل

 مع لاحقاً  ذكرها على نأتي سوف ،شاذة اً نقاط تسمى اً تحلیلي التابع فیها یكون لا التي النقاط

 یحوي لا لها جوار إیجاد أمكن إذا( عادیة نقطة تدعى شاذة غیر النقطة كانت وإذا أنواعها،

 ).شاذة اً نقاط

 

 

 

 

 D على تحلیلي تابع

 

 

 

 

 b , a النقطتین عدا فیما D على تحلیلي تابع            

⊗

D 

x 0 

y 

  )1 -2 -1 ( الشكل

  )2 -2 -1 ( الشكل
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: الشاذة النقاط تصنیف): 10ـ 2ـ 1(

Classification of the Ordinary Points: 

: تعریف

: المنعزلة وغیر المنعزلة الشاذة النقاط ـ 1

 وجد إذا D نطاق في  للتابع بالنسبة منعزلة شاذة نقطة  النقطة نسمي

 نقطة دعیت ذلك من نتمكن لم وإذا ،غیرها شاذة نقطة أي یحوي لا أنه بحیث D داخل لها جوار

 .منعزلة غیر شاذة

 النقطة تلك وهي ،للحذف القابلة منعزلة شاذة نقطة تدعى شذوذها إزالت یمكن شاذة نقاط هناك

: عندها نهایة له ولكن معرفاً   التابع فیها یكون لا التي

 :مثال على ذلك

 

:  شاذة یمكن إزالتها لأن

 

: كما یلي الشاذة النقاط تصنیف یمكن

: n الرتبة من المضاعف القطب الشاذة النقطة ـ 2

 :ما یلي تحقق إذا n) الدرجة أو (الرتبة من مضاعف قطب نهاإ Z0 النقطة عن نقول
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f(z0)  معرف غیر. 

. موجودة نهایة وهي

: الأساسیة الشاذة النقطة ـ 3

. كذلك معین غیر 

 

). طبیعي (n تكن مهما وذلك معینة غیر

: التفرع نقطة ـ 4

 یحیط مغلق منحنٍ  أي رسمنا إذا :التالیة بالصفة یتحلى  والتابع نقطة  بفرض

 على أمثلة نرى سوف .قیمة تفرعت أي ،التابع قیمة تغیرت كاملة دورة  حول وتجولنا بـ

 غیر شاذة اً نقاط یحوي لا المغلق المنحني أن ملاحظة مع. (والجذریة اللغاریتمیة التوابع في ذلك

Z0 .(

    :العقدیة الأساسیة التوابع): 1-2-11(

Fundamental Complex functions: 

نسمي التوابع التالیة بالتوابع الأساسیة وهي تشمل كل التوابع الناتجة عنها بعملیات جبریة 

محدودة: 

.  الدرجة من) الحدودیة (الحدود كثیرة تابع ـ 1

: هو  بالمتحول  الدرجة من للحدودیة العام الشكل إن
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 C من عقدیة ثوابت  حیث

: فنجد بـ التعویض یمكن

 

 

 

: حیث

 

 

: أي القطبیة الإحداثیات في ریمن كوشي شروط یحققان  و  أن نلاحظ

 

 

. دوماً  تحلیلي والتابع
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: البسیط الكسري الجبري التابع ـ 2

 عوامل بینهما لیس  بـ حدودیتان  و  حیث  بفرض

. الأقل على بدرجة المقام درجة من أقل البسط ودرجة ،مشتركة

 شاذة نقاط فهي ( المقام دمعت التي النقاط عدا فیما المستوي كل في تحلیلي التابع هذا إن

 ).التابع لهذا

: والعام البسیط الجذري التابع ـ 3

 الفرع یمثل أنه ونفرض البسیط الجذري بالتابع التابع هذا نسمي ف  بفرض

  فیكون:  كان فإذا، الأساسي

 

: أما إذا كان

 

: فإن

 

 یعني وهذا ،:تحقق  زاویته كانت طالما التعین وحید یبقى الفرع هذا إن

 دوره  حول بالدوران  یمثل الذي الشعاعي القطر لنصف یسمح لا حاجزاً  هناك أن هندسیاً 

 نسمي ،الشكل في كما  المحور هو الحاجز هذا وكأن ،ذلك یمنع حاجزاً  هناك أن أي كاملة

 بنقطة) حولها تجولنا لو فیما التابع قیم تتفرع التي (هذه  والنقطة عالتفر مستقیم الحاجز هذا

 . وضع عن تنتج وهي التفرع
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: هو أشرنا كما الرئیسي والفرع

 

: القطبیة ریمن كوشي طوشر یحقق نلاحظ كما وهو

 

 

 :تحقق لأنها تحلیلي التابع وبالتالي ةموجود التوابع وهذه

 

).  مع (الموجب  حذف بعد المستوي على تحلیلي تابع البسیط الجذري فالتابع

  العام الجذري التابع أما
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 عدا فیما المستوي كل على اً تحلیلي یكون وبالتالي  وضع من التفرع مستقیمات فتنتج

: مثل التفرع مستقیمات

 

 .تفرع نقطتا  و وتفرع شاذتان  النقطتان التابع هذا في لدینا

 

 البسیط اللغارتمي التابع نعرف بفرض :والعام البسیط اللغارتمي التابع ـ 4

: یلي كما

 

 

: الرئیسي وفرعه القیم متعدد التابع هذا أن نلاحظ

 

 السابقة الفقرة في المناقشة طریقة بنفس أیضاً  هناك أي،  تكون أن یلزم ولهذا

 أن ونلاحظ  ولیكن ∞ إلى 0 من ینطلق تفرع مستقیم وهناك،  هي تفرع نقطة

: ریمن كوشي شروط یحقق الرئیسي الفرع

 

 

: أي
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: الشكل فله العام اللغارتمي التابع أما

 

 عن الناتجة التفرع مستقیمات حذف وبعد تحلیلیاً   كان أینما المستوي في تحلیلي وهو

: عندها كسراً   كان وإذا،  وضع

 

: أي

 

 . وضع من التفرع مستقیمات تنتج وعندها

 

: العام الأسي والتابع الأسي التابع ـ 5

: یلي كما البسیط الأسي التابع یعرف

 

 

 

. دوماً  تحلیلي أیضاً  وهو  دوره دوري التابع هذا وضوحاً 

. اً تحلیلي  كان أینما تحلیلي فهو   فهو العام الأسي التابع أما
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: القطعیة والتوابع الدائریة التوابع ـ 6

: أي الأسیة التوابع بوساطة التوابع هذه تعرف

 

 

 

 القطعیة التوابع أما،  و  ،  أي السابقة التوابع مقلوب تعریف یمكن

: یلي كما فتعرفها

 

 

 

: أي التوابع هذه من لكل المقلوب تعریف یمكن كما

 

 ،وتنطبق على هذه التوابع جمیعها (السابقة) كل العلاقات المعروفة علیها في الساحة الحقیقیة

كما أنه بسهولة نجد العلاقات التالیة: 
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 والقطعیة العكسیة:  العكسیة ـ التوابع الدائریة7

یمكن تعریفها أیضاً اعتماداً على التوابع اللغارتمیة ونحصل لكل منها على مستقیمي تفرع وهي: 

 

 

 

 

 

 

 ـ التابع الكسري ذو البسط والمقام التحلیلین: 8

 أما إذا انعدم البسط والمقام ،م المقامعد باستثناء النقاط التي تZهو تابع تحلیلي في المستوى 

فإننا نطبق أوبیتال للتأكد من بقاء الشذوذ. 
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 Solved Problems    )  12 – 2 – 1(  تمارین محلولة 

 

): 1مثال (

أوجد التابع المشتق للتوابع التالیة: 

  ـ 1

  ـ 2

  ـ 3

  ـ 4

  ـ 5

الحل: 

)1 ( 

التابع كسري جبري بسیط له نقطتان شاذتان هما: 

 

 

ومشتقه: 
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)2 ( 

التابع لغارتمي نقاطه الشاذة هي نقاط تفرع تتعین من: 

 

 

 

 

)3 ( 

التابع كسري جذري له النقاط التالیة هي نقاط تفرع. 

 

 

والتابع المشتق هو: 
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)4 ( 

 نقطة شاذة. تابع كسري جبري بسیط فیه 

 

 

)5 ( 

 z بـ3zتابع قطعي معاكس نبدل كل 

 

النقاط الشاذة (تفرع) هي: 

Z=-1/3, Z=+1/3 
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: 2مثال 

توافقیان:   تحلیلي دوماً واستنتج من ذلك أن كلاً من برهن أن 

  

 

 

 

التابع تحلیلي لتحقق شروط كوشي ریمن. 

إن 

 

 

 توافقیان. أي كلاً من 
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: 3مثال 

 برهن أن التابعین الحقیقیین: بفرض 

 

هما الجزءان الحقیقي والوهمي للتابع العقدي التحلیلي دوماً . 

 

 ثم أوجد 

 

 

 

 

نلاحظ أن: 

 

 

وبالتالي فهما یحققان شروط كوشي ریمن ولهذا یكون التابع: 
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. اً تحلیلي

 فنجد: z بـ و 0 بـ یكفي استبدال ین يلتع

 

 

 

): 4مثال (

برهن أن التوابع التالیة لیست تحلیلیة: 

 أ) 

 ب)  

 (أ) نلاحظ 

 اً  التابع لیس تحلیلي

 (ب) نلاحظ 

 

     اً   التابع لیس تحلیلي
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: 5مثال 

أوجد جذور المعادلات التالیة: 

       (ب) (أ) 

      (د)  (ج) 

 

الحل: 

(أ)      

(ب)      

 

 

(ج)     
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(د)       

 

 

 

 

 

: 6مثال 

 والمحقق للشرطین التالیین: أوجد التابع التحلیلي دوماً 
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الحل: 

 لدینا 

 القسم الحقیقي للمشتق هو 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  و  نضع لإیجاد 
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 لإیجاد الثابت نعوض 
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 Supplementary Problems   )13– 2 – 1 ( إضافیة  تمارین 

 

  بفرض ـ 1

. السابقتین الحالتین كلا في   التابع أوجد

: یلي كما  لتابع التفرع نقطة لنعرف ـ 2

: ما یلي یتحقق عندما  للتابع تفرع نقطة نهاإ  عن نقول

 تهقیم  التابع وغیّر المنحني على  حول تجولنا وإذا ،مغلق بمنحنٍ   لنحِط

. تفرع نقطة  نسميف

: التابع أن التعریف على اعتماداً  برهن

 

  هما تفرع نقطتا له

: للتابع بالنسبة السابق السؤال نفس كرر ـ 3

 

: عندما برهن  بفرض ـ 4

        ـ أ

      ـ ب
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: ملاحظة

 انتبه   

      احسب ـ 5

: أن برهن ـ 6

 

: ـ برهن أن التابع 7

 

. اً تحلیلي  یكون حتى لـ الموافق  التابع أوجد توافقي

: التالیة للتوابع الشاذة النقاط نوع عین ـ 8

 

: أي القطبیة الإحداثیات في التحلیلي للتابع ریمن كوشي نظریة صحة على برهن ـ 9

 

 

 :المعادلة حل،المترافقة العقدیة الأعداد مفهوم على اعتماداً  ـ 10
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: هام مثال ـ

  ما یلي صحة على برهن

  ـ أ

  ـ ب

  وبفرض  بفرض

 

  حیث  أساسها هندسیة سلسلة هو المجموع لأن

: أي
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 .المطلوب على نحصل الطرفین بین والوهمي الحقیقي القسمین بمطابقة

: مثال نموذج

θθ :برهن أن
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الفصل الثالث 

التكاملات العقدیة ونظریة كوشي  

وصیغ كوشي التكاملیة 

Complex integration and Cauchy’s Theorem and formulas 

: العددي الخطي التكامل): 1 ـ 3 ـ 1(

 وهما  ینءجز من یتألف العقدي التابع أن السابق الفصل  فيرأینا

: مثل الحقیقیة أو العقدیة المتحولات ذات العقدیة التوابع بعض ندرس سوف ،حقیقیان

 

: عقدي لمتحول عقدي تابع وهو

 

. حقیقي لمتحول عقدي تابع وهو

 في أما ،عقدي النطاق وهذا العامة الحالة في نطاق على متحولاً   یكون الأولى الحالة ففي

). حقیقي مجال (حقیقي نطاق على یتحول وهو حقیقي  المتحول فإن الثانیة الحالة

: یلي كما  فترة على الثانیة الحالة في التكامل ویعرف

 

 .التكاملات هذه على محققة الحقیقیة الأساسیة المحددة التكاملات خواص أن نرى وبسهولة

: یلي كما العقدي التكامل یعرف
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: ولنفرض جزئیاً  صقیلاً  أو موجهاً  مستویاً ( أملساً  )  وصقیلاً  محدوداً  مستمراً  منحنیاً   لیكن

 

 :التكامل هو بالتعریف  على العقدي الخطي التكامل إن ، على مستمراً  عقدیاً  تابعاً 

 

 

 هذه وجود هو العقدي التكامل وجود وشرط حقیقیة تكاملات أربعة من مؤلف نرى كما وهو

. التكاملات

: كما یلي المغلق للتكامل نرمز وسوف مغلقاً  أو مفتوحاً  یكون أن  المنحني لهذا یمكن

 

 ویلاحظ التكامل هذا مسار  نسمي ،الساعة عقارب عكس الموجهالاتجاه  موجباً  الاتجاه ونعد

 عن مستقلاً  التكامل فیها یكون حالات لاحقاً  نرى وسوف،بالمسار ةمرتبط التكامل قیمة أن

 .المسار

 لا المسار أن لذلك مضافاً  الخطیة التكاملات خواص نفسها هي العقدیة التكاملات خواص إن

 غیر التابع لأن ؛ العقدي للتابع تفرع مستقیم یقطع أو شاذة نقطة بأیة یمر أن یمكن

: الخواص هذه أهم لنذكر النقاط، هذه على مستمر

 . حیث   ـ 1
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  ـ 2

 . على نامستمر ناتابع  حیث

  ـ 3

  ـ 4

 .تكن  مهما و المسار طول  حیث

: منحنٍ  على العقدیة التكاملات حساب): 2 ـ 3 ـ 1(

 أو بمتحولین حقیقیة تكاملات مجموع عن عبارة  العقدي التكامل أن وجدنا لقد

 حیث  المنحني بمعادلة بالاستعانة التكامل هذا حساب یمكن العامة الحالة وفي ،واحد متحول

 تكامل إلى التكامل ویتحول ،المنحني معادلة بوساطة بالآخر  أو  المتحولین أحد نستبدل

). المنحني بمعادلة بالاستعانة (المنحني معادلة من تهقیم تحدد واحد بمتحول

 :مثال ذلك التكامل

 

:  فنجد الدائرة حیث 
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: التكاملیة كوشي نظریة): 3 ـ 3 ـ 1(

 أي وصل یمكن أنه أي  (لا یوجد نقاط مضاعفة)الاتصال بسیطة منطقة  لتكن :تمهید

 أو صقیلاً  مستمراً  منحنیاً   ولیكن  في یقع مستمر بمنحنِ◌ٍ   المنطقة من نقطتین

 .ذلك عند جزئیاً  صقیلاً 

: التكاملیة كوشي نظریة

 بها یحیط والتي الاتصال البسیطة  المنطقة على تحلیلیاً  عقدیاً  تابعاً   كان إذا

: فإن Γ جزئیاً  الصقیل أو والصقیل والموجه المغلق المستمر المنحني

 

 علیها البرهان إمكانیة مع أیضاً  مستمر  أن مفترضین النظریة هذه على نبرهن سوف

). غورسان العالم علیها برهن حیث (الشرط هذا دون

 

 

 :هو  المشتق أشكال أحد نإ وحیث
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 في غرین نظریة تطبیق یمكن لهذا ؛كذلك  لكون  ةمستمر المشتقات هذه أن نجد

: فنجد السابقین الحقیقیین الخطیین التكاملین على المستوي

 

: أن ریمن كوشي شروط یحقق فهو لهذا تحلیلي تابع  نإ وحیث

         

وبالتالي فإن كلاً من التكاملین السابقین معدوم أي: 

 

: نتیجة

: عندها  یحدها التي  داخل وصقیل موجه منحني  كان إذا

 

: فنجد  داخل واقعة  منحنیات عدة على ذلك تعمیم یمكن كما

 

: كوشي حسب فنجد  مثل  من بنقطة  مثل  من نقطة نصل البرهان أجل من
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: أي

 

 

 

 

 

 

 

 

  تكاملان متعاكسانلكن   

 :أي

 

 

 

. الطریقة بنفس التعمیم برهان یمكن
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): المسار (الطریق نع التكامل استقلال): 4 ـ 3 ـ 1(

 أن لنفرض.  المغلق المنحني بها یحیط التي  على تحلیلي تابع  بفرض

: عندها  في بكامله یقع آخر منحنٍ  

 

 لـ الأصلي التابع  حیث

: أي متكافئان  فإن السابقة جتهايونت كوشي نظریة حسب

 

 

 

 

 

.  في وقیمته  في التابع بقیمة بل بالمسار یتعلق لا التكامل أي
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: التكاملیة كوشي صیغ): 5 ـ 3 ـ 1(

): مبرهنة (نظریة

 وكانت والمستمر والمغلق الموجه  بها یحیط التي  على تحلیلیاً   التابع كان إذا

: التالیتان العلاقتان تصح عندها  من داخلیة نقطة 

 

 

 

 

 

: البرهان

  قطره نصف بجوار  نحیط لهذا ؛ عند فقط تحلیلي غیر   التابع إن

  بحیث

 

 

 

وبالتالي: ،  بین المنطقة  حیث  على تحلیلي  التابع إن
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 متكافئان لكن: لأن 

 

 

 

 عندها:  تنتهي إلى أي المنطقة لنأخذ نهایة الطرفین عندما 

 

 

 

ومنه: 

 

 لهذا یمكن اعتبارها متحولة والاشتقاق بالنسبة لـ داخلیة اختیاریة في بما أن النقطة 

 فنجد: 
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 نكرر ذلك لنجد أن:  ثابت بالنسبة لـلأن 

 

 

 

 

dz
az
zf

i
af 2)(

)(
2
1)`(

−
= ∫

Γ π

za

dz
az
zf

i
af ∫

Γ −
= 3)(

)(
2
2)``(
π

dz
az
zf

i
iaf ∫

Γ
+−

= 13)(
)(

2
23)```(
π

dz
az
zf

i
af ∫

Γ
+−

= 14
)4(

)(
)(

2
1.2.3.4)(`

π

dz
az
zf

i
naf n

n ∫
Γ

+−
= 1

)(

)(
)(

2
!)(
π



- 83-  

 

 Solved Problems ) 6 – 3 – 1 ( تمارین  محلولة

: 1مثال 

 والذي یصل بین  قوس من القطع المكافئ  حیث احسب التكامل 

 .النقطتین 

الحل: 

التابع المستكمل تحلیلي لهذا لا یتعلق التكامل بالمسار ویمكن كتابة: 

 

 

 

 

 ثم  نستبدل یمكن حل المسألة السابقة بالاستعانة بمعادلة المنحني 

نكتب: 

 

 1 إلى 0 من ونحول التكامل العقدي إلى تكاملات حقیقیة آخذین بعین الاعتبار تحول 

نحصل على نفس النتیجة السابقة. 
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: 2مثال 

  المنحني الوسیطي  حیث احسب التكامل 

 

 أي 
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: 3مثال 

  مربعاً موجهاً عكس عقارب الساعة رؤوسه هي النقاط لیكن 

احسب قیمة التكاملات. 

 أ ـ   

 ب ـ 

 

 

الحل: 

أ ـ إن التكامل هو التالي: 

 

 

 فنجد على: یجب التمییز على كل ضلع من أضلاع المربع قیمة 
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على 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 لهذا: ب ـ التابع المستكمل تحلیلي على 
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: 4مثال 

احسب قیمة التكاملات التالیة: 

  ـ 1

  ـ 2

  ـ 3

الحل: 

من ملاحظة صیغة كوشي الثانیة: 

 

وبالموازنة نجد: 

 

 

لهذا نطبق هذه الصیغة فنجد: 
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  ـ بمقارنة صیغة كوشي الأولى:2

 

نجد: 

 

         

 

 

 لأن المقام من الدرجة الثانیة (حدودیة ؛ ـ بالنظر لصیغ كوشي مباشرة نجد عدم وجود تشابه3

 :من الدرجة الثانیة) أما المنطقة فهي الدائرة

 

ثم نفرق الكسر حتى تنطبق صیغ كوشي أو نتبع ما ، 2 ونصف القطر ذات المركز 

یلي: 
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 لهذا نكتب التكامل كما یلي:  تقع خارج الدائرة نلاحظ أن 

 

بالموازنة مع صیغة كوشي الأولى نجد: 

 

 

 

 

 

: 5مثال 

 والموجه عكس عقارب  القطع الناقص حیث  احسب التكامل 

 لهذا تكون التكاملات على إن النقطة الشاذة الوحیدة الواقعة داخل القطع هي ، الساعة

 0 دائرة مركزها  لهذا نختار ؛ والواقعة داخل القطع متكافئةكل المنحنیات الحاویة لـ
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 تحلیلي على المنطقة الواقعة  ولهذا یكون التابع ونصف قطرها اختیاري بحیث تقع داخل 

  : وهما بالتالي منحنیان متكافئانبین 

iidz
zz

dzI ππ 2)1(21

1

==== ∫∫
ΓΓ

 

حسب صیغة كوشي. 

: 6مثال 

احسب التكامل: 

 

 حیث 

نلاحظ أنه لا یمكن تطبیق صیغ كوشي مباشرة لهذا نعمد إلى تفریق الكسر فنجد: 

 

 

وحسب صیغ كوشي نجد: 
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 Supplementary Problem  ) 7 – 3 – 1 ( تمارین إضافیة

 

 وحدد أین یكون هذا  تابعاً عقدیاً عین مشتق هذا التابع  ـ لیكن 1

التابع غیر تحلیلي. 

  والمنطقة  ـ تحقق من صحة كوشي في التوابع التحلیلیة من أجل التابع 2

  یصل النقطتین منحنیاً   ـ إذا كان 3

احسب التكامل: 

 

 ـ احسب التكامل: 4

   ,       

 أوجد عمل هذه القوة من أجل الانتقال لجسم ما في هذا  ـ حقل قوة مغناطیسیة 5

 حیث  على منحني  إلى الحقل عندما ینتقل من النقطة الموافقة لـ

 

. 50الجواب: 

 ـ احسب التكامل: 6

 

  المنحني المعرف بـحیث 
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 الدوران عكس عقارب الساعة. حیث 

  من النقطة  هو المنحني  حیث  ـ احسب التكامل 7

. إلى النقطة 

 ـ احسب التكامل: 8

 

  إلى من النقطة الموافقة لـ

 الجواب: 

 ـ احسب التكامل: 9

 

  أو  حیث 

  :الجواب

   حیث  ـ احسب التكامل 10

هل النتیجة تعارض نظریة كوشي؟ 

 ثم برهن أن:  حیث  ـ احسب التكامل 11
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 ـ أوضح بشكل مباشر أن قیمة التكامل: 12

 

 هو:  في حال كون  بالنقطة  الذي یصل النقطة لا تتغیر على المنحني 

أ ـ المستقیم الواصل بینهما. 

 . إلى  ثم من  إلى ب ـ أو المستقیم الواصل من 

 .ج ـ الدائرة 

 .احسب هذه القیمة

 الجواب: 

 ـ احسب التكامل: 13

 

  حیث 

 الجواب: 

 

 ـ احسب التكامل: 14
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 الجواب: 

 ـ احسب التكاملات الآتیة: 15

  هو حیث 

 

 وسیط. 
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الفصل الرابع 

منتھیة الالسلاسل العقدیة غیر 

 وسلاسل تایلور ولورانت

Infinite Complex Series and Taylor’s and Laurent's Series 

 

تمهید: 

من دراستنا للتحلیل الحقیقي وجدنا أن أي تطبیق لمجموعة من الأعداد الطبیعیة على مجموعة 

 كذلك الأمر هنا في الساحة العقدیة فإن أي تطبیق لمجموعة من  ( متوالیة)،أخرى یسمى متتالیة

الأعداد الطبیعیة على مجموعة عقدیة یسمى متتالیة عقدیة حیث نكتب مثلاً : 

 

  ً  مثلا. الحد العام نسمي . للمتتالیةاً منها یسمى حدحد وهي متتالیة لا نهائیة وكل 

المتتالیة: 

 

 الحد العام للمتتالیة. حیث 

 دراسة المتوالیة إلى تؤول   (المتتالیة) نجد أن دراسة المتوالیةإذا وضعنا 

.  والمتتالیة 

): تعریف: 1ـ4ـ1(

 إذا تحقق:  متقاربة من ن إنقول 
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بسهولة ومن خلال التعریف نجد: 

): مبرهنة: 2ـ4ـ1(

 هو  متقاربة من  حیث الشرط اللازم والكافي لتكون 

 تحقق أن 

تطبیق: 

 متقاربة لأن: المتتالیة 

 

 

ولهذا 

 

 

 

): تعریف: 3 ـ4ـ1(

نها متتالیة كوشي إذا كانت تحقق ما یلي: إ نقول عن متتالیة 

 بحیث:  یمكن تعین العدد الصحیح ε< 0مهما یكن العدد 
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 أي عدد طبیعي. حیث 

 عدد حقیقي ثابت. حیث   محدودة إذا كان   (متوالیة)ن المتتالیةإونقول 

): السلاسل العقدیة: 4ـ 4ـ 1(

  : عندئذ نسمي المجموع اللانهائي، متتالیة عقدیة حیث بفرض 

 

 المجموع  كما نسمي   ونرمز لذلك بـ،سلسلة عقدیة

النوني للسلسلة. 

): تعریف: 5 ـ 4 ـ 1(

ن السلسلة إ فإننا بالتعریف نقول  متقاربة من إذا كانت المتتالیة 

ن إ متباعدة عندها نقول   أما إذا كانت ، متقاربة ونكتب تجاوزاً  

 (یمكن تسمیة السلسلة التي مجموعها لا نهایة أنها سلسلة متقاربة من  متباعدةالسلسلة 

. الانهایة)

 فمثلاً تتقارب ،یمكننا تطبیق معاییر التقارب المعروفة في الساحة الحقیقیة على السلاسل العقدیة

 حسب معیار كوشي إذا تحقق ما یلي: السلسلة 
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 طبیعي ، بكلام آخر، من أجل أي عدد  صحیح یمكن تعیین من أجل أي 

 نحصل على الشرط اللازم  ، فإذا كانت  لدینا یكونو

 :لتقارب السلاسل (كما في الساحة الحقیقیة) وهو

 

). ولكن قد ینتهي الحد العام إلى الصفر دون أن تكون السلسلة متقاربة (مثل السلسلة 

): تعریف: 6 ـ 4 ـ 1(

 أما إذا كانت ، متقاربة متقاربة مطلقاً أو إطلاقاً إذا كانت ن السلسلة إنقول 

. اً  متقاربة فإننا نسمي التقارب شرطي متباعدة و 

 متقاربة  فهي متباعدة وبالتالي  أما ، متقاربةنلاحظ أن 

شرطیاً . 

 : یكافئ تقارب السلسلتینبسهولة نرى أن التقارب المطلق للسلسلة 

 

 حیث 

 صحیحة هي مطلقاً  المتقاربة الحقیقیة السلاسل خواص من الكثیر أن إلى نشیر أن المفید من

: مثل العقدیة الساحة في

. السلسلة مجموع یغیر لا إطلاقاً  متقاربة سلسلة حدود ترتیب تغیر ـ 1
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. إطلاقاً  متقاربة سلسلة هو إطلاقاً  متقاربتین سلسلتین جداء أو فرق أو مجموع ـ 2

. إطلاقاً  متقاربة  عندها  وكان متقاربة  كانت إذا ـ 3

 :لأن ذلك إطلاقاً  متقاربة  السلسلة مثل

  ولأن متقاربة  السلسلة

 تكون وقد متباعدة  عندها  وكان متباعدة  كانت إذا أما ـ 4

. شرطیاً  متقاربة 

: ـ اختبار دلامبیر 5

 

. شك حالة 1 النهایة حالة وفي، متباعدة المعاكسة والحالة متقاربة

. متباعدة  السلسلة ذلك مثال

): كوشي (النوني الاختبار ـ 6

:  متقاربة عندماتكون السلسلة 

 

. شك حالة q = 1 وعندما متباعدة السلسلة تكون q > 1 وعندما
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: مثال

 متباعدة  السلسلة

: راب اختبار ـ 7

  عندما مطلقاً  متقاربة  السلسلة تكون

 

: التابعیة العقدیة السلاسل): 1-4-7(

: مثل تابعیة بسلسلة السلسلة نسمي Z عقدي لمتحول توابع العقدیة السلسلة حدود تكون عندما

 

 نكتب: عندها السلسلة من الجزئیة المجموعات متوالیة  نسمي

 

: تعریف): 1-4-8(

 كانت إذا W(z) التابع إلى D على بانتظام متقاربةإنها   التابعیة السلسلة عن نقول

 تعیین یمكن   أي  أجل من أي ،D على متقاربة  الجزئیة المجامیع متوالیة

N(ε) ∈ N  
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: ایرشتراسف اختبار): 1-4-9(

: كان إذا مطلق وبشكل  على بانتظام متقاربة  السلسلة تكون

 

. متقاربة  السلسلة وكانت  من بـ تتعلق لا أعداد  حیث

 اشتقاق ثم ومن حداً  حداً  السلسلة حدود وتكامل اشتقاق یمكن بانتظام التقارب في: ملاحظة

 والتباین (اً مستمر اً تابع مجموعها كان مستمرة توابع السلسلة حدود كانت وإذا ،تكامله أو المجموع

). الأطراف في یكون ربما

: القوى سلاسل

: تعریف): 10 ـ 4 ـ 1(

 بسلسلة  السلسلة نسمي

 بـ لها ونرمز قوى

                                 

  السلسلة مثل

: كما یلي دلامبیر معیار من مثلاً  یتعین وهو تقارب نطاق لها دوماً  القوى سلسلة أن نلاحظ 
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 مركزه محدود نطاق هناك  یكونعندها اً محدود  كان فإذا ،تقارب قطر نصف هناك أن أي

 من حالة فهناك المحیط على أما ،التباعد نطاق یكون وخارجه التقارب نطاق هو 

 .الحالة حسب متباعدة أو متقاربة الناتجة السلسلة تكون قد :الشك

 إذا أما ،كله  المستوي على متقاربة السلسلة تكون عندها محدود غیر  یكون وعندما

 . عند فقط متقاربة السلسلة تكون عندها  كانت

: النشر في تایلور  نظریة): 11 ـ 4 ـ 1(

 :بالسلسلة ممثل تحلیلي تابع  بفرض

 

: كما یلي معینة  الأمثال تكون عندها

 

: البرهان

: یكون لهذا دوماً  الاشتقاق یقبل فهو عندها  ما منطقة على تحلیلي  أن بما
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: بنفس الطریقة نجد

 

 

: وبشكل عام نجد

 

 

: وبالتالي یكون

 

. العكس لنبرهن

  من داخلیة نقطة  وكانت،  العقدي المستوي من  منطقة على تحلیلیاً   كان إذا

 :فإن  ضمن  ویقع  ومركزها بـ تحیط دائرة  وكان
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.  داخل  نقطة أي أجل من  داخل تحلیلي تابع  حیث

 :)الأولى كوشي صیغ (كوشي علاقة حسب لدینا

 

 لكن

 

 

  أساسها هندسیة سلسلة وفق النشر یمكن لهذا  أن وبما

  فنجد

 

 

 وبفرض
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: نجد وبذلك،  المنحني من  تكن مهما

 

 

 

 وحسب صیغ كوشي التكاملیة نجد:

 

 

حیث: 

 

نلاحظ أن: 

 

لأن: 

 

: روبالتالي نحصل على نشر تایلو،  تحلیلي على لأن 
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): نشر ماك لوران: 12 ـ 4 ـ 1(

 : وهو النشر في جوار الصفر، نحصل على ما یسمى نشر لوران (ماك لوران)إذا كانت 

 

مثال: 

 :انشر التوابع الأساسیة في جوار الصفر

  وقیمها في ، نلاحظ أن مشتقات هذا التابع هي نفسها ـ التابع الأسي 1

 ولهذا نبدل في سلسلة ماك لوران فنجد: 1هي 

 

 أي أنها متقاربة في كل المستوي. ونصف قطر تقارب هذه السلسلة 

  ـ نشر التابع الجیبي 2

نلاحظ: 
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وهكذا نجد: 

 

 

  ـ نشر التابع 3

نلاحظ: 

 

 

 

 

 

 ـ نشر التابع: 4

 

بنفس الطریقة نجد: 
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  ـ نشر التابع: 5

 

 

ات أولر بین التوابع القطعیة والدائریة والتابع الأسي: ق): علا13 ـ 4 ـ 1(

من نشر التابع الأسي وجدنا: 

 

 فجد:  بـ لنبدل كل 

 

 

 

  بـنبدل كل 

 

نجمع العلاقتین الأخیرتین فنجد: 
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لو طرحنا تلك العلاقتین لوجدنا: 

 

 

 نلاحظ: من نشر التابع الأسي 

 

 

 فنجد:  بـنبدل كل 

 

بجمع العلاقتین الأخیرتین نجد: 

 

 

. 2 بعد القسمة على ناولو طرحنا تلك العلاقتین لوجد

 

): العلاقة بین التوابع الدائریة والقطعیة: 14 ـ 4 ـ 1(

 فنجد:  في علاقة ن علاقات الجیب والتجیب القطعي نبدل م
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 أي 

 : بـ أیضاً كل نبدل في علاقة 

 

 

  ـ نشر التابع 6

بتطبیق علاقة ماك لوران في النشر نجد: 

 

 .وبتطبیق معیار دلامبیر نجد أن شرط النشر هو 

  ـ نشر التابع 7

 فنجد:  بـ كل نبدل في نشر 

 

 

  ـ نشر التابع 8

 نلاحظ أن 
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بالمكاملة نجد: 

 

 

 نلاحظ أن:  ـ نشر التابع 9

 

ومنه: 

 

 

 ـ نشر التابع (نشر ذي الحدین لینوتن): 10

 حقیقي 

نلاحظ: 
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وهكذا.. 

 

 

 

ملاحظة: 

 وهذا ممكن عندما یكون ، استخدمنا فكرة مشتق سلسلة وتكامل سلسلة8 ـ 7في نشر التوابع 

 كان التقارب كذلك. التقارب منتظم وهنا على النطاق 

): نشر لورانت: 15 ـ 4 ـ 1(

 ، والثانیة  نصف قطر الأولى  دائرتان متمركزتان عند بفرض 

 : وحید القیمة (غیر متعدد القیم) وتحلیلي على الحلقةلنفرض أن التابع 

 

 وفق السلسلة التالیة: عند ذلك یمكن نشر 

 

 كما یلي: حیث تعطى الثوابت 
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إذا طبقنا نظریة صیغ كوشي التكاملیة على المنطقة بسیطة الاتصال الناتجة عن قطع الحلقة 

 كما في الشكل نجد: بقطعة مستقیمة 

 

 أي نقطة من الحلقة (المنطقة البسیطة) ولقد وجدنا عند برهان نظریة تایلور أن: حیث 

 

حیث: 

 

dt
az
zf

i nna ∫
Γ

+−−
= 1)(

)(
2
1
π

AB

dt
zw

wf
i

dt
zw

qwf
i

zf ∫∫
ΓΓ −

−
−

=
21

)(
2
1)(

2
1)(

ππ

w

n

n
n azdw

zw
wf

i a )()(
2
1

01

−=
− ∑∫

∞

=Γπ

∫
Γ

+−
= dw

aw
wf

i nna 1)(
)(

2
1
π

Γ1 

x 0 

y 

• 

b2 

b1 
a B A • • 

  )2 -4 -1 ( الشكل



- 116-  

 

وبذلك یتم البرهان على: 

 

وهو نشر لورانت على الحلقة: 

 

ملحوظة: 

 لهذا نستخدم الطریقة السابقة فقط ؛ في عملیة معقدةإن إیجاد نشر لورانت باستخدام الثوابت 

 أخرى لإیجاد نشر لورانت بشكل أسهل. اً في الأبحاث النظریة وسوف نرى طرق

): تعین نوع النقطة الشاذة وفق نشر لورانت: 16 ـ 4 ـ 1(

لآخر قوى ا وین أحدهما یحوي قوى موجبة لـءنلاحظ من نشر لورانت أنه یتألف من جز

الجزء التحلیلي والثاني الجزء الرئیسي. أي لدینا: ب. نسمي الأول سالبة لـ

 

 

وهنا نمیز الحالات التالیة: 

 ، نقطة شاذة قابلة للحذف ـ إذا كان نشر لورانت لا یحوي جزءاً رئیسیاً عندها تكون 1

وجد له نهایة یمكن تعریفها بأنها قیمة التابع يولكن ، z=a والتابع یكون عندها غیر معرف عند

 .عند 
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مثل: 

 

 غیر معرف لكن: 

 

 z=a عندها تكون n  في المقام هو وأكبر أس لـاً  ـ عندما یكون الجزء الرئیسي محدود2

 لأن: n من الدرجة اً قطب

 

 غیرمعدومة.والنهایة موجودة وهي 

  نقطة شاذة أساسیة لأنz = a ـ عندما یكون الجزء الرئیسي غیر محدود وعندها 3

 .nغیر موجودة مهما تكن  
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 Soloed problems      ) 17  -4-1أمثلة محلولة (

 

 برهن أن -1

 

 1zبفرض 

 لنفرض أن 

 

 لذا 

 

 بالطرح

 

 

 وعندما 

 

  عندما   لأن   
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 - ادرس تقارب السلسلة2

 

 

= 

 

  الحقیقیة          ملنأخذ سلسلة القي

 

    

 

 فهي متقاربة لهذا تكون سلسلة القیم  هندسیة أساسها  ةوالسلسلة الأخیر

 الحقیقیة متقاربة كذلك سلسلة القیم الوهمیة وبالتالي فالسلسلة العقدیة متقاربة.

 أوجد مجموعة السلسلة العقدیة -3
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 لنأخذ سلسلة القیم الحقیقیة  

  مجموعها وهي سلسلة هندسیة متقاربة لأن أساسها 

  فإن مجموعها أما السلسلة الوهمیة 

 لأن  

 ومنه مجموع السلسلة المطلوبة هو 

 -أوجد سلسلة لورانت للتابع 4
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= 

 قطب من الدرجة الثالثة z=1والنقطة 

1على الحلقة -أوجد سلسلة لورانت لـ 5 < |𝑧𝑧| < 3 
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: 6مثال 

 ثم احسب مجموعها: عین نطاق تقارب السلسلة 
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الحل: 

لأجل تعیین نطاق تقارب السلسلة نطبق أحد معاییر التقارب ولیكن معیار دلامبیر: 

 

 

 

. التقارب نطاق

: نلاحظ المجموع حساب أجل من

 

 

 

……………………….. 

 

  لهذا  التقارب مجال في أنه وبما

 

. السلسلة مجموع أو نهایة وهي
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 :7مثال 

  السلسلة تقارب نطاق عین

. نطبق معیار كوشي: الحل

 

 

 

:  نجد المتراجحة التالیةباستبدال 

 

 :أي نطاق التقارب هو

 :8مثال 

. النشر شرط مبیناً   جوار في  للتابع تایلور نشر أوجد

: الحل

 عندهالنفرض 
   

 

:  نبدل
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  جوار في ذلك فیكون  جوار في ننشر

 

 

 

  فهو النشر شرط أما

 :9مثال 

 للتابع لورانت نشر حالات جمیع عین

 

. الشاذة النقطة نوع مبیناً   الحلقة على النشر هذا أوجد  مركزها حلقة في

: الحل
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 :وهي المقام تعدم التي النقاط هي الشاذة النقاط

: فهي ولهذا شاذة نقطة أي یحوي لا النطاق یكون لأن الموافقة هي النشر وحالات

 

 الكسر نفرق الحلقة على النشر أجل من

 

  

        

  

  

 

: والرابع الثالث الكسر نشر بقي لهذا منشوران والثاني الأول الكسر أن نلاحظ

 

 وهذا محقق
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  لأن محقق وهذا 

. النشر یكون لهذا

: وبجمع النشور نلاحظ

 

. الثانیة الدرجة من قطب 

 :10مثال 

 النقطة نوع مبیناً   الشاذة النقطة مركزها حلقة في التالیة للتوابع لورانت نشر أوجد

. الشاذة

 

 

: الحل
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.  نقطة شاذة قابلة للحذف

 

 

.  نقطة شاذة أساسیة

 

 

: حیث

 

 حظ أننلا 

 عندما 

 لهذا 
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.  قطب من المرتبة الثانیة

 

 

 تحلیلي جزء                                     

. الثالثة الدرجة من قطب 

 :11مثال 

: الراسب وعین التالیة للتوابع الشاذة النقطة وبین عین

 

 

 

: الحل
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 1ساسیة الراسب عندها أ شاذة 

 

 

 :أقطاب بسیطة الراسب عندها

 

 

 

 

 :أقطاب بسیطة الراسب عندها

 

...............
!5
1

!3
11)( 531 zzz

zf +−=

0=z

z
zf

cos
1)(2 =

2
)12( π

+= kz

z

kz

kz
cos

2
)12(

lim
2

)12(

π

π

+−

+→

.,.........2,1,0)1(

2
)12(

1
=−=

+−
= k

kSin

k

π

Cosz
Sinztgzzf ==)(3

2
)12( π

+= kz

z

Sinzkz

kz cos
2

)12(

lim
2)12(







 +−

+→

π

π



- 130-  

 

 

 

.  قطب مضاعف قطب بسیط 

 

 

 

 

 الأقطاب 

 

 

: أقطاب بسیطة
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 Supplementary  problems   )18- 4-1تمارین إضافیة (

-اختبر تقارب السلاسل التالیة: 1

     ؛   ب-   أ- 

 

      ؛   ء- ح- 

 الأجوبة: أ- ب متباعدة     ح-ء متقاربة

 

 

 -عین نقطة تقارب كل من السلاسل:2

    ؛   ب- أ-  

   ؛   ء- جـ- 

izالأجوبة:  أ- 21 iz ؛     ب-   >− +<1 

iz        جـ-      z>∞   ؛   ء- 2<+

   - عین سلسلة تایلور للتابع  3

     في جوار 
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 -عین سلسلة ماك لوران للتوابع 4

 

 

 :أن برهن سلسلة تقارب تعریف مستعملاً  ـ 5

z
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 یكن مهما وذلك الصفر من بانتظام تتقارب  السلسلة أن برهن ـ 7

 التقارب؟ نطاق توسیع یمكن هلو ،

  أجل من مطلقاً  متقاربة  السلسلة أن برهن ـ 8

∑ السلسلة تقارب نطاق أوجد ـ 9
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: التالیة للتوابع لورانت سلاسل أوجد ـ 10

 

 

  حیث  التابع انشر ـ 11

  التابع انشر ـ 12

: التالیة الحالات في

  ـ أ

  ـ ب

  ـ ج

  ـ د
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 الخامس الفصل

وتطبیقاتها الرواسب نظریة  

The Residues Theorem and it’s Applications 

 

 :تمهید

 أو والصقیلة ةهوالموج المغلقة المستمرة بالدائرة محاطة منطقة على تحلیليٌ  تابعٌ   بفرض

 سلسلة وفق التابع هذا نشر یمكن أنه وجدنا ولقد ، الدائرة مركز عدا فیما  جزئیاً  الصقیلة

: كمایلي لورانت

 

 

: العلاقات وفق الثوابت هذه وعینا

 

 

  أجل من أنه  علاقة من نلاحظف ، داخل تقع  مركزها دائرة  حیث
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 :أي

 

 مع  التكامل حساب لأمكن عرف لو أنه وهي ممیزة صفة له  الثابت أن أي

 عند  التابع براسب الثابت هذا نسميف ، داخل الواقعة a النقطة في شاذ  أن

 بـ له ونرمز  الشاذة النقطة

 

 :الرواسب حساب طرق): 1 ـ 5 ـ 1(

 أخرى طرق إلى یلجأ ولهذا ؛بالسهل لیس أمر السابقة التكاملیة العلاقة وفق الراسب إیجاد إن

. الشاذة النقطة نوع حسب نرتبها

 یكون وبالتالي  أمثال یحوي لا لورانت نشر فیها یكون :للحذف القابلة الشاذة النقطة ـ 1

. صفراً  الراسب

: العلاقة من عندها الراسب یتعین: البسیط القطب ـ 2

 

: مثال ذلك
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  قطب بسیط

 

 : الدرجة من قطب الشاذة النقطة ـ 3

: العلاقة من الراسب یتعین عندها

 

: مثال ذلك

 

  لهذا یكون التابع شاذ عند 

 

 

: أساسیة شاذة النقطة ـ 4

  أمثال وتعین النشر غیر طریقة یوجد لا عندها

: مثال ذلك
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 ننشر في جوار 

 

 

: الرواسب نظریة): 2 ـ 5 ـ 1(

 عدا فیما  على تحلیلیاً   كان وإذا ، المنحني بها یحیط منطقة  بفرض

  :عندهاف ، داخل الأساسیة الشاذة النقاط أو الأقطاب

 

 . داخل الواقعة الشاذة النقاط أو الأقطاب هي 

: البرهان

  أن وبما ، حیث  ومستمر موجهٍ  نٍ بمنح  شاذة نقطة كل نحیط

 الأخیرة المنحنیات هذه تكونف ، والمنحنیات  بین المحصورة المنطقة على تحلیلي

: لدینا یكون التحلیلیة التوابع في كوشي نظریة حسب أي ، للمنحني مكافئة

 

: وحسب تعریف الراسب نجد
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 :ومنه

 

 

: اللانهایة في الراسب): 3 ـ 5 ـ 1(

 العقدي بالمستوي یسمى ما على نحصل العقدي المستوي إلى  النقطة أضفنا إذا

. الموسع

 :تعریف): 4 ـ 5 ـ 1(

: الخاصة یحقق بأنه اللانهایة في  التابع راسب نعرف

 

. التكامل علیه یحسب الذي  المنحني داخل الواقعة الأقطاب  حیث

: كمایلي  للتابع اللانهایة راسب یعطى

 

: البرهان

: نعلم أن
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 لنجرِ التحویل، و الأقطاب داخل 

 

 

وحسب نظریة الرواسب نجد: 

 

 

ومنه: 

 

 ولا یوجد فیه غیر ، الدوران عكس عقارب الساعةة وجه منحنٍ محیط بالنقطة حیث 

 نقطة شاذة. 

ملحوظة: 

 وأقطابه داخل هذا ، یحدها المنحني الموجه  یراد مكاملته على منطقة بفرض 

یلي:   لهذا نحسب هذا التكامل كما؛المنحني هي 
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 .وهذا یسهل علینا الحساب

تطبیق: 

احسب التكامل: 

 

  الدائرة حیث 

 الحل:

 لهذا یكون: ،نلاحظ لدینا خمسة أقطاب تقع داخل الدائرة 

 

 

نجد: 
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): تطبیقات نظریة الرواسب في التكاملات الحقیقیة: 5 ـ 5 ـ 1(

سوف نبین أنه یمكن استخدام نظریة الرواسب في حساب بعض التكاملات الحقیقیة وذلك 

باستخدام محیط معین واختیار تابع معین. 

 ـ حساب التكامل من الشكل: 1

 

لحساب هذا التكامل یلزم مایلي: 

 . ـ حدود التكامل كما هي واضحة 1

 (أي تابع كسري  تابع كسري جبري بسیط بـ ـ التابع 2

 .مثلثاتي) ومقامه لا ینعدم من أجل أیة قیمة حقیقیة لـ

عندها نتبع مایلي: 

 وبالتالي:  فنجد أن حدود التكامل أصبحت توافق المنحني نفرض 
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نبدل في علاقة التكامل فنجد: 

 

 

وحسب نظریة الرواسب فإن هذا التكامل یساوي: 

 

 . الأقطاب الواقعة داخل 

تطبیق: 

احسب التكامل الحقیقي: 

 

 حدود التكامل.   فنجدنفرض 
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الأقطاب تتعین بـ: 

 

 

 

هناك قطب بسیط واحد لنحسب الراسب عنده. 
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 ـ حساب التكاملات ذات الشكل: 2

 

 من أجل ذلك نتأكد من الشروط التالیة: ، تابع كسري جبري بسیطحیث 

.  ـ حدود التكامل 1

.  تابع كسري جبري بسیط لا ینعدم مقامه من أجل قیمة حقیقیة لـ ـ 2

 : على الأقل أو أنه یحقق2 أقل من درجة المقام بـ ـ درجة البسط في 3

 

 

كامل هذا التابع على ن و، في  بـ الناتج عن استبدال عند ذلك نختار التابع 

 . یسعى إلى اللانهایة وهي نصف دائرة فوق محور العینات نصف قطرها المنطقة 

یمكن البرهان ضمن هذه الشروط أن: 
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 الأقطاب الواقعة فوق محور السینات. حیث 

بسهولة نرى: 

 

 

لأن طویلته ؛  حسب الشروط المفروضةلكن التكامل الأول یسعى إلى الصفر عندما 

 : تسعى إلى الصفر وبالتالي

 

تطبیق: 

احسب التكامل: 

 

الحل: 

 : یحققوالتابع ، نلاحظ أن حدود التكامل 

 ،2یكفي و 4 كذلك درجة البسط أقل من درجة المقام بـالمقام لا ینعدم من أجل قیمة حقیقیة لـ

 : ونبحث عن أقطابهنختار  عندها
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الأقطاب الواقعة فوق محور السینات (في نصف المستوي العلوي) هي: 

                 

الرواسب كما یلي:  تحسب  بهذا ،وهي أقطاب بسیطة
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: الشكل ذات التكاملات حساب ـ 3

 

 

: التالیة الشروط من نتأكد ذلك أجل من

.  التكامل وحدود  ـ 1

. لـ یةحقیق قیمة أجل من ینعدم لا مقامه بسیط جبري كسري  التابع ـ 2

.  أي الأقل على 1بـ المقام درجة من أقل البسط درجة ـ 3

 عند ذلك نختار التابع

 

 الظاهرة  المنطقة على ونكامل بـ  باستبدال  من علیه نحصل  حیث

: فنجد  إلى یسعى  قطرها نصف السینات محور فوق دائرة نصف وهي ،الشكل في
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. السینات محور فوق الأقطاب 

 المسألة شروط وفق  إلى  تسعى عندما الصفر إلى یسعى  التكامل إن

 :یكون لهذا ؛المفروضة
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: تطبیق

: احسب التكامل

 

: الحل

  التكامل وحدود 

  التابع

 1 یكفي 2بـ المقام درجة من أقل البسط درجة كذلك لـ حقیقیة قیمة أجل من ینعدم لا المقام

: التابع نختار

 

). العلوي المستوي نصف في (السینات محور فوق الواقعة الأقطاب عن نبحث
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: ـ حساب التكاملات 4

 

 

 

.  للتابع حقیقیة أقطاب وجود عدم شرط عدا 3 و 2 الحالة في الواردة الشروط ضمن

 الحالتین في ورد لما مشابهة وبمناقشة ،الأقطاب هذه وجود إمكانیة نفترض الحالة هذه في وهنا

: نجد 3 و 2
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. السینات محور على الواقعة الأقطاب  حیث

: بالشكل الظاهرة فهي  المنطقة وأما السینات محور فوق الواقعة الأقطاب 

 

 

 

 

 

: تطبیق

: احسب التكامل الحقیقي

 

 من أقل البسط درجة  والتابع  التكامل وحدود  أن نلاحظ

 نختار السینات محور وفوق السینات محور على المقام ینعدم كذلك 1 یكفي 3بـ المقام درجة

: التابع
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: لنعین الأقطاب المطلوبة

 

 

 

 

مطلوب غیر             

. بسیطة أقطاب كلها وهي
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: ـ حساب التكامل 5

 

. كسري عدد 

: التالیة الشروط تحقق من نتأكد التكامل هذا حساب لأجل
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 .  إلى 0 من التكامل وحدود كسري  ـ 1

: مایلي یحقق  التابع ـ 2

. لـ موجبة حقیقیة قیمة أجل من مقامه ینعدم لا ـ أ

  یحقق ـ ب

: بالشكل الظاهرة المنطقة على  التابع نكامل ذلك عند

  

 

 

 

 

 

 

 :فنجد عندها أن

 

 . داخل الأقطاب 
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: البرهان

 ، إلى یسعى  قطرها ونصف 0 مركزها دائرة هي الشكل في كما المختارة المنطقة إن

 التكامل فإن وعلیه ، للتابع تفرع نقطة  لأن  المحور نصف منها حذف

: وهي تكاملات أربعة إلى تجزئته یمكن علیها

.  قطرها ونصف الكبرى الدائرة على التكامل ـ 1

.  قطرها ونصف الصغرى الدائرة على التكامل ـ 2

  وعلیها الدائرة محیط إلى المركز من المستقیمة القطعة على التكامل ـ 3

 بسبب  وعلیها المركز إلى الدائرة محیط من المستقیمة القطعة على التكامل ـ 4

.  كاملة دورة الدوران

: الرواسب نظریة حسب لدینا أي

 

  

 

 

. صفر نهایتهما أن نبرهن وسوف ،الصغرى على و الكبرى الدائرة على التكامل  حیث
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لكن:  

  

ومنه: 

 

 ینعدمان لأن:  و إن التكاملین على 

, ,  

 ولهذا فهذان التكاملان ینعدمان لانعدام طویلتیهما. ،حسب الشروط
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تطبیق: 

احسب التكامل: 

 

 وبالتالي فهي نلاحظ الشروط محققة ولهذا نجد أن الأقطاب هي أقطاب التابع 

 وهي أقطاب بسیطة. 
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 Solved Problems ) 6 – 5 – 1(  تمارین وأمثلة محلولة

: 1 مثال

 :بین أنواع النقاط الشاذة في كل مما یلي وعین الراسب عند كل منها

 

 

              

 

أقطاب بسیطة. 

 

 

 

 

 نقطة شاذة قابلة للحذف.  قطب بسیط لأن 

 أقطاب بسیطة. 
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 أقطاب بسیطة. 
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: 2 مثال

احسب التكامل: 

 

 في جوار الصفر. ننشر التابع 

 

 

 

 وبالتالي: 1 قطب من الدرجة الأولى الراسب عندها نلاحظ أن 

 

احسب التكامل: : 3مثال 

 

 

. ننشر التابع المستكمل في جوار الصفر النقطة الشاذة الواقعة داخل 
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. 3 قطب من المرتبة 

 

 نبحث عن أمثال 

  أمثال 

إذاً : 
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: 4 مثال

احسب التكامل: 

 

 نجد: بفرض 

 ,       ,     

 

نبدل: 

 

 

 

  قطب بسیط داخل 
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وهو قطب بسیط أیضاً . 

 

 

 

احسب التكامل: : 5 مثال

 

 زوجي، لهذا نلاحظ أن التابع 

 

 فنجد أن الأقطاب تتعین بـ: الشروط في الحالة الثانیة محققة لهذا نختار 
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 فهي تقع تحت محور السینات ولا لزوم بها. أما الأقطاب 

 

 

 

 

 

 

 

احسب التكامل: : 6 مثال

 

 یحقق شروط الحالة الثالثة ولهذا نختار التابع:  والتابع نلاحظ أن 
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وأقطابه المطلوبة فقط القطب: 

                

 

 

 

 

احسب التكامل: : 7 مثال

 

نلاحظ أن هذا التمرین ینطبق على الحالة الرابعة عندما یوجد أقطاب تقع على محور السینات 

 :یلي وفوقه لهذا نلاحظ ما

-). ∞، ∞ ـ حدود تكامل (1

 تابع كسري جبري بسیط.  ـ التابع 2

 درجات.ثلاث  أقل من درجة مقامه بطهینعدم مقامه من أجل جذور حقیقیة وعقدیة ودرجة بس

 وهي نصف المستوي العلوي مع محور كامل على ن و ـ نختار التابع 3

السینات فنجد: 
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  ox الأقطاب على bj , ox الأقطاب فوق ajحیث 

 

            k = 0,1,2 
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:  8 مثال

 احسب التكامل 

 لنحسب التكامل 

  یحقق نلاحظ التابع 

 

 

 

  أقطابه نأخذ 

 

 

لنجرِ بعض الإصلاحات: 
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 Supplementary Problems ) 7 – 5 – 1 ( تمارین إضافیة

 

 ـ أوجد رواسب التوابع التالیة: 1

 

 

 ـ احسب التكامل: 2

 

كاملات الحقیقیة التالیة: تـ احسب ال3
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 السادس الفصل

) المحافظة (المطابقة التطبیقات

Conformal Mapping 

 

: المطابق التطبیق

 إلى  المستوي في تحلیليٌ  تابعٌ   حیث بفرض

 قسمیه من كلاً  أن نلاحظ . منطقة من هقیم ویأخذ  منطقة على معرف  المستوي

 :أي)  كان إذا  أو (لـ تابع  والوهمي الحقیقي

          ,                    

 .و  المستویین یربطان التطبیق لهذا معادلتان وهما

 تقابل التطبیق هذا نسمي  المستوي من فقط واحدة نقطة  المستوي من نقطة كل قابل إذا

  المستوي من مغلقة منطقة عام بشكل یحول التطبیق هذا إنف نعلم وكما ،)ومتباین غامر(

.  المستوي من مغلقة منطقة إلى

  المستوي في المنطقة مساحة و  المستوي في المنطقة مساحة  كانت فإذا

 )تحلیلي  لأن موجود وهذا( ةمستمر جزئیة مشتقات  من لكل كان وإذا ،المقابلة

: عندها
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: حیث

 

 

  

: المعادلتین حل نستطیع وعندما ،التطبیق یعقوبي إلا هو ما السابق المحدد إن

 

 : أيبالنسبة لـ

 

لـ الجزئیة المشتقات كانت وإذا ، مقلوب أو العكسي بالتطبیق یسمى ما على نحصل

 المعاكس التحویل ویعقوبي  التحویل یعقوبي فإن مستمرة لـ بالنسبة و 

: بالعلاقة یرتبطان

 

 نسمي شاذ غیر التطبیق كان  أي معدوم غیر  الیعقوبي هذا كان فإذا

. الحرجة بالنقاط  عندها ینعدم التي النقاط
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: تعریف): 1 ـ 6 ـ 1(

 الزاویة  المستوي في نيمنحني  وكان ،موضعي) تقابل (تطبیق  بفرض

 سمینا أیضاً   بینهما الزاویة وكانت ، المستوي في  همااوصورت  بینهما

). محافظاً  (مطابقاً  تطبیقاً  

: نظریة): 2 ـ 6 ـ 1(

 العقدي المستوي من  المنطقة في  ومشتقه هو تحلیلیاً   كان إذا

. مطابق تطبیق فهو

: البرهان

: أن نعلم

  

: فإن ولهذا

 

 

 

 

:  المنحنین على الشكل من نلاحظ
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 على 

 

: ومنه

 

 

. مطابق فهو الزوایا على یحافظ التطبیق أي
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: العامة) المطابقة التطبیقات (المحولات بعض): 3 ـ 6 ـ 1(

: الانسحاب تطبیق ـ 1

: یلي كما المعرف التطبیق هو

 

 

 حدود كثیر لأنه تحلیلي فهو ،السابقة النظریة حسب مطابق تطبیق هو التطبیق هذا أن نلاحظ

. متشابهة أشكال هي بانسحاب الناتجة الأشكال ؛لهذاو ،ینعدم لا ومشتقه الأولى الدرجة من

: الدوران تطبیق ـ 2

: یلي كما التطبیق هذا یعرف

 

 عقارب عكس ( بزاویة تدور عنه الناتجة والأشكال مطابق تطبیق هو التطبیق هذا أیضاً 

. الساعة عقارب وفق ذلك یتم  وعندما) الساعة

: التحاكي تطبیق  ـ 3

: التالي التطبیق وهو

 

لـ المباشر وبالاتجاه) متشابهة (متحاكیة أشكال هي المطابقة التطبیق هذا عن الناتجة الأشكال

.  عندما ذلك وعكس  عندما 
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: ـ التطبیق العكوس 4

 

. مطابق تطبیق أیضاً  وهو

 

: الخطي التطبیق ـ 5

 

. وانسحاب تحاك من التطبیق هذا على نحصل لـ مناسب باختیار أنه ونلاحظ

: ـ التطبیق ثنائي الخطیة 6

 

  بشرط

. للثوابت مناسب باختیار السابقة التطبیقات كل یمثل وهو مطابق أیضاً  التطبیق وهذا

 :الوحدة دائرة على العلوي المستوي نصف تطبیق ـ 7

: یلي كما التطبیق هذا یعرف

 

 دائرة في داخلیة بنقاط تقابل السینات محور فوق الواقعة النقاط أن التطبیق هذا في نلاحظ

. الدائرة هذه محیط على تقع فصورها السینات محور على الواقعة النقاط أما الوحدة
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و ،السینات محور فوق الواقعة النقاط أجل من  أن نبرهن أن یكفي ذلك على للبرهان

. السینات محور على الواقعة النقاط أجل من 

: ملحوظة

 هذه علیها تنطبق فلا الكبیرة المضلعات أما بها مشابهة بمضلعات تقابل الصغیرة المضلعات إن

. بذلك یشهد الأخیر والتطبیق الخاصة

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 الوحدة دائرة قرص على العلوي المستوي نصف تطبیق                   
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: الخاصة التطبیقات بعض

: العلوي المستوي نصف على  الرأسیة زاویته مستوٍ  من قطاع تطبیق ـ 1

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 العلوي المستوي نصف على  زاوي قطاع تطبیق
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: كرستوفل ـ شوارتز تطبیق ـ 2

 ، منطقة ویحد  الداخلیة زوایاه  المستوي في مضلع  بفرض

 تقابل وهي  المستوي في أشعة تمثل  النقاط أن أیضاً  لنفرضو

.  المستوي في الحقیقي المحور على الواقعة  النقاط

 یحقق هو  المستوي من العلوي النصف على المضلع ذلك یطبق الذي التطبیق هذا إن

: مایلي

 

 

. ثوابت  حیث

: نلاحظ أن یلزم

. نرید كما  من نقاط ثلاث أي اختیار یمكن ـ 1

.  المضلع واتجاه وموضع حجم یحددان  الثابتین إن ـ 2

 یحذف عندها  ولتكن اللانهایة في  النقاط إحدى اختیار المفید من ـ 3

  العلاقتین من  العامل

. مغلق لمضلع كنهایة اعتباره یمكن المنتهي غیر المفتوح المضلع ـ 4
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 :كرستوفل ـ شوارتز تطبیق علاقة على البرهان

: العلاقة من الحاصل التطبیق یلزم هذا لأجل

 

 أضلاع ( المستوي من الحقیقي المحور داخل على  المستوي في معطى مضلع یطبق

). المضلع

:  نجدمن العلاقة 

 

 المضلع على  تتحرك عندها  یمین على  یسار من  على  تتحرك عندما

 فإن الیمین إلى الیسار من  تعبر وعندما ، باتجاه) المضلع ضلع على(

  الأخرى الحدود كل بینما  إلى  من تتغیر 

 ،بـ أي بـ یزداد  أن نجد وبهذا ،ثابتة تبقى

 اتجاه بعكس [ عبر المرور عند العوامل لبقیة بالنسبة التغیر نفس ویحدث

)]. المضلع على وذلك (الساعة عقارب

: العوامل مجموع أن برهن   ـ 5

 

 . 2- تساوي مغلق مضلع أي أجل من شوارتز ـ كرستوفل تطبیقات في الواردة

 :وبالتالي  یساوي مغلق مضلع لأي الخارجیة الزوایا مجموع إن
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 نقسم على 

 

: العلاقة من عندها  أن كرستوفل ـ شوارتز تطبیق في لنفرض ـ 6

 

. ثابت  حیث ، لنفرض

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 كرستوفل ـ شوارتز تطبیق
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: نجد قوس خارج الأخیر العامل من  وبإخراج

 

:  نجدوعندها 

 

 ـ  7

: مثلاً 

 

 :ـ التطبیق 8
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 Solved Problems  )  4 – 6 – 1 ( وتمارین أمثلة

  

: بالشكل  المستوي في المعین المستطیل  لیكن ـ 1

                       

: التالیة التطبیقات وفق لـ المقابل  النطاق أوجد

  ـ أ

  ـ ب

  ـ ج

: الحل
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: أ ـ نلاحظ

                     

 

 

 ب ـ 

 

 

              

 

 

 

 

 ج ـ 
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: نلاحظ أن

                      

 

 

: للمنطقة المقابلة المنطقة عین ـ 2

 

 :وفق التطبیق
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 :لحلا

 

 

              

 

 ومنه    

 

 ومنه   
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    ومنه

 

 :النقاط ینقل الذي الخطیة ثنائي التطبیق أوجد ـ 3

 

 

 .الترتیب على : النقاط إلى

: الحل

 

 

 

 

 :نجد عندها  ولیكن اً اختیاري المجاهیل أحد نجد السابقة المعادلات جملة وبحل
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: التالي التطبیق في المتغیرة غیر النقاط أوجد ـ 4

 

 :الحل

  النقطة الثابتة تحقق 

 

 

 

 

                   

  هي الثابتة النقاط

 

 برهن  وسیطي بشكل معطى  المستوي في منحنیاً   لیكن ـ5

 :التطبیق وفق السینات محور على یطبق أن یمكن المنحني هذا أن

 

    و   لنفرض 

: عندها نجد
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  من أجل محور السینات 

 

 :أي

 

 . المنحني معادلة تمثل وهي

 

 

 :تطبیق

 

 القطع هذا یطبق تطبیق هناك عندها ، المستوي في ناقص قطع   لنفرض

 :هو التطبیق وهذا السینات محور على

 

   ،   هو للقطع الوسیطي التمثیل

 :المطلوب التطبیق إذاً 
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 Supplementary Problems )  5-6-1 (إضافیة تمارین

 

  بالأشعة المعین  المستوي في  المثلث لدینا لیكن ـ 1

 :التطبیقات وفق  صورته أوجد

  ;               ;        

: التطبیقات وفق السابقة المسألة في الذكر السابق  المثلث صورة أوجد ـ 2

            ;            ;    

 :ـ بیّن أن التطبیق 3

 

. ناقص قطع خارج إلى  الدائرة داخل ینقل حقیقي  حیث

 :التطبیقات وفق  المستوي في  المستقیم صورة عین ـ 4

        ,        

 :النقاط یقابل الذي) الخطیة ثنائي (الخطي التطبیق أوجد ـ 5

    ,         ,        

 :بالنقاط

   ,                ,      
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 الثاني الباب

 توابع الخاصة ــ تحویلات لابلاس التحلیل فورییه ــ 

Functions Expansion using Fourier series and integral 

Special Functions 

Laplace Transforms 
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 الأول الفصل

 فورییه وتكامل فورییه وسلسلة) التوابع (لاالدو نشر

Functions Expansion according to Fourier series and integral 

 

 :تمهید 

وجدنا من خلال دراستنا للتحلیل الریاضي أنه یمكن نشر الدوال (التعبیر عن تابع ما وفق توابع 

 (أو ماك لوران) وذلك ضمن شروط خاصة (متعلقة بالاستمرار رأبسط منه) وفق سلسلة تایلو

والاشتقاق) تحققها الدوال ومشتقاتها. واجه العلماء نتیجة أبحاثهم ضرورة نشر بعض التوابع التي 

 ولقد استطاع العالم ،لا تحقق هذه الشروط وخاصة في مجال الهندسات بفروعها المختلفة

) وذلك عند دراسة مسألة انتقال الحرارة تمثیل بعض 1830 ـ 1768الفرنسي جوزیف فورییه (

من هذه التوابع (محققة لشروط خاصة سنعرفها لاحقاً ) وفق سلسلة دوال بسیطة مثلثاتیة. 

تعریف:  )1 ـ 1 ـ 2(

 وكان ،نها ملساء إذا كانت مستمرةإ  معرفة على الفترة  )التابع (نقول عن دالة

  معرفة على فترة  أما إذا كانت ، على الفترة اً  مستمرمشتقها 

 عندها فإن ، ملساءَ على كل فترةیمكن تقسیمها إلى عدد منتهٍ من الفترات بحیث تكون 

 تسمى ملساء قطعیاً . 

ي دالة تلك النقطة التي لا یكون المشتق الأول ننسمي النقطة شاذة على منح  ):1ملحوظة (

 وهناك أنواع كثیرة للنقاط الشاذة نذكر منها ، أو أن التابع یكون فیها غیر معرف،فیها موجوداً 

النقاط المضاعفة والمنعزلة ونقاط التراجع (یمكن التعرف على هذه النقاط من أي كتاب في 

 التحلیل الریاضي ورسم الدوال).
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)تعریف: 2ـ  1 ـ 2(

  دالة دوریة إذا حققت الشرط تكون الدالة التابع 

.  مجموعة الأعداد الصحیحةZ و عدد حقیقيTحیث 

)تعریف: 3ـ 1 ـ2(

نه یحقق شروط دیرخلیه إذا حقق ما یلي: إ نقول عن تابع 

 معرف على الفترة:  ـ 1

 

 .)Piecewise Continuous  ([c, c+2l] مستمران جزئیاً (مقطعیاً ) على )F`(x), F(x(( ـ2

 عدد صحیح. k حیث )F(x) = F(x+k(2l))( ـ 3

 :خطوط بیانیة لتوابع مستمرة ومستمرة قطعیاً 
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 ومستمرة قطعیاً  ملساء دالة )1 -1 -2 ( الشكل
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ب ؟ خئك زئ لذب لك زة ل  

ن التابع المحقق لشروط دیرخلیه یمثل وفق السلسلة: إ فورییه أكدلقد 

                                  (2-1) 

 تعطى بالعلاقات: bn , an , a0ن الثوابت إو،(قد توجد نقاط انقطاع) c< x < c+2l حیث

                                  (2-2) 

 كما یلي: وأما في نقاط الانقطاع فیمكن أن یعرف 

 

  و، من ناحیة الیمینx أي السعي إلى x+0 نقطة الانقطاع (من النوع الأول) والمقصود xحیث 

x-0  السعي لـتعنيxوفي المسائل نختار الثابت ، من ناحیة الیسار c بحیث تنطبق حدود 

) على بدایة ونهایة الفترة (فترة الدور). 2ـ2التكامل في العلاقات (

x
l

nSinbx
l

nCosaaxF n
n

n 





+






+= ∑

∞

=

ππ
1

0

2
)(

.....

)()(1

)()(1

)(1

2

2

2

0
















=

=

=

∫

∫

∫

+

+

+

lc

c
n

lc

c
n

lc

c

xdx
l

nSinxF
l

b

xdx
l

nCosxF
l

a

dxxF
l

a

π

π

)(xF

{ })0()0(
2
1

−−+ xFxF

 )2 -1 -2 ( الشكل



- 198-  

 

إثبات ادعاء فورییه: 

: T = 2l) على فترة الدور 1ـ1لنكامل العلاقة (

 

 نجد أننا نكاملها ضمن  هو   و وبملاحظة أن دور كل من 

 وبالتالي: 2l مضاعفات الدور

 

 لهذا نجد:

  

 

ومنه: 

 

 

 ثم نكامل على فترة الدور فنجد: ) بـ2ـ1 لنضرب العلاقة (،كذلك
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نلاحظ أن: 

 

لأنه تكامل تابع مثلثاتي على مضاعفات الدور: 

 

 

لأن كلاً منهما تكامل تابع دوري على مضاعفات الدور ویساوي الصفر. 

= 

 

 أما التكامل الثاني فهو ،التكامل الأول معدوم لأنه تكامل تابع دوري على فترة مضاعفات الدور

عندها یصبح مساویاً لـ:  m = n كذلك إلا عندما

 

ومنه: 
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أي: 

 

وهي العلاقة المطلوبة. 

سبق  نحصل على:   ثم كررنا ما) بـ2ـ1بنفس الطریقة لو ضربنا العلاقة (

 

 ):1 (ملحوظة

 .…،n= 1,2,3)  بثوابت أولر وفیها 2ـ2نسمي الثوابت المحسوبة في العلاقات (

): 2ملحوظة (

إن شروط دیرخلیه هي شروط كافیة للنشر وغیر لازمة. 

حالة خاصة: 

 یصبح شكل سلسلة فورییه كما یلي: T = 2πعندما یكون دور الدالة 
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): الدوال الفردیة والدوال الزوجیة ونشر فورییه: 4ـ 1ـ 2 (

] Half Range Expansion(ما یسمى النشر على نصف الدور) [

 دالة زوجیة إذا حققت العلاقة: oy فترة متناظرة بالنسبة لـعلىالمعرفة F(x(نسمي الدالة 

 

ونسمیها دالة فردیة إذا حققت العلاقة: 
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بعض بیانات دوال فردیة أو زوجیة 

 

 

 

 

            f2, f1 تابعان زوجیان 

−1 ≤ 𝑥𝑥 ≤ 1             
 

 

 

 

 

 

 

 

                                                        

                                                         −1 ≤ 𝑥𝑥 ≤ 1 

 

2)(1 xxf =xxf cos)(2 =

22
ππ

≤≤
− x

Sinxxf =)(4 xxf =)(3

ππ ≤≤− x

F2(x) = cos x F1(x) = x2 

1 1 - x 

F4(x) = Sin x 

π - π 

1 

F3(x) = Sin x 

1 -

 )4 -1 -2 ( الشكل )3 -1 -2 ( الشكل

 )5 -1 -2 ( الشكل
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هناك دوال معرفة على مجال متناظر غیر فردیة وغیر زوجیة مثل: 

 

لكن كل دالة معرفة على مجال متناظر هي مجموع دالتین إحداهما فردیة والأخرى زوجیة 

 

 زوجیاً فإن: نلاحظ أیضاً أنه إذا كان التابع 

 

 كذلك بنفس الطریقة إذا كان أي أن سلسلة فورییه للتابع الزوجي لا تحوي حدوداً بـ

 تابعاً فردیاً فإن: 

 

. والسلسلة الناتجة (سلسلة فورییه) لا تحوي حداً ثابتاً ولا حدود فیها 

مما سبق یمكننا عمل التالي: 

 عندها یمكننا نشر هذا التابع وفق سلسلة جیوب  على الفترة اً  تابعاً ما معرفلیكن 

ق الطریقة الآتیة: ففقط أو وفق سلسلة جیوب تمام و

.  ( ولكننا نستطیع تحویله إلى تابع دوري) قد لا یكون دوریاً : التابع ملاحظة
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 ـ النشر وفق سلسلة جیوب تمام: 1

نشر وفق ال ولنفرض أننا نرید  تابع ما غیر دوري معرف على الفترة لنفرض أن 

العملیة التالیة: با نقوم ه عند، فیها جیوب تماماً ن السلسلة لا تحوي إلا حدودإفورییه بحیث 

 بالشكل  على الفترة لیصبح معرفاً  المعرف على الفترة دد التابع ملن

التالي: 

 

 F1(x) الدالة أن نجد عندها

 تحقق وهي زوجیة دالة هي

 إذا فیما (فرضاً  فورییه شروط

 دور هو  أن اعتمدنا

 وعندها) F1(x) الدالة

 :نجد فورییه نشر وحسب

 

          أو        

: یكون لهذا  الفترة على F1(x) = F(x) أن وبما

                                     (2-3) 

 

: جیوب سلسلة وفق النشر ـ 2
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 نحدد عندها ،دوري غیر وهو فورییه وفق نشره ونرید  على معرف تابع  لنفرض

: یلي كما  الفترة على التابع هذا

 

 هو F1(x) الجدید التابع أن نلاحظ

 افترضنا إذا لهذا ؛عملاً  فردي تابع

 أنه نجد  ودوره دوري أنه

 أن بفرض (فورییه وفق نشره یمكن

) مقطعیاً  مستمران ومشتقه 

 لأنه جیوب سلسلة وفق وذلك

: یكون وبالتالي ،فردي

 

          أو        

: یكون عندها )l,0( الفترة على F1(x) یطابق F(x) أن وبما

 

  الفترة على

 

ملحوظة :
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 الفردیة التوابع حالة في أما ،العینات لمحور بالنسبة اً متناظر التابع بیان یكون الزوجیة التوابع في

. للمبدأ بالنسبة متناظراً  یكون البیان فإن

: فورییه لسلسلة العقدي النشر): 5ـ1ـ2 (

 فورییه سلسلة وفق تمثیله یمكن) ةالكافي (دیرخلیه لشروط المحقق  التابع أن وجدنا لقد

: یلي كما

 

.  التابع دور فترة على وذلك

: نجد والأسیة المثلثاتیة التوابع بین الرابطة أولر علاقات استخدمنا إذا

 

 

 :نبدل في سلسلة فورییه

 

 

: إذا استخدمنا الاصطلاحات التالیة
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: نجد

 

: أي

 

. العقدي فورییه نشر وهو

: أن C-n , Cn , C0 تعریف علاقات من نلاحظ Cn نيتعي یلزم النشر یتم حتى

 

 

 

 أیضاً  الانتقال یمكنناو ،العقدي النشر إلى الحقیقي النشر من بالانتقال تسمح) 2ـ5 (العلاقات إن

: أن بملاحظة الحقیقي إلى العقدي النشر من
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): Harmonic Analysis (التوافقي التحلیل): 6ـ1ـ2 (

 رأینا كما التوابع هذه ومثل ،دوریة توابع وفق تمثل الفیزیائیة الظواهر من الكثیر فإن نعلم كما

 اهتزازات بدلالة الدوریة التوابع عن التعبیر یمكن أخرى جهة ومن ،فورییه بسلسلة تمثیلها یمكن

 التمثیل هذا مثلو ،إحداها لتواتر صحیحة بأمثال التواترات هذه تختلف حیث ،التواتر مختلفة

 وسلسلة التوافقي التحلیل بین اً توافق هناك أن سنرى .الدوري للتابع توافقیاً  تحلیلاً  یسمى الأخیر

. فورییه

: التوافقي بالتمثیل  ما لتابع الآتي التمثیل یسمى

 

 وكذلك φ1 طورها وفرق بالتعریف A1 وسعتها الأولى التوفیقة نسمي حیث

 …………وهكذا φ2 طورها وفرق A2 وسعتها الثانیة التوفیقة 

. الموسیقا علم في مدروجات أیضاً  وسمیت ،الصوت علم من التسمیات هذه نتجت لقد

 :والعكس فورییه سلسلة إلى التوافقي التحلیل من الانتقال یمكن كیف الآن سنرى

 

 

)82..(..........
)(

2 00

−








−=
+=

=

−nnn

nnn

CCib
CCa

Ca

)(xF

∑
∞

=

−−+=
1

0 )92.(..........).........()(
n

nn xnCosAAxF φω

)cos( 11 φ−wxA

)2( 22 φ−wxCosA

[ ]∑
∞

=

++=
1

0)(
n

nnn xSinSinnxCosCosnAAxF φωφω

∑
∞

=

++=
1

0)(
n

nnnn SinnwxSinAxnCosAAxF φωφ



- 209-  

 

: أن افترضنا فإذا

                    

: نجد عندها

∑
∞
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nn nwxSinbCosnwxaaxF
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2
)(  

. نعلمه الذي فورییه نشر وهو

: العلاقات باستخدام التوافقي التحلیل على فورییه نشر من الحصول یمكن وبالعكس

 

n = 1,2،…….. 

 وتواترها φn طورها وفرق An سعتها النونیة بالتوفیقة An Cos (nωx - φn) نسمي عام وبشكل

. الزمن متحول xو الدور T حیث 

 

: فورییه سلاسل على العملیات): 7ـ1ـ2(

 :الفترة نفس على انالتالي فورییه نشرا لهما دالتان  بفرض
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 :السلسلة وفق  الدالة نشر یمكن عندها

 

: یلي كما Bn, An, A0 الجدیدة الثوابت تعطى حیث

A0 = a0 ± a`0            An = an ± a`n        Bn = bn ± b`n 

 فیها تضرب الناتج التابع سلسلة عندها ،k ما بثابت  الدالة نضرب عندما الأمر كذلك

 هذین ضرب یمكن )G(x), F(x)( التابعین على شروط ضمن k بالثابت الأصلیة الثوابت

 .الجداء سلسلة واستنتاج التابعین

): Orthogonal Sets (المتعامدة الجمل): 8ـ1ـ2(

 :تعریف

: للعلاقة ینتوالمحقق] a, b [الفترة على معرفتین ψ2(x), ψ1(x) دالتین عن نقول

 

]. a, b [الفترة على متعامدتان نهماإ

: الدوال مجموعة لدینا لتكن

ψ1(x), ψ2(x),………,ψn(x) 

 إذاف ،)تربیعیاً  كمولة أنها أي(،]a, b [على المكاملة ومربعاتها هي تقبل والتي] a, b [على معرفة

 :الدوال هذه حققت
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 .]a, b [على متعامدة نهاإ عنها نقول

 ):1 (ملاحظة

.  الفترة على  الدالة مثل تربیعیاً  كمولة ولیست كمولة دوال هناك

. نظامي نهإ التعامد عن نقول  یكون عندما التعامدة حالة في الخاصة الحالة وفي

: )2( ملاحظة

 أي ،γn على ψn تابع كل ةبقسم عام بشكل التعامد من النظامي التعامد على الحصول یمكن

 الجملة فإن) a,b (الفترة على متعامدة  التوابع جملة كانت إذا أنه

. أیضاً  نظامیاً  متعامدة 

: ملاحظة

. نظامیاً  متعامدة  الجملة

: المتعامدة والجمل فورییه سلسلة): 9ـ1ـ2(

: تعریف

 الفترة على  المتعامدة الجملة وفق F(x) للتابع فورییه سلسلة نعرف

[a,b ]یلي كما: 
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 :العلاقة وفق Cn  الثوابت تعیین یمكن حیث

 

 :[ a,b ]الفترة على ولنكامل ψn(x)بـ) 10-2 (العلاقة لنضرب

 

 :وبالتالي معدومة تكون التكاملات فإن متعامدة الجملة أن بما  عندما الثاني الطرف في

 

 

. المطلوب وهو

: فورییه تكامل): 10ـ1ـ2(

 النوع من الانقطاع نقاط من محدد عدد ولها  على معرفة دالة  بفرض

 على بإطلاق المكاملة وتقبل ، من محدودة فترة كل على الأول

  فیها یقبل x0 نقطة كل في فورییه وفق  نشر یمكن عندها ،

: أي الاشتقاق
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: فنجد أولر علاقات وفق bn , an , a0 عن نبدل أن یمكننا

 

 
 

 

 

    نجد  بفرض   

 أي:   

ومنه: 

 

 نجد أن: عندما 

 

 لأن (قیاسه)  محدود و
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لأن: 

,   

  ,  

أي بشكل آخر: 

               (2-11) 

ملاحظة: 

إن النهایات السابقة تعتمد على برهان مبرهنة ریمن في الفترات غیر المنتهیة وعلى أن 

. 

مبرهنة: 

 دالة لها عدد محدود من نقاط الانقطاع من النوع الأول على كل فترة محدودة من F(x)بفرض 

 المفاضلة یكون: F(x) یقبل فیها x عندها في كل نقطة ،-)∞ ، ∞الفترة (

 ……….. (2-12) 

 .F(x)نسمي التكامل الأخیر بتكامل فورییه للتابع 

  و ) كل 2 ـ 11حیث استبدلنا في (
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 فنجد أنه یمكن كتابة تكامل Cos u(t-x)نا كیمكن إعادة صیاغة تكامل فورییه السابق إذا فك

فورییه كما یلي: 

 

حیث: 

 

 

وهذه العلاقات صحیحة (كما في نشر فورییه) ضمن شروط كافیة لیست لازمة. 

): الشكل العقدي لتكامل فورییه: 11ـ1ـ2(

Complex  form of Fourier integral: 

 :في تكامل فورییه كان لدینا العبارة

I = a(u) Cos ux + b (u) Sin ux 

نبدل حسب أولر: 

 

 

حیث: 
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 فنجد: C(u)یمكننا حساب 

 

                        (2-13) 

نبدل في عبارة تكامل فورییه: 

 

فنجد: 

 

 

 

  وبفرض:                        

نجد: 
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وهو الشكل العقدي لتكامل فورییه. 

): تكامل فورییه للتوابع الفردیة والتوابع الزوجیة: 12ـ 1ـ 2(

  أما a(u)=0بسهولة نرى أنه في حالة التوابع الفردیة فإن 

 . وأما وفي حالة التوابع الزوجیة فإن 

): تحویل فورییه وعلاقته بتحویل لابلاس: 13ـ1ـ2 (

 أي: f(u) ونرمز له بـF(t) بتحویل فورییه للتابع بالتعریف نسمي  

 

. f(u)  للتابع فیدعى بتحویل فورییه المعاكسF(t)وأما 

لندرس الدالة: 

 

. t دالة للمتحول حیث 

 یكتب: F(t) عندها نجد أن تحویل فورییه للدالة

 

 λ بـx و u بـyحیث استبدلنا في تحویل فورییه 
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 موجب نجد: x متحول عقدي قسمه الحقیقي وبفرض 

 

 إن تحویل : (ملاحظة هو نفسه تحویل لابلاس لدالة F(t)أي أن تحویل فورییه للتابع 

 ). بالتعریف هو t>0 معرف من أجل لابلاس لتابع ما 
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 Solved Problems   )  14 – 1 – 2 مسائل محلولة ( 

: 1مثال 

المعرف كما یلي:  F(x (انشر التابع الدوري

 

حسب سلسلة فورییه. 

الحل: 

إن المقصود بالسؤال هو التالي: 

 ـ التحقق من شروط دیرخلیه. 1

 ـ الرسم. 2

. bn , an , a0 ـ تعیین الثوابت 3

  ولأن التابع دوري فرضاً لهذا فإن،T=2ران  مقطعیاً على فترة الدور متس ومشتقه مF(x)التابع 

F(x) :یحقق شروط دیرخلیه ویمكن نشره وفق فورییه كما یلي 

 

  ومنه لأن 
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وبذلك نجد: 

 

 

: 2مثال 

المعرف كما یلي: F(x) انشر التابع الدوري

 

). وارسم التابع على الفترة (

: الحل

 وهو ثابت على مجال ولهذا فهو ومشتقه مستمران نلاحظ أن التابع دوري فرضاً دوره 

مقطعیاً فالتابع یحقق شروط دیرخلیه لهذا یمكن نشره وفق فورییه كما یلي: 
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    أو   

 

: 3 مثال

: یلي كما المعرف  التابع انشر

 

: جیوب سلسلة وفق النشر تمام جیوب سلسلة وفق ثم جیوب سلسلة وفق نشراً 
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 لهذا دیرخلیه شروط ویحقق فردي  دوره) هكذا نریده نحن (دوري تابع  التابع لدینا

 :یكون

 

 :وبالتالي

 

 

     u=π-x نفرض الثاني التكامل وفي dv =sin nx dx و x = u نفرض الأول التكامل في

: فنجد بالتجزئة ونكامل dv =sin nx dx و

 

 

 

: نعوض فنجد

)(1 xFπ2

∑
∞

=

=
1

1 )(
n

n nxSinbxF

∫=
π

π 0
1 )(2 dxnxSinxFbn

∫∫ −+=
π

π

π

π
ππ

2

2

0

)(22 nxdxSinxxSinnxdx


















−

−
−+






+







−=

π

π

π

π

ππ
π

π 2
2

2

2

0

2

0

)(cos2
n

SinnxCosnx
n

x
n

Sinnx
n

nxxbn









−

−
−

−






 −
+

−
−= 2

22
2

2
00

2
0

222
n

nSinSinn

n

Cos

n

xSin

n

nCos πππππππ

π

2
42

222
22

π
π

π

π
nSin

nn

Sin
=



















=



- 225-  

 

 

     أو  

 كما                 الفترة علىx (    F( التابع نمدد التمام جیوب  سلسلة إیجاد أجل من ـ 1

: یلي

 

 

 

 

 

 

 

. F2(x) التابع یكون ذلك عند

: یكون ولهذا زوجي وهو 2π دوره فورییه لشروط محققاً 
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: حیث

 

 dx = du ومنه x = u نفرض الأول التكامل في

 

  ومنه  نفرض الثاني التكامل وفي
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 ومنه 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

       أو  
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: 4 مثال

: یلي كما المعرف F(x) للتابع العقدي فورییه نشر أوجد

 

  حیث

 ،الدور فترة على مستمران ومشتقه التابع كذلك T = 2l = 2 دوره دوري  التابع أن نلاحظ

. العقدي فورییه نشر وفق نشره یمكن لهذا

 

 

 

 

 

 

 

:  لهذاl = 1لكن 

 

        أو          
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            أو          

: العلاقات نستخدم الحقیقي النشر لإیجاد

a0 = 2 C0 

an = Cn + C-n 

bn = i (Cn – C-n) 

a0 = 2(e-1) 
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: نبدل

 

          أو           
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: 5مثال

 الفترة على وارسمه  الفترة على  الدور ذي F(x) = x2 الدوري التابع توافقیاً  حلل

. 

 

 

 

 

: بالحساب فنجد فورییه وفق  الدور يذ التابع هذا نشر یمكن

 

 

 

: ومنه

 

: نجد التوافقي التحلیل إلى التحویل علاقات وحسب

 

π2)2,0( π

)3,( ππ−

π22 =l

2
2

0

32

0

2
0 3

8
3.

1 π
ππ

ππ

=== ∫
xdxxa

2

2

0

2 41
n

Cosnxdxxan == ∫
π

π

n
Sinnxdxxbn

π
π

π 41 2

0

2 −== ∫

∑
∞

=

−+=
n

Sinnx
n

Cosnxx
1

2
22 44

3
4 π

π
π

3
4

2

2
0

0
π

==
a

A

F(x) 

x π
 

2
 

  

π - π 

4 π 

 )14 -1 -2 ( الشكل
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. التوفیقات لباقي بالنسبة وهكذا  A1 طورها ففرق الأولى التوفیقة أما   φ1  وسعتها  

 

: 6 مثال

: لأن  الفترة على متعامدة  الجملة إن

   ؛    

 

 

  عندما

 

 

 

22
2

22

2
22 1444 n

nnn
baA nnn ππ

+=





 −+
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)(
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11 π
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nn nxCosAAx φ

},,1{ SinnxCosnx),( ππ−
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2.1 =∫
−

dx 0.1.1 == ∫∫
−−

π

π

π

π

SinnxdxdxCosnx

π
π

π

π

π

== ∫∫
−−

nxdxSinnxSinCosnxdxCosnx ..

0.. == ∫∫
−−

nxdxCosnxCosnxdxSinnxSin
π
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: 7ثال م

 المعرف كما یلي: F(x)أوجد تكامل فورییه للتابع 

 

 زوجي. نلاحظ من البیان أن التابع 

 لهذا 

 

 

 

 

 

 

 أي: Cos u (0)= 1 أي x=0نلاحظ من أجل 
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∞
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22)(
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∞
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∫∫
∞

−
∞

− ==
00

2)( uduCosexdCosxFe ux λλλ
π

 

 

: 8مثال 

اعتماداً على تكامل فورییه برهن على صحة ما یلي: 

 

 فنجد: لندرس التابع 

 فنجد: F(x) بـe-xفي عبارة تكامل فورییه نستبدل: 

 

 

لنحسب التكامل:     

 

             

 

        du1 = -e-u du 

 

∫
∞

=
0

12 du
u

Sinu
π

20

π
=∫

∞

du
u

Sinu

0.
210

2 ≥=
+

−
∞

∫ xedxCos xπλ
λ

λ

xexF −=)(

∫
∞

−=
0

duCosueI u λ

dvduCosu =λ

λ
λ

Sinuv 1
=

1ue u =−

∫
∞

−
∞

− +=
0

0

1 duSinueSinueI uu λ
λλ

λ

ex e-x 

F(x) 

x 

 )15 -1 -2 ( الشكل
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 بالتجزئة: I1نحسب التكامل 

e-u = u2   -e-u du = du2 

         

 

 

 

 فنجد: Iنبدل في علاقة 

 

 

 

 

 

: e-xنبدل في علاقة 

∫
∞

−=
0

1 duSinueI u λ

dvduSinu =λ λ
λ

Cosuv 1
−=

∫
∞

−
∞−
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0
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1 duCosueCosueI u
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λλ
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ومنه: 

 

                         

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

∫
∞

−

+
=

0
21

2
λ
λ

π
Cose x

0.
210

2 ≥=
+

−
∞

∫ xexdCos xπ
λ
λλ
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Supplementary Problems   )  15 – 1 – 2(  مسائل إضافیة 

 برهن أن : -1

∫ sin( 𝑘𝑘
𝑙𝑙
)𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = ∫ cos( 𝑘𝑘

𝑙𝑙
)𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = 0𝑙𝑙

−𝑙𝑙
𝑙𝑙
−𝑙𝑙   

𝑘𝑘 = 1,2,3, … … …. 

∫ cos( mπ
l

𝑙𝑙
−l )x cos( nπ

l
)xdx = ∫ sin( mπ

l
)x sin( nπ

l
)xdxl

−l   

=�0       𝑚𝑚 ≠ 𝑛𝑛
𝑙𝑙       𝑚𝑚 = 𝑛𝑛

� 

 :- أوجد سلسلة فورییه للتوابع الدوریة التالیة 2

𝐹𝐹1(𝑋𝑋) = �0        − 5 < 𝑋𝑋 < 0
3            0 < 𝑋𝑋 < 5

�  

𝐹𝐹2(X) = X2        0 < 𝑋𝑋 < 2𝜋𝜋  

𝐹𝐹3(X) = X + 1       0 < 𝑋𝑋 < 1  

𝐹𝐹4(X) =  �
𝑒𝑒x             0 < 𝑥𝑥 < 1

2

0        1
2

< 𝑋𝑋 < 1    
�   

 - أوجد نشر فورییه للتوابع التالیة :3

𝐹𝐹1(𝑋𝑋) =  �    8           0 < 𝑋𝑋 < 2 
−8      + 2 < 𝑋𝑋 <  4 

�  

𝐹𝐹2(𝑋𝑋) =       �−𝑋𝑋        − 4 < 𝑋𝑋 < 0
X            0 < 𝑋𝑋 < 4

�               

𝐹𝐹3(X) = 4𝑋𝑋                               0 < 𝑋𝑋 < 10           

𝐹𝐹4(𝑋𝑋) =           �2𝑋𝑋         0 < 𝑋𝑋 < 2 
0       − 3 < 𝑋𝑋 <  0 

�              
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 الأجوبة:

 𝐹𝐹1(𝑥𝑥) = 16
𝜋𝜋

+ � �1−cos 𝑛𝑛𝜋𝜋�
n

�
∞

𝑛𝑛=1
sin 𝑛𝑛𝜋𝜋�

4
�̅�𝑥  

𝐹𝐹2(𝑥𝑥) = −
8
𝜋𝜋2 + �

1 − co𝑠𝑠𝑛𝑛 𝜋𝜋�
n2

∞

1

 cos
𝑛𝑛𝜋𝜋�
4
𝑥𝑥 

𝐹𝐹3(𝑥𝑥) = − 40
𝜋𝜋

 � 1
n

∞

1
sin 𝑛𝑛𝜋𝜋�

3
𝑥𝑥  

𝐹𝐹4(𝑥𝑥) = 3
2

+ � 6 �cos 𝑛𝑛𝜋𝜋�−1
n2π2 �

∞

1
son 𝑛𝑛𝜋𝜋�

3
𝑥𝑥  

−� 6 cos 𝑛𝑛𝜋𝜋
𝑛𝑛𝜋𝜋

∞

1
sin 𝑛𝑛𝜋𝜋

3
𝑥𝑥  

  انشر التابع– 4

𝐹𝐹(𝑥𝑥) = cos 𝑥𝑥                       𝑜𝑜 ≤ 𝑥𝑥 ≤  𝜋𝜋  

 الجواب :

𝐹𝐹(𝑥𝑥) = 8
𝜋𝜋
∑ 𝑛𝑛  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛2𝑛𝑛

4𝑛𝑛2−1
𝑥𝑥  

 

𝑜𝑜بفرض  برهن أن (– 5 ≤ 𝑥𝑥 ≤ 𝜋𝜋  : ( 

𝑥𝑥(𝜋𝜋 − 𝑛𝑛) = 𝜋𝜋2

6
− �cos 2𝑛𝑛

12 + 𝑐𝑐𝑜𝑜𝑠𝑠4𝑥𝑥
22 + ⋯�  

𝑥𝑥(𝜋𝜋 − 𝑛𝑛) = 8
𝜋𝜋
− �sin 𝑥𝑥

13 + 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛3𝑥𝑥
33 + ⋯�  
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  استنتج من التمرین السابق أن– 6

∑ 1
n2

∞
1 = 𝜋𝜋2

6
∑  و  (−1)n−1

n2
∞
1 = 𝜋𝜋2

12           

∑ (−1)𝑛𝑛−1

(2n−1)3
∞
1 = 𝜋𝜋3

32  

  اعتماداً على تكامل فورییه برهن أن – 7

∫ cos  λ  x
λ2+1

∞
𝑜𝑜 𝑥𝑥λ = π

2
𝑒𝑒−𝑥𝑥      𝑥𝑥 ≥ 𝑜𝑜  

  أوجد تكامل فورییه للتوابع التالیة– 8

𝐹𝐹1(x) = �
𝜋𝜋
2
𝑜𝑜
�                      

|x|  < 3
عدا ذلك

    

𝐹𝐹2(x) = �𝑥𝑥𝑜𝑜
�                      

|x|  < 1
عدا ذلك
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 الفصل الثاني

التوابع الخاصة  

Special Functions 

 

 تصادف في الكثیر من التطبیقات  التيإن التوابع الخاصة هي مجموعة من التوابع غیر العادیة

الهندسیة الكهربائیة منها والمیكانیكیة على شكل تكاملات محددة لایمكن حلها تقلیدیاً . 

سوف نطلع على بعض منها بالتفصیل والبعض الآخر بالإیجاز. 

): تكامل أولر من النوع الأول (التابع بیتا): 2-2-1(

 :أطلق لیجاندر اسم تكامل أولر من النوع الأول على التكامل الوسیطي التالي

 

) ومتحول  a,b وسیطاه هو تكامل وسیطي (ىوهذا التكامل كما نر، b > 0 و a > 0 حیث

واحد وهو یدعى بالتابع بیتا. 

. b > 0 ,   a > 0 إن هذا التكامل یكون له معنى من أجل

 ):1ملحوظة (

 نجد التكامل الشاذ التالي: a=b = 0 من أجل

 

)12()1(),(
1

0

11 −−= ∫ −− dxxxba baβ

∫ −
=

1

0 )1(
),(

xx
dxbaβ
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: خواص التابع 

 نجد: x بـt-1  ـ باستبدال1

β (a, b) = β (b , a) 

 :المطابقة نااستخدمنا لوذلك لأن

 

 

 

 

: )2( ملحوظة

 استنتاج یمكن كذلك ،b > 1 یبقى أن شرط على متتالٍ  بشكل السابقة العلاقة استخدام یمكن

 :b ,aلـ بالنسبة β في التناظر بسبب التالیة العلاقة

 ......................(2-3) 

 من متتالیة عددا )2-2 (العلاقة بتطبیق نجد طبیعي عدد b = n وضعنا وإذا ،a > 1 حیث

 :نجد مراتال

 

:  نجدوإذا حسبنا 

),( baβ

)1(11 xxxx aaa −−= −−

dxxx
a

bdxxx
a

bba baba 1
1

0

12
1

0

1 )1(1)1(1),( −−−− −
−

−−
−

= ∫∫β

),(1)1,(1),( ba
a

bba
a

bba βββ −
−−

−
=

)1,(
1

1),( −
−+

−
= ba

ba
bba ββ

),1(
1

1),( ba
ba

aab −
−+

−
= ββ

)1,(
1

1
3

3
2

2
1

1),( a
ana

n
na

n
na

nna ββ
+−+

−
−+

−
−+

−
=

)1,(aβ
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 : نجدa = mوعندما 

 

 

. موجبة صحیحة أعداد n. m ودوماً  1 = !0 حیث

: بیتا للتابع آخر شكل ـ2

 

  عبارة في التالي یريالتغ لنجرِ 

                        0 ≤ y < ∞ 

 :فنجد

 

 

 

a
dxxa a 1)1,(

1

0

1 == ∫ −β

)42(....................
)1....().........1(

)1.........(,.........3,2,1),( −
−++

−
=

naaa
nnaβ

)!1(
)!1.()1).......(1(

)!1(
)1)........(1(

)!1(),(

−
−+−+

−
=

+−+
−

=

m
mmmnm

n
mnnm

nnmβ

)52.(..........
)!1(

)!1()!1(),( −
−+
−−

=
nm

nmnmβ

∫
∞

+

−

−
+

=
0

1

)62....(..........
)1(

),( dy
y

yba ba

a

β

),( baβ

y
yx
+

=
1

2)1( y
dydx
+

=

00 =→= yx

∞=→= yx 1
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=  

 . للتابع الثاني الشكل وهو

 

: فنجد b = 1-a   )6-2 (العبارة في لنبدل ـ 3

 

 :العقدیة الساحة في التكاملات بعض خواص ومن

 

 :نجد    وعندما ،:    أي ،a < 1 > 0 حیث

 

  :بیتا للتابع المثلثاتي الشكل – 4

 :یلي كما المثلثاتي الشكل یعطى

 

 .المطلوب على فنحصل   التحویل نجري

: )غاما التابع (الثاني النوع من أولر تكامل): 2ـ2ـ2(

2

1

0

1

)1(1
1

1
),(

y
dy

yy
yba

ba

+







+








+

=
−∞ −

∫β ∫
∞

+

−

+
=

0

1

...........
)1(

dy
y

y
ba

a

),( baβ

dy
y

yaa
a

∫
∞ −

+
=−

0

1

1
)1,(β

π
π

Sina
dy

y
y a

=
+∫

∞ −

0

1

1

π
πβ

Sina
aa =− )1,(aa −== 1

2
1

πβ =







2
1,

2
1

dtSinCosnmI um θθβ

π

12
2

0

12 .),(
2
1 −−∫=

tSin =θ2
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:  لیجاندر التكامل التاليسمى

 

 وهو وسیطي تكامل هو نلاحظ كما وهو ،غاما بالتابع یسمى ما أو الثاني النوع من أولر بتكامل

. خواصه بعض لندرسو.وتطبیقاته التحلیل دراسة في جداً  هام

: فنجد )   7-2 (العلاقة في لنبدل ـ 1

 

 

 

 

 

: التالیة العلاقة صحة على البرهان یمكن

 

: التالي بالبرهان نمهد ذلك لأجل

 

)72......(...........)(
0

1 −=Γ −
∞

−∫ dxexa xa

z
x 1ln=

0;10 =→∞==→= zxzx

z
dzdx −=

xx eze
z

−=→=
1

z
dzz

z
a

a

∫
−







−=Γ

0

1

11ln)(

dz
z

a
a

∫
−







=Γ

1

0

11ln)(











−=

∞→

n

n
zn

z

1

11ln lim

a
a

a
1

00
)1(lg)1(lg

limlim α
α

α
αα

+=
+

→→
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 : نجدa = eوعندما 

 

 

  على أیضاً  لنبرهن

  نفرض لهذا

 

 ومنه                

 :لهذا نجد

 

: خاصة ةكحال أخذنا إذا (A) العلاقة وحسب

    ⇐     

 = ln a 

α

α
α

1

0
)1(lg lim +=

→
a

).....(...........lg Aea=

1)1ln(lim
0

=
+

→ α
α

α

aa ln1lim
0

=
−

→ α

α

α

βα =−1a

)00(1 =⇔→⇒+= βαβαa

)1(lg βα += a

a
e

a

aa

ln
.lg

1
)1(lg

1 limlim
00

==
+

=
−

→→ β
β

α β

α

α

n
1

=α
∞→

→
n
a 0









−=

−

→∞→∞

11

11
1

limlim n

n

n

n
an

n

a
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 وبوضع 

 

 

 

 

 Γ(a)نبدل في عبارة 

 

 

: نبدل

 

 

 Γ(a) للتابع آخر شكل وهو

a
z
=

1

zz
n

n

n

1ln11
1

lim =












−







∞→

n

n

n z

zn
z 1

1

)1(1ln lim −
=

∞→

n

n

n z

zn

1

1

1

lim










−

=
∞→











−=

∞→

n

n
zn

1

1lim

dzzna
a

na

n

11

0

1
1 1()( lim

−

−

∞→
∫ 










−=Γ

dynydzyz nn 1−=⇒=

dyyyna ana

n

1
1

0

1 )1()( lim −−

∞→

−=Γ ∫

)82.....().........,()( lim −=Γ
∞→

anna a

n
β
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: فنجد  باستبدال  Γ وضع أیضاً  ویمكن

 

. aلـ بالنسبة رتبة أیة من مشتق وله مستمر) a > 0 أجل من  (Γ(a) التابع إن ـ 2

 بالنسبة التكامل إشارة تحت ما نشتق لهذا ؛المطلوب لیتم المشتق وجود على البرهان یكفي

. a للوسیط

 

 

 للتوابع المطلقة القیم تكامل بسبب موجود Γ `(a) المشتق فإن ولهذا موجود التكاملین من كلاً  إن

 :ثانیة مرة وبالاشتقاق ،)لایبتنز قاعدة حسب (ةكملالمست

 

 كذلك

 

: نجد بالتجزئة  التابع عبارة كاملنا إذا ـ 3

 

 a = 1 نضع  العلاقة في ـ 4

)(a),( anβ

)92..(..........
)1.().........1(
1.2.3...).........2)(1()( lim −

−++
−−

=Γ
∞→ naaa

nnna a

n

∫
∞

−−=Γ′=
Γ

0

1 )).(ln()()( dxexxa
dz

ad xa

dxexxdxxx xaa −
∞

−− ∫∫ += ).(ln)(ln
1

1
1

0

1

dxexxa xa −
∞

−∫=Γ .))(ln()``( 2
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: نجد طبیعیاً  n یكون وعندما

 

: أنـ نلاحظ أیضاً  5

 

 أن  أجل من أیضاً  ونجد ،موجب  لأن متزاید  أن نجد كذلك

 المجال على متزاید وهو السابق المجال على متناقص  والتابع ،

 . لأن 

  وأن a0 = 1.4616 أن من التأكد یمكن

: بسهولة نرى أن

 

 

 رسم یمكن ولهذا  إلى تسعى السالبة الصحیحة القیم عند  التابع قیم أن لاحقاً  وسنرى

: یلي كما التابع هذا ينمنح
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 : و  التابعین بین العلاقة ـ 6

: فنجد  التحویل نجري  عبارة في

 

 

 

 :tلـ بالنسبة ∞ إلى 0 من ونكامل ta-1بـ الطرفین نضرب

 

: نجد لهذا بـ مضروباً   التابع هو السابقة العلاقة من الأول الطرف لكن

 

 لكن     
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 :ومنه

 

. دیرخلیه العالم العلاقة هذه أوجد

: فنجد  b = 1 – a لنضع) 10-2 (العبارة في ـ 7

 

 

 

 ومن أجل 

 

 :كذلك

 

              أي

 :نجد  أجل ومن ،)الإتمام أو (الإضافة علاقة العلاقة هذه وتسمى
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 : فنجدz → x2نبدل 

 

 

. بواسون تكامل وهو

 :العلاقة من حسابها یمكن السالبة الصحیحة القیم أجل من  قیم إن ـ 8

 

 نجد حیث 

 

:  نجدوعندما 

 

 أي     

 

 : نجدمن أجل و
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  نجد:ومن أجل  

 

  من الیسار1- إلى aننهي 

 

 :نجد سالب صحیح عدد a = - m أجل من نجد وهكذا

 

:  نجدومن أجل 

 

 :نطبق ذلك عدة مرات

 

 

 

 .)1  منبدلاً  2 القفزة (المضاعف العاملي هو     حیث

:  فنجد  في العلاقة   نبدل   
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:  فنجدعن ) 12-2(نعوض من 

 

: 1مثال 

 :احسب التكامل

 

    التابع مع التكامل هذا نوازن

  = I   ومنه a = 4   فنجد

  التكامل قیمة احسب :2 مثال

 ما تحویل إجراء یمكن لهذا ؛المباشرة بالموازنة اً اختلاف هناك نجد  التكامل مع بالمقارنة

: نجد dz = 2 dx لكن تتغیر لا التكامل حدود أن نلاحظ .2x= z نفرضف المباشر للشكل للنقل
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: احسب التكامل: 3مثال 

 

 لهذا ؛تربیعي بشكل الأس یظهر حیث المستكمل التابع شكل في أكبر تغیر وجود هنا نلاحظ

: التالي التحویل نجري

: نبدل  ومنه  لكن تتغیر لا التكامل حدود أن نجدف y2 = z نفرض

 

 

  عندها نوازن مع التابع 

 

 

: (Error Function) الخطأ تابع) 3 ـ 2ـ 2(

 :بالعلاقة) الاحتمال نظریة في كثیراً  یستخدم وهو (الخطأ تابع یعرف
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: التالیة بالصفات التابع هذا فیتص 

erf(-x) = - erf(x) 

erf(∞) = 1 

 erf(-∞) = -1   ومنه

: یلي كما الخطأ لتابع المتمم التابع ویعرف

 

 حیث 

 

:  خاصةجداولب هوتعطى قیم

 

: (Fresnel Function) فرینیل تكاملا): 4ـ2ـ2(

: كمایلي وتعرف عادة الضوء أبحاث في التكاملات هذه تظهر

dy
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: أن نلاحظ

S(-x)= - S(x) 

C(-x) = - C(x) 

 

 

 

 

 

 

: الخاصة القیم أجل من نلاحظ

S(x) = C (x) = 0 

C(∞) = S(∞) = ½  

C(-∞) = S(-∞) = - ½ 

: كمایلي C(x) , S(x)لـ المتممة التوابع فيتعر ویمكن

C(x) = + C(x) = ½            S(x) + S(x) = ½  
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: (Sine integral) التكاملي الجیب) 5 ـ 2 ـ 2(

: بالعلاقة التابع هذا نعرف

 

 

 

: یكون ولهذا c = 0 نجدف x = 0 عندما الثابت قیمة تعیین یمكن أنه نلاحظ

 

 

 : نجد∞ → xوعندما 

 

: أن نلاحظ كذلك ،هيفوري تكامل في ورأینا برهنا حسبما وذلك

Si (-x) = - Si(x) 
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: (Cosine integral) التكاملي التجیب): 6ـ2ـ2(

: العلاقة وفق التكاملي التجیب تابع نعرف

 

: زوجي التابع هذا أن نلاحظ

Ci(0) = - ∞    ,          Ci(∞) = 0 

. xلـ قیمة أیة أجل من الخاصة التوابع هذه قیم تعطي جداول هناك
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: (Logarithm integral) التكاملي اللغارتم): 7ـ 2 ـ 2(

: یعرف اللغارتم التكاملي بالعلاقة

 

 dx = et . dt:   فنجد x = et لنبدل

 

 

 

 

 

x >  1  لأن   t > 0  ,  x = eP

t 

: (Bessel Functions) بیسیل توابع) 8 ـ 2 ـ 2(

: التالیة العلاقة وفق بیسیل معادلة تعطى

              (2-19) 
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 مؤلف تابع شكل على لها حل عن یبحث المتغیرة الأمثال ذات التفاضلیة المعادلات هذه مثل

: مثل xلـ بالنسبة قوى بسلسلة مضروبة xلـ بالنسبة قوى من

 

: یلي كما السابق الحل كتابة إعادة یمكن كما ،l تعین لعدم ممكن وهذا A0 ≠ 0 افتراض یمكن

 

: بالاشتقاق نجد

 

 

: فنجد) 19-2(نعوض في 

 

 

 فنحصل الصفر مع l+k,………,l+2, l+1, l الأس إلى المرفوع x المتحول أمثال نطابق

 :التالیة المعادلات جملة على
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                              (2-20) 

 

 

 

: لندرس المتساویة

 

: التالي الشكل على سبق ما كتابة إعادة یمكن

(l+k + m)  (l+k-m) Ak + Ak-2 = 0 

: نجد) A-2=0 و k = 0 استبدال عند (A0 ≠ 0 أن وبما

l2 – m2 = 0  ⇒  l1 = 0   أو  lR2R = - m 

 المعاملات تعیین یمكننا) 20-2 (المعادلات جملة من نجد l1 = m  > 0 الحل درسنا فإذا

A1……….Ak یبقى بینما A0  ًأن لنفرض .اختیاریا A0 = 1 التراجعیة العلاقة عندها نجدف 

: التالیة

 

 : فنجدkنحول 
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                             (2 – 21) 

 

 

 وبشكل عام

 

: نعوض في العلاقة

 

 

 y1 (l = m)  الأول الحل أجل من ونجد

 

 في Ak معامل فإن k تكن مهما لأنه) 21-2 (العلاقة وفق تتحدد A2n معاملات جمیع إن

: وهي) 20-2 (المعاملات

(l+k)2 – m2 ≠ 0 
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 l2 = - m الجذر حالة أن یظهر مماثلة وبمناقشة ،)19-2 (للمعادلة اً خاص حلاً  y1 یكون ولهذا

 :المتباینة تتحقق عندما وذلك Ak المعاملات كل تحدید یمكن

(l +k)2 – m2 ≠ 0 

 :أي وزوجي k > 0 أي أجل من

l2 + k ≠ m 

 :وبالتالي m = l1 ولكن

l2 + k ≠ l1 

 l2 – l1 ≠ k   أي

: أن وبما وزوجي k > 0  حیث

l2 = - m         ,             l1 = m 

 l1 – l2 = 2m  یكون

: كمایلي) 19-2 (للمعادلة الثاني الخاص الحل كتابة یمكننا صحیح غیر m كان فإذا

 

 مهما متقاربتان السلسلتان وهاتان ،جدیدة سلسلة على فنحصل m-بـ m العلاقة هذه في نستبدل

). دلامبیر حسب (x تكن

) y2, y1 النسبة بدراسة (خطیاً  مستقلان حلان y2, y1 أن على البرهان أیضاً  یمكن
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، Jmبـ له ونرمز m والرتبة الأول النوع من بیسیل معین نسمیه بثابت  y1 الحل ضرب بعد

 J-m ونرمز له بـy2وكذلك الحل الثاني 

) هو: 19-2ویكون حل المعادلة (

Y = AJm + B J-m 

 :)22-2 نجد من العلاقات (عند اختیار 

 

 

 

 نجد: وعند اختیار الثابت 

 

بنفس الطریقة: 

 

 :) هو19-2ویكون الحل العام لـ(
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 حلاً y1عد وي ،) یكون لها معنى23-2 صحیحاً فإن المعاملات (وعندما یكون 

 فلیس لها معنى لانعدام أحد m- بـm) باستبدال 23-2العلاقة الناتجة عن (، أما خاصاً 

مقاماتها. 

 كمایلي: m = n < 0وتكون دالة بیسیل من أجل 

 

أي: 

 

ولإیجاد الحل الخاص الثاني نبحث عنه بالصورة التالیة: 

 

 ویسمى ، بعد ضربه بثابت معینJn'(x) والتابع Bk) ونعین الثوابت 19-2نعوض في المعادلة (

ـ: ب ویمثل عندها الحل العام ،n بتابع بیسیل من النوع الثاني من الرتبة Jn(x)عندها 

Y = A1 Jn(x) + B1 J`n(x) 

 أن: إلىویمكن الإشارة 

 

. B1 = 0ولهذا نضع عند دراسة الحل السابق 
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تطبیق: 

لتكن لدینا معادلة بیسیل التالیة: 

 

 m = 0 وبفرض

عین الحل المحقق للشروط الابتدائیة. 

X = 0 ⇒ y(2) = 2 

X = 0 ⇒ y`(0) = 0 

نجد: ف) n = 0 نضع (Jn(x)من علاقة 

 

 

وحسب الشروط الابتدائیة: 

Y = 2 J0 (x) 

ملحوظة: 

عندما یطلب الحل العام للمعادلة المعطاة نبحث عن الحل الخاص التالي في الشكل: 

 

وبعد ضربها بثابت نحصل على دالة بیسیل من النوع الثاني ذات الرتبة الصفریة. 
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یتسع المجال لعرضها.  هناك أشكال أخرى مختلفة لتوابع بیسیل لا

: Legendre polynomials) لیجاندر حدودیات (لیجاندر حدود كثیرات): 9ـ2ـ2(

 المیكانیكیة المسائل في كثیرة تطبیقات من لها لما واسعة ةشهر لیجاندر لحدودیات إن

: بالعلاقة الحدودیات هذه تعرف .والكهربائیة

 

n = 1,2,3,………. 

. نفسها المسألة من تعرف وهي المطروحة بالمسألة متعلقة ثوابت Bn حیث

.  الفترة على مختلفاً  حقیقیاً  جذراً  n (n الدرجة من وهي (الحدودیات لهذه إن

 n(x2- 1) الحدودیة وضع یمكن) المسألة عمومیة على ذلك یؤثر أن دون( Bn = 1 أن لنفرض

: التالي بالشكل

(x2 – 1)n = (x –1)n (x+1)n 

 فإن رول نظریة وحسب ،لها جذراً  x = ± 1 تقبل (n-1) الرتبة حتى لها الأولى والمشتقات

. وهكذا نفسها الفترة في جذران له والثاني ]1 ,1-[ الفترة في جذر له الأول المشتق

 ,1-[      الفترة في جذراً  n یقبل n الرتبة من المشتق أن نجد رول نظریة أخیرة مرة طبقنا فإذا

 المتكرر الاشتقاق في لیبتز لنظریة واستناداً ) أشرنا كما( Bn = 1 وبفرض ،x = ± 1 عند ]1

 :الشكل ذات الحدودیات على

(x – 1)n (x+1)n = (x2-1)n 

 

 :نجد

n

nn

nn dx
xdBxX )1()( −

=

)1,1(−
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: نجد x= 1 أجل ومن

Xn (1) = 2n n! 

: نجد x = -1 أجل ومن

Xn(-1) = (-1)n 2n n! 

: فنجد Xn(x) عبارة في نعوض

 

. Pn(1)= 1 بأن علماً  Pn(x)بـ جاندريل لحدودیات عام بشكل نرمز

Pn (-1) = (-1)n 

: تحقق لیجاندر حدودیات أن على البرهان یمكن لیبتز علاقة وحسب

(x2 –1) X``n(x) + 2x X`n (x) – n (n+1) Xn = 0 

 =y            أن لنفترض جاندريل حدودیات نظریة في هاماً  دوراً  تلعب )السابقة المعادلة(وهي

(x2 – 1)n أي: 

y` = 2 n x (x2 –1)n-1 

 :أي

(x2 –1) y` = 2 nx (x2- 1)n-1 (x2 –1) 

(x2 –1 ) y` = 2 nx y 

: نجد الأخیرة للمعادلة n +1 الرتبة فیه المشتق لنأخذ

n
n

n

n

nn

nn

nn
n

n x
dx
xd

dx
xd

dx
xdC

dx
xdnxX )1()1(...............)1()1(`)1()1()( 1

1

−
+

++
−+

+
−

+= −

−

!.2
1
n

B nn =
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(2nx)yn+1 + (n+1) (2n) y(n) 

 :كتابة یمكن وبسهولة

(x2 –1) yn+2 + (2x) yn+1 . n (n+1) y(n) = 0 

: العلاقة على  نحصل Bnبـ الضرب وعند

(x2 – 1) X``n (x) + 2 x X`n (x) – n (n+1) Xn (x) = 0 

. المطلوب وهو

=
+

+++− −+ )()1(22 )2(
2

)1()2)(1()1( nnn ynnyxnyx
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  Solved Problems) 10 – 2 – 2 ( محلولة مسائل

: غاما التابع بوساطة التالیة التكاملات احسب ـ 1

 

 a-1 = 3  ⇒ a= 4بالموازنة نلاحظ   

 

 

  نفرض لهذا e-x التابع في بالأس اً اختلاف هناك نلاحظ

: نجد بالتبدیل لهذا تتغیر لا التكامل حدود أن نلاحظ

 

 

 

: نفرض لهذا e-y2 و e-y بین الاختلاف نلاحظ كما

 

 

dxexdxexI xax −
∞

−−
∞

∫∫ == ..
0

1

0

3
1

6!3)4(1 ==Γ=I
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      ومنه     نفرض

dx = -  e-z dz 

 

 

 

 

              

            ;      

 

dzezdzzezI zz −
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−−−
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∫∫ == .
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: بیتا التابع بوساطة الآتیة التكاملات قیمة احسب ـ 2

 

 

 

 

 التحویل نجري لهذا β (a, b) التابع حدود مع التكامل حدود اختلاف نلاحظ

: فتصبح التكامل حدود وأما 

 

 

      ;         -   b-1 = 2  →    b = 3 

 

 

z
I
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5
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               y = a t         y = 0  ⇒        t = 0 

y = a   ⇒   t = 1 
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:لحساب التكامل التالي  

 

 نجري التحویل  

 

 

 

 

 

 

 

. كدستور النتیجة استخدام یمكن

 :التكامل حسبلن- 3

 

   نوازنه مع         

θθθ

π

dSinCosI nm 12
2

0

12 . −−∫=

tSin =θ2

00 =→= tθ

1
2

=→= tπθ

dtdCosSin =θθθ2

)1(2 tt
dtd
−
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.
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0 tt
dt

tt
ttI

m

−−
−

= ∫

dttt mn 1
1

0

1 )1(
2
1 −− −= ∫

)(
)()(

2
1),(

2
1

nm
nmnm

+Γ
ΓΓ

== β

θθ

π

dSinI ∫=
2

0

7

θθθ
π

dSinCosI nm 12

0

12
1

−−∫=



- 276-  

 

: فنجد

 

 

 

 

 

: احسب التكامل- 4

 

 y7 = t   نفرض

 :لكن تتغیر لا التكامل حدود

        ,         

 

 :نوازن مع التكامل

2
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 :فنجد
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y

yI ba
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 Supplementary Problems  ) 11 – 2– 2 (محلولة غیر تمارین

: التالیة التكاملات احسب  و  الخاصة التوابع بوساطة ـ 1

   ـ ب                       ـ أ

   ـ د                    ـ ج

   ـ و                    ـ هـ

  ـ ز

: هامة مسألة

: مایلي صحة على برهن ـ 2

 

: التالیة التكاملات احسب ـ 3

  ـ ب         ،              ـ أ

   ـ ء        ،          ـ ج

)(aΓ),( baβ

dxex x−
∞

∫
0

7dxex x3

0

9 −
∞

∫

dyey y3

.
0

3 −
∞

∫dzz∫
∞
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9 2
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∞
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   ـ و         ،         ـ ه

   ـ ح        ،           ـ ز

: مایلي صحة على برهن ـ 4

 

: ـ برهن أن 5

 

. یلنفري تكاملات استخدم: توجیه

: صحة على برهن ـ 6
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الثالث الفصل  

 لابلاس تحویلات

Laplace Transforms 

 

: مقدمة

 تكون قد التي t ∈ (α , β) الفترة على اً مستمر t حقیقي متحول اذ مركباً   تابعاً  F(t) لیكن

: التالي التكامل نفهم .مفتوحة

 

. α أو β عند مستمر غیر التابع كان لو حتى النهایة هذه وجود عند موجود بأنه

 التكامل وجود فهم یمكن عندما α < γ  < β حیث انقطاع نقطة تمثل t = γ كانت وإذا

 

). العامة بالحالة  (النهایتین وجود مفترضین

 α تكون عندما ذلك تعمیم یمكن كذلك ،انقطاع نقطة من أكثر وجود حالة في ذلك تعمیم یمكننا

: فنكتب ∞ إلى یسعیان معاً  كلاهما أو β أو

 

 أو

∫∫
−

+→

=
εβ

εαε

β

α

dttFdttF )()( lim
0

∫∫∫
+→

−

→
+=

β

εγε

εγ

αε

β

α 1010
)()()( limlim dttFdttFdttF

1εε ≠

∫∫
∞→

∞=

=
l

l
dttFdttF

α

β

α

)()( lim
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. النهایات هذه وجود مفترضین

: من كلاً  إن نقول وعندها

            ,               

. متقارب تكامل هو

 متقارباً (حتى في  وإذا كان التكامل ،وفي غیر ذلك فالتكاملات تكاملات متباعدة

ن هذا التكامل متقارب مطلقاً أو بإطلاق. إ) نقول ∞ + = β أو ∞ - = αحالة 

 : تعریف) 2-3-1(

  بالنسبة ومستمر عقدي S ∈ D هوسیط اوسیطيً  )دالة (تابعاً  F(t, S) لیكن

t ∈ [α,∞[) ةالمنعزل النقاط بعض عدا ربما .(

 نقول عندها ∞ → l عندما متقارباً   وكان D على متقارباً   كان إذا

. D على بانتظام متقاربٌ   نإ

: ملحوظة) 2-3-2(

 لم إذا المنعزلة النقاط من منته عدد باستثناء (α , β) فترة على محققة إنها قضیة عن نقول ـ

. (α, β) في ةمحتوا مغلقة محدودة فترة أیة على النقاط من محدود عدد على محققة تكن

∫∫
−∞→−∞=

=
ββ

α ll
dttFdttF )()( lim

∫
−∞=

β

α

dttF )( ∫
∞=β
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dttF )(

dtxF∫
β

α
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α

dtStF ),(∫
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dtstF
α
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∫
∞

α

dtstF ),(
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 إرجاحه إمكانیة وهي D منطقة على بإطلاق وسیطي تكامل لتقارب كافیة شروط هناك ـ

. سالب غیر لتابع حقیقي تكاملب) مقارنته(

: مبرهنة)2-3-3(

 باستثناء اً عقدي S ∈ D وكان ]∞ ,t ∈ [α الفترة على ومستمراً  مركباً  تابعاً  F (t, s) كان إذا

 , t ∈ [α تكن مهما D على تحلیلیاً  F(t, s) وكان ،Dلـ بالنسبة المنعزلة النقاط من محدود عدد

 تكامل بوساطة D في ةمحتوا مغلقة منطقة كل أجل من مقرون ، وبفرض ] ∞

 :التالیین عینالتاب من كلٌ  یكون عندها ،وحقیقي سالب غیر لتابع متقارب

        ,           

 .D على اً تحلیلي

. إثبات بدون المبرهنة تلك نقبل

. سالب غیر حقیقي بتابع )مرجوح( بمقرون المقصود

 : تعریف) 2-3-4(

 :)وجوده حال في (التكامل نسميف ،t > 0 أجل من ومعرفٌ  مقطعیاً  مستمرٌ  تابعٌ  F(t) بفرض

 

 بـ له ونرمز F(t) للتابع لابلاس تحویل

 

∫
∞

α

dtstF ),(

∫
∞

=
α

dtstFsF ),()(~ ∫
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∞
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: ملحوظة

 التابع هذا نمدد F(t)لـ لابلاس تحویل لإیجاد عندها t ∈ (0, α) أجل من معرفاً  F(t) كان إذا

. التكامل یكون حتى t ∈ (0 , ∞) الفترة على

 

. موجوداً 

: نصطلح على أن

 

 

: لابلاس لتحویل الكافیة الشروط) 2-3-5(

  :تعریف

 وإذا ،المنعزلة النقاط بعض عدا ربماtЄ  (∞ , 0) الفترة على مستمراً  ◌ً  عقدا  تابعاً  F(t) بفرض

 دعي ذلك عكس ومتباعداً  متقارباً   التكامل یجعل حقیقي عدد أصغر S0 كان

 ومتباعدٌ   تكن مهما  متقارب أیضاً  وهو (F(t) للتابع الأسیة الرتبة  S0 العدد

). ذلك عكس

 مهما متباعداً  كان وإذا - ∞ الرتبة دعیت اهعند S تكن مهما متقارباً  السابق التكامل كان وإذا

 .∞ الرتبة دعیت S تكن

 

dtetF st∫
∞
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 : تعریف) 2-3-6(

: تحقق إذا γ أسیة مرتبة ذو F(t) التابع نإ نقول

 

 γ > 0 و محدود M حیث

 :التكامل یكون عندها محدودة أسیة مرتبة اذ F(t) التابع كان إذا

 

. F(t)لـ الأسیة لرتبةا S0 حیث  أجل من تحلیلیاً  تابعاً 

 ) تعریف:2-3-7(

 S0 مرتبة أسیة اربما باستثناء عدد من النقاط المنعزلة] (وذ[ )0، ∞(المستمر على  F(t)نسمي 

 حیث: المحدودة) أصلاً للتابع 

 

. F(t) صورة الأصل ونسمي 

 

): بعض الخواص الهامة لتحویل لابلاس: 8 ـ3ـ 2(

 تابعان وسیطیان ومعرفان كما یلي:  ـ لنفرض 1

MtFe t

t
<−

∞→
)(lim γ

dttFe st )(
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∞
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∞
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 عندها C عناصر من حقل مركب C2, C1 ولیكن

 

البرهان: 

واضح من تعریف تحویل لابلاس وخواص التكامل. 

  ـ بفرض 2

 عدد عندها α > 0وبفرض 

 

الإثبات: 

حسب التعریف 

 

 α t = z نبدل 

 

 

dttFesdttFes stst FF )()(2;)()(1 2
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∞
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 عندها: t < τ من أجل F(t) = 0 وإذا كان: τ > 0 وبفرض  ـ بفرض 3

 

 

 

 

 

 

 t - τ = z     ،   dt = dz بفرض

عندها: 
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 ـ لنعرف التابع 4

 

نلاحظ: و ،نسمي هذا التابع بتابع هافي ساید

 

           

وبذلك نجد: 

 

 ـ لابلاس مشتق تابع: 5

 ولنحسب لابلاس التابع  ولیكن ، یحقق شروط تحویل لابلاسF(t) لنفرض

. F`(t)المشتق 

هنا نمیز حالتین: 

 مستمر عندها: F` (t)أ ـ المشتق 
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 :یمكن تعمیم ذلك 

 نجد عندها: t = a قطع عندن مF`(t) المشتقب ـ 

 

نكرر ما سبق فنجد: 

 

 

 

یمكن تعمیم ذلك على أكثر من نقطة انقطاع. 

  ـ لابلاس 6

 حیث 

من التعریف: 
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 عندها G(o) = 0 لكن

 

 

یمكن تعمیم ذلك. 

 

 :F(t) ـ تحویل لابلاس للتابع الدوري 7

 كما یلي:  عندها یمكن كتابة T0 لنفرض أن الدور هو 
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نلاحظ: 

 

حیث: 

 

حیث: 

 

وبشكل عام: 

 

أي: 

 

وبالتالي: 
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 لأن ما بین القوسین سلسلة هندسیة أساسها 

 

 ـ مبرهنة القیمة الأولیة: 8

عند وجود النهایة یكون: 

 

 

 

 ∞ → sنأخذ نهایة الطرفین عند 

 

 مستمر مقطعیاً من مرتبة أسیة. F`(t) لأن
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 ـ مبرهنة القیمة النهائیة: 9

في حال وجود النهایة نجد: 

 

لدینا: 
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): تحویل لابلاس لبعض التوابع الأساسیة (الدوال الأساسیة): 9 ـ 3 ـ 2(

Laplace Transforms of Some elementary Functions 

 ـ وجدنا أن تابع هافي ساید یعرف كما یلي: 1

 

إذن: 

 

وبالتالي: 

 

وبهذا نجد أن أي تابع نرید حساب تحویل لابلاس له یمكن كتابته: 

 

 t > 0وذلك من أجل 

 ـ تحویل لابلاس للتابع الثابت: 2

F(t) = a 

 

 ـ تحویل لابلاس للتابع الأسي: 3
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  ـ تحویل لابلاس للتابع:  4

 

 

 ـ تحویل لابلاس للتابع: 5

F(t) = Sin atU (t) 

 

 

 ـ تحویل لابلاس للتابع: 6

 

 

 

 ـ تحویل لابلاس للتابع: 7
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 ـ تحویل لابلاس للتابع: 8

 

 ـ تحویل لابلاس للتابع: 9

 

 

  st = τ نفرض

               

 

 

 

 نجد: c= nوعندما 
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: التحویل المعاكس لتحویل لابلاس (مقلوب تحویل لابلاس): )10 ـ 3 ـ2(

The Inverse Laplace Transform: 

فیما سبق ذكره ذكرنا تحویل لابلاس وتحویلات لابلاس لبعض التوابع الأساسیة المعروفة سوف 

  والمطلوب إیجاد التابع  أي لنفرض لدینا تابع ما ،لة العكسیةأندرس المس

المحقق لـ: 

 

 . F(t)  صورة و  أصل سوف نسمي 

 سوف ندرس حالات خاصة .إن هذه العملیة تدعى عملیة إیجاد تحویل لابلاس العكسي 

. ثم ننتقل إلى الطریقة العامة لإیجاد التحویل العكسي 

  ـ إیجاد أصل التحویل 1

لدینا: 

 

 

 نجد: S بـ S+ µ) كل Sلنبدل في العلاقة الأخیرة (والصحیحة مهما تكن 
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تطبیق: 

بفرض 

 

 

 

  ـ إیجاد أصل التابع 2

لدینا: 
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تطبیق: 

أوجد تحویل لابلاس: 

F(t) = t Cost U (t) 

 

 

 

 

  ـ إیجاد أصل التابع 3

 لدینا 
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ضمن شروط تحلیلیة نفترض تحققها نبدل الترتیب بین إشارتي التكامل أي نبدأ أولاً بالمكاملة 

 فنجد: tم بالنسبة لـث Sبالنسبة لـ

 

 

 

 

تطبیق: 

 احسب لابلاس التابع 

 

 

 

ملحوظة: 

یمكن إیجاد تحویل لابلاس العكسي لبعض التوابع بشكل مباشر إذا كانت تتشابه مع بعض 

الدساتیر فمثلاً : 
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): الطرق العامة لتحویل لابلاس العكسي: 11 ـ 3 ـ 2(

 ذات أمثال حقیقیة ولیس بینهما عوامل مشتركة ولیكن: S حدودیتان بـبفرض 

 

 :وجد التحویل المعاكس لـن ل.كسراً جبریاً بسیطاً 

هنا نمیز الحالات التالیة: 

 كما یلي:  عندها كما نعلم یمكن كتابة α1 ……….αm اً  بسیطاً جذر    m أ ـ لـ
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وبسهولة نجد: 

 

 

تطبیق: 

 

 

 

 

 

F(t) = (e-2t – e-3t) U (t) 

 

 ب ـ عندما توجد جذور مضاعفة لـ

 مرة عندها:  جذر مكرر لنفرض 
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 d(α) ≠ 0حیث 

 

 

 E(α)≠0 حیث

 

 كما یلي: وكما نعلم تتعین الثوابت 

                      i = 0 , 1, ………., m-1 

 مرة.  تعني الاشتقاق حیث 

 

 حیث   

 

تطبیق: 

أوجد تحویل  لابلاس العكسي لـ: 
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 مثل: ج ـ عند وجود جذور عقدیة لـ

 الجذر الموافق. یكون 

 یمكن كتابته: أن  إذا كررنا ما سبق نجد عندها

 

لأن: 
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 كما یلي: A, B ویمكن تعیین كلٍ من

 

 ونطابق بین الأقسام الحقیقیة والوهمیة بین الطرفین نجد:  بـنعوض 

 

 معلومة عندها: حیث 

          ,                  

 عندها:  نحصل على عبارة علمت فیها إذا عوضنا في عبارة 

 

 

أي عبارة تحوي فیها تابع أسي وتابع مثلثاتي. 

 

 

تطبیق: 

أوجد التحویل المعاكس لـ: 
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سي. أ وتحویل العبارة إلى عبارة مثلثیة مضروبة بتابع یمكن تعیین 

 جذور عقدیة مكررة تكرر ما سبق في ب و ج. ء ـ عندما یكون لـ

 

: The Convolution Theorem مبرهنة الطي )2-3-12(

 عندها بفرض 
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الإثبات: 

إن المطلوب یكافئ القول: 

 

لدینا: 

 

  وهو غیر متعلق بـنضرب الطرفین بـ

 

لكن: 

 

 :لهذا
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ط تحلیلیة نفترض وجودها وتحققها نبدل بین إشارتي التكامل فنجد: وضمن شر

 

  لهذا:  من أجل لكن 

 

 

 

 باستخدام تابع لإن مبرهنة الطي تستخدم من أجل إیجاد التحویل اللابلاسي المعاكس ل

الخوارزمیة التالیة: 

.  و  إلى جداء تابعین  ـ نحلل 1

  ـ نوجد 2

 ـ نطبق المبرهنة. 3

تطبیق: 
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أوجد مقلوب تحویل لابلاس (المعاكس) لـ: 

 

 

    

F1(u) = Cos u               F2(u) = Sin u 

 أي نأخذ F2(u) على أحدهما ولیكن t ونقوم بإزاحة F1(u)   أو  F2(u)نختار أحد التابعین 

وبعدها.  Sin(t-u)التابع 

 

 

 

 

 

 

 تحویل لابلاس لبعض التوابع الخاصة: )2-3-13(
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Laplace Transforms for Some Special Functions: 

 ـ التوابع النبضیة: 1

 كما یلي: لنعرف التابع 

 

 

 

 

 

 

 

  أصغر ویمكن تشبیهه بقوة كبیرة نلاحظ أن هذا التابع تكون قیمته كبیرة أكثر كلما كانت 

 ونلاحظ أیضاً : εتؤثر لفترة قصیرة 

 

 ε → 0 عندما θε (t) المسمى بتابع دیراك وهو یعرف كنهایة للتابع δ(t)لنعرف أیضاً التابع 

فنجد: 

)(tεθ
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ونجد: 

 

 

 

 یستخدم كعملیة فیزیائیة حدیة ذات قیمة متناهیة في الكبر عندما تطبق على δ(t)وهذا التابع 

فترة متناهیة في الصفر بشكل نبضة واحدة. 

 یمكن كتابة مایلي: θε(t)من تعریف التابع 

 

نلاحظ: 
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كذلك نرى: 

 

 

 

وحسب خواص لابلاس مشتق تابع: 

 

 

 

   t>0حیث    ـ تحویل لابلاس للتابع  2

اعتماداً على النهایة التالیة: 

 

لأن: 
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 :نجد بتطبیق خاصة مشتق لابلاس

 

 حیث         

 

 

لكن 

 

 

 

              ⇒          

نكامل: 

 

=−
→

)1(lnlim
0

tt
t

0
1

1

1
1ln

2
00

limlim =
−

=
−

→→

t

t

t

t
tt

[ ] )(ln ~ sttLa F ′−=

[ ]tLasF ln)(~ =

[ ] [ ] ][lnln tLattLatttLa −=−

[ ] 2

1)`(ln ~
s

stttLa F −−=−

[ ] [ ] [ ] 0lnln)`ln( =−−−=− tttttttsLatttLa












−








−= ′ 2

1)(~
S

sS F

( )[ ]
S

sstttLa F
1)`(`ln ~ −−=−

s
sss FF

1)`()( ~~ −=+ [ ]
s

sFs s
1)(~ `

−=

sssC F ln)(~ −=+



- 314-  

 

 

 

   نجد: s = 1من أجل: 

 

حیث: 

 

 

:  ـ تحویل لابلاس للتابع 3
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:  ـ تحویل لابلاس للتابع 4

 

یبرهن أن تحویل لابلاس لتابع التجیب التكاملي هو: 

       

ویبرهن أیضاً أن: 

 

 تابع اللغارتم التكاملي. li (e+) حیث

 كما یلي: n ـ لقد عرفنا تابع بیسیل من الدرجة 5

 

 

هذا التابع له الصفات التالیة: 
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2)             

3)             

  یكون: وعندما 

 

4)              

والأخیر هو التابع المعمم لبیسیل. 

 إن تابع بیسیل یحقق المعادلة التفاضلیة التالیة:               (5

 

 لنوجد لابلاس 

حسب التعریف: 
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طریقة ثانیة: 

 هنا) كحل للمعادلة التفاضلیة  (إن استخدمنا علاقة تعریف تابع بیسیل من الدرجة 

التالیة: 

 

    وین بعین الاعتبار أن: ذلنطبق تحویل لابلاس على الطرفین آخ

 نجد:  هو وبفرض 

وبالاختصار نجد: 
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 من مبرهنة القیمة الأولیة فنجد: cیمكن تعیین الثابت 

 

 

 

وحسب خاصة التحاكي. 

 

 تابع بیسیل من الدرجة الأولى نجد من الخاصة:  حیث من أجل حساب 

 

La  

 

 

): الصیغة العقدیة لتحویل لابلاس العكسي: 14 ـ 3 ـ 2(

The Complex Inversion formula: 

 بفرض    

عندها تعطى الصیغة العقدیة لتحویل لابلاس العكسي كما یلي: 
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                  t > 0 

  من أجل 

هذه الصیغة تعرف أیضاً بصیغة بروموینش. 

 δ ویختار العدد  على المستقیم إن التكامل السابق ینجز في المستوي العقدي 

بحیث یقع على یمین كل النقاط الشاذة وهو من جهة أخرى كیفي وفي الطریقة العملیة فإن 

التكامل السابق ینجز على المحیط التالي المسمى محیط بروموینش. 

 

 

 

 

 

 

إن التكامل السابق یفهم كما یلي: 

 

 في الساحة العقدیة یحقق ما طلب من المنطقة إن محیط بروموینش السابق 

لإنجاز تكامل الصیغة العقدیة لتحویل لابلاس العكسي. 

 :وحسب نظریة الرواسب فإن هذا التكامل
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 بالتالي: ، الأقطاب الواقعة داخل محیط بروموینشحیث 

 

 

تطبیق: 

أوجد تحویل لابلاس العكسي للتابع: 

 

نلاحظ أن أقطاب التابع: 
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): تطبیقات تحویل لابلاس: 15 ـ 3 ـ 2 (

Applications of Laplace Transform: 

لتحویل لابلاس تطبیقات عدة: 

 بعض التكاملات المحددة. حساب  ـ1

 ـ حل بعض المعادلات التفاضلیة. 2

 ـ حل جملة معادلات تفاضلیة. 3

 ـ حل المعادلات التكاملیة. 4

 ـ یمكن استخدام تحویل لابلاس لحساب تكاملات من الشكل: 1

 

 فمثلاً :  من أجل F(t) مساویاً للابلاس التابع Iحیث یصبح التكامل 
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 بالعلاقة: n ـ تعطى المعادلة التفاضلیة ذات الأمثال الثابتة ومن المرتبة 2

 

حیث تعطى شروط البدء كما یلي: 

 

 معلوم. F(t) والتابع α1, ……….. αnمعلومة كذلك الثوابت 

 لنفرض أن 

  وحدودیة لنطبق تحویل لابلاس على المعادلة التفاضلیة فنجد علاقة جبریة بـ

أي: 

 

 :ومنه

 

 :ومنه

 

تطبیق: 

أوجد حلاً للمعادلة التفاضلیة: 
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 الحل:

 

 

 

حسب الصیغة العقدیة نجد: 
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في بعض الأحیان عندما تصبح رتبة المعادلة التفاضلیة عالیة عندها یصعب تطبیق الطریقة 

 عملیة صعبة لهذا نلجأ لما یلي: السابقة لأن عملیة إیجاد (تفریق الكسر) جذور 

لتكن لدینا المعادلة التفاضلیة المطلوب حلها مكتوبة بالشكل التالي: 

 

ولنفرض أن: 

 

كمیات معلومة. 

 هو التابع المجهول. وأن 

 كما یلي:  المجهول ةیر تسمييلنجرِ تغ

 

x1(t) = Z(t) 

 

 

 

 

 

یمكن كتابة جملة المعادلات السابقة بالشكل المصفوفي كما یلي: 
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وهذا یكتب بشكل مختصر: 

 

حیث: 

              ;                       

            ;                  

: فنجد لابلاس تحویل الأخیرة المصفوفیة الخطیة التفاضلیة المعادلة على لنطبق

 

 

: حیث
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                     المصفوفة الواحدیة من الدرجة 

 

.  المجهول التابع نجد منه الأول السطر اختیار مث الثاني للطرف المعاكس التحویل وبأخذ

: تطبیق

 خطیتین تفاضلیتین معادلتین إلى ردها بعد التالیة الخطیة العادیة التفاضلیة المعادلة حل أوجد

: الأولى المرتبة من

Z``(t) – 3 Z`(t) + 2 Z(t) = t       t > 0 

 Z(0) = Z`(0) = 0حیث         
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: المعادلة على لابلاس تحویل بتطبیق

X`(t) = A X(t) + B(t) 

: نجد

 

: حیث
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: نجد المعروفة بالطرق الثوابت بتعیین

                                  B = -1   ,     

 

: خطیة تفاضلیة معادلات جملة حل ـ 3

: التالیة الخوارزمیة ولنتبع ة،السابق ةالحال على یعتمد الجملة هذه مثل حل إن

 تابع من بأكثر وهي (السابقة الجملة من تفاضلیة معادلة كل على لابلاس تحویل نطبق ـ أ

). مجهول

. المناسبة بالطریقة نحلها مجاهیل بعدة جبریة معادلات جملة على بذلك نحصل ـ ب
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. الجملة حل على فنحصل الحلول على لابلاس تحویل مقلوب نطبق ـ ج

: تطبیق

: التالیتین التفاضلیتین المعادلتین جملة حل

Z`(t) – X`(t) = Sin t 

Z`(t) + X`(t) = Cos t 

 Z(0) = X(0) = 1حیث 

 

 

 

 كذلك

 

 

 

: نجد بـ الجبریتین المعادلتین ولحل
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: نجد السابقین للتابعین المعاكس التحویل وبأخذ

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 :التكاملیة المعادلات حل ـ 4
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 المختلفة ومشتقاته  التابع تحوي علاقة بأنها  ما لتابع التكاملیة المعادلة نعرف

: المعادلة مثل  إلى 0 من غیره مع التابع ذلك وتكامل

 

: المعادلة شكل كان إذا أما ،فولتیرا بمعادلة تسمى التي المعادلة نواة  التابع یسمى

 

 بمعادلة تدعى المعادلة هذه فإن معلوم تابع السابقة المعادلة في كما و ثابت  حیث

: التالیة الخاصة المعادلة الهامة التكاملیة المعادلات منو ،فردهولم

 

: الشكل لها كان إذا أما الثاني النوع من فولتیرا معادلة وتدعى

 

. الأول النوع من فولتیرا معادلة فتدعى

: الترتیب على نجد فولتیرا معادلتي على لابلاس تحویل طبقنا إذا

 

 و                   
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    و  حیث 

 

: تطبیق

: التالیتین التكاملیتین المعادلتین حل أوجد

 

 

: فنجد لابلاس تحویل نطبق الأولى المعادلة لحل

 

 

 

 

 

 

: الثانیة المعادلة على التحویل طبقنا وإذا
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: لابلاس بتحویل وعلاقته (Z-Transform)  تحویل): 16 ـ 3 ـ 2(

: تعریف

: یلي كما لـ  تحویل نعرف ،عقدیة أعداد متوالیة  لتكن

 

. عقدي متحول  حیث

).  أجل من متقاربة وهي لورانت سلسلة نرى كما وهو (موجود التحویل هذا إن

: التالیة بالعلاقة لابلاس تحویل مع التحویل هذا یرتبط

 

  نبدل أي

  حیث   أجل من  أن نلاحظ
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 وبأخذ تحویل لابلاس

 

 

 

 

 

  حیث Z = eSبفرض 
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 .المطلوب وهو

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

    Solved Problems   )16 ـ 3 ـ2  (محلولة تمارین
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 : ـ احسب لابلاس التابع1

 

 

 

 

 :التابع لابلاس احسب ـ 2

             t > 0 

 

 :ـ احسب لابلاس التابع 3

 

 

 : التابع لابلاس احسب ـ 4

F(t) = t2 Cos t 
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: الدوري التابع لابلاس أوجد ـ 5

 

 نلاحظ أن دور التابع 
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u = Sin t            du = Cos t dt 

e-st dt = dv          

 

 

u1 = Cos t             d u1 = - Sin t dt 

e-st dt = dv                
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 ـ احسب التكاملات التالیة بوساطة تحویل لابلاس: 6
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 ـ حل المعادلة التفاضلیة التالیة بوساطة تحویل لابلاس: 7

 

 حیث  

 

 

 

 

 

 بالمطابقة تتعین الثوابت     

[ ]
00

3

=

∞
−−









−= ∫
s

tt dseeLa

0
3

1
1

1

=

∞

















+
−

+
= ∫

ss

ds
ss

0
3
1ln

=

∞













+
+

=
sss

s

3ln
3
1ln =−=

)()()`()``( tutZtZtZ =++

2)0`()0( == ZZ

s
ZLaZLaZLa 2][`][``][ =++

s
sZZsSZSZsS ZZ 2)()0()()0`()0()(2 =+−+−−

422)1)(( 2 ++=++ s
s

sssZ

1
4

1
2

)1(
2)( 222 ++

+
++

+
++

=
ssss

s
sss

sZ

1)1(
2

22 ++
+

+=
++ ss

CBs
s
A

sss

2,2;2 −=−= CBA



- 341-  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 ـ احسب تحویل لابلاس العكسي لـ: 8
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 ـ حل جملة المعادلتین التالیتین: 9

 

 

 الحل:

 

 

 

 

 :كذلك
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 :فنجد بـ الجبریتین المعادلتین نحل

 

 

         A = -2          B = 5 

 

     C = 3           D = 5 

 

 :التالیة التكاملیة المعادلة حل ـ 10
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= 2I + t 

 

 :نجد مرتین بالتجزئة I التكامل وبحساب

 

 

 

 

 

 

 

 

 

   Supplementary Problems ) 17 – 3 – 2 (محلولة غیر مسائل

 

 - أوجد تحویل لابلاس لكل من التوابع التالیة1
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𝐹𝐹1 (𝑡𝑡) = �
𝑡𝑡                              0 < 𝑡𝑡 < 3
   � عدا ذلك                                       0

𝐹𝐹2 (𝑡𝑡) = (𝑡𝑡 + cos 𝑡𝑡 + sin 𝑡𝑡)𝑢𝑢(𝑡𝑡)  

𝐹𝐹3 (𝑡𝑡) = (𝑐𝑐ℎ5𝑡𝑡 + 𝑠𝑠ℎ5𝑡𝑡)𝑢𝑢(𝑡𝑡)  

 𝐹𝐹3 (𝑡𝑡) = �
cos �𝑡𝑡 − 2𝑚𝑚�����

3
�                              𝑡𝑡 > 2𝑚𝑚�����

3

0                                                    𝑡𝑡 < 2𝑚𝑚�����

3 

�  

𝐹𝐹4(𝑡𝑡) = 𝑡𝑡 sin 𝑡𝑡  𝑢𝑢(𝑡𝑡)  

  

𝐹𝐹4(𝑡𝑡) = 𝑡𝑡2 cos , 𝑡𝑡  𝑢𝑢(𝑡𝑡)  

  

𝐹𝐹5 (𝑡𝑡) = sin 𝑡𝑡
∈

 𝑢𝑢(𝑡𝑡)  

𝐹𝐹6(𝑡𝑡) = �
sin 𝑡𝑡                       𝑜𝑜 < 𝑡𝑡 < 𝜋𝜋
 عدا ذلك                                     0

�  

 

 - أوجد تحویل لابلاس التوابع الدوریة الآتیة 2

𝐹𝐹1(𝑡𝑡) =  t2                  0 < 𝑡𝑡 < 1  

𝐹𝐹2 (t) = cos t                  0 ≤ t ≤ 2π   

𝐹𝐹3 (𝑡𝑡) = � 𝑡𝑡                     0 < 𝑡𝑡 < 𝜋𝜋
sin 𝑡𝑡                 𝜋𝜋 < 𝑡𝑡 < 2𝜋𝜋

�  

  أوجد قیمة التكاملات التالیة مستخدماً تحویل لابلاس-3
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𝐼𝐼1 = ∫ 𝑒𝑒4𝑡𝑡∞
0  sin 𝑡𝑡  𝑥𝑥𝑑𝑑  

𝐼𝐼2 = ∫ sin 𝑡𝑡
𝑡𝑡

∞
0  𝑥𝑥𝑑𝑑  

𝐼𝐼3 = ∫ 𝑒𝑒−2𝑡𝑡∞
0  t sin 𝑡𝑡  𝑥𝑥𝑑𝑑  

   

 - برهن أن4

∫ 𝑒𝑒−3𝑡𝑡−𝑒𝑒−2𝑡𝑡

𝑡𝑡
∞

0  𝑥𝑥𝑑𝑑 = ℓ𝑛𝑛2  

∫ cos 6𝑡𝑡−cos 4𝑡𝑡
𝑡𝑡

∞
0  𝑥𝑥𝑑𝑑 = ℓ𝑛𝑛 3

2
  

 

𝑡𝑡 - أوجد لابلاس التوابع التالیة:   5 > 0  

 

𝐹𝐹1 (t) = e−2t   sin 2 3t
t

  

𝐹𝐹2(𝑡𝑡) = 𝑒𝑒3(𝑡𝑡−5) sin(𝑡𝑡 − 5)  

𝐹𝐹3(𝑡𝑡) = 1−𝑒𝑒−4𝑡𝑡

𝑡𝑡𝑒𝑒𝑡𝑡
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 :- أوجد مقلوب تحویل  لابلاس للتوابع التالیة6

𝐹𝐹1 (𝑆𝑆)         

𝐹𝐹3 (         

 :- بوساطة تحویل لابلاس أوجد حل المعادلات التفاضلیة الآتیة7

�1)     Z″ (t) + 2Z′(t) + Z(t) = 3  

𝑍𝑍(0) = 𝑍𝑍′(0) = 0  

 

2) 𝑍𝑍′ + 𝑍𝑍 = 𝑡𝑡                   𝑍𝑍(0) = 0
𝑍𝑍′(0) = 2  

3)  𝑍𝑍″ − 5𝑍𝑍′ + 6𝑍𝑍 = 2𝑒𝑒𝑡𝑡     𝑍𝑍(0) = 𝑍𝑍′(0) = 1  

 : - أوجد حلول المعادلات التكاملیة الآتیة8

1)𝑍𝑍(𝑡𝑡) − ∫ 𝑒𝑒𝑡𝑡−𝑢𝑢𝑍𝑍(𝑢𝑢)𝑥𝑥𝑢𝑢 = cos 2 𝑡𝑡𝑡𝑡
0   

2) 𝑍𝑍(𝑡𝑡) −  ∫ sin(𝑡𝑡 − 𝑢𝑢)𝑥𝑥𝑢𝑢 = 𝑡𝑡2𝑡𝑡
0   
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 الثالث الباب

الجزئیة التفاضلیة المعادلات بعض  

  )الریاضیة الفیزیائیة المعادلات(

Some Partial Differential Equations  
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الأول الفصل  

حلها طرق وبعض الثانیة المرتبة من الجزئیة التفاضلیة المعادلات  

Partial differential equations of Second order & some solving Methods 

 

: تمهید

 تدرس التي الفیزیائیة العملیات مختلف بدراسة وثیقاً  ارتباطاً  ترتبط الفصل هذا موضوعات إن

 المسائل من وغیرها انیكیةكموال الكهربائیة الهندسةو المرونة ونظریة امیكیةالهیدرودین مواضیع

. التطبیق نطاق في وتختلف بالجوهر تشترك التي

 المسائل لحل ریاضیة طرقاً  وحلها )الفیزیائیة الریاضیة( الجزئیة التفاضلیة المعادلات تعتبر

. الكهربائیة منها المیكانیكیة والهندسیة الفیزیائیة

 شهیرة أنواع على خاصة أمثلة ونضرب تعریفها بعد الجزئیة التفاضلیة المعادلات نصنف سوف

. بإیجاز الآخر والبعض بالتفصیل بعضها ندرس منها

: تعریف): 1 ـ 1 ـ 3(

 هي مستقلین بمتغیرین الجزئیة التفاضلیة المعادلة إن :مستقلین بمتغیرین التفاضلیة المعادلات ـ أ

 علاقة أي الثانیة المرتبة من الجزئیة ومشتقاتها U(x,y) لمتحولین) تابع (دالة بین تربط علاقة

 الشكل؛ من

F(U(x,y), Ux, Uy, Ux
2 , Uxy , Uy

2) = 0 

Uy حیث
2, Uxy , Ux

2, Uy , Ux للدالة الجزئیة المشتقات U(x,y) والثانیة الأولى المرتبة من 

. الترتیب على
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. مستقلین متحولین من بأكثر توابع على التعریف هذا تعمیم یمكن

: التالي هو المعادلة شكل كان إذا

A11 Ux
2 + 2 A12 Uxy + A22 Uy

2 + F1 (x,y, U , Ux , Uy) = 0     ( 3-1-1)        

 اعتمدت إذا أما ،للمشتقات بالنسبة خطیة معادلة) 1-1-3 (نسمي y, x.ل تابعة المعاملات ثيح

. خطیة شبه معادلة المعادلة دعیت الجزئیة المشتقات وعلى y , x من كل على المعاملات

 العلیا الرتب من للمشتقات بالنسبة خطیة كانت إذا عام بشكل خطیة معادلة) 1-1-3 (نسمي

: مثل الأولى ومشتقاته U للتابع وبالنسبة

A11 Ux2 + 2 Ai2 Uxy + A22 Uy2 + b1 Ux + b2 Uy + Cu+ f = 0         (3 –1-
2) 

. فقط y ,xلـ توابع جمیعها المعاملات حیث

 ،ثابتة بأمثال خطیة المعادلة تسمى y ,xبـ متعلقة غیر) 2-1– 3 (في المعاملات تكون وعندما

. متجانسة معادلة سمیت f انعدم وإذا

 بسیطة جزئیة تفاضلیة معادلة إلى الجزئیة التفاضلیة المعادلة تحویل إمكانیة هو الحل جوهر إن

. شاذ غیر) عكسي تحویل له (ما تحویل وفق

. لدینا معروف التحویل هذا أن تبرنع وسوف المنحى هذا في كثیراً  ندخل لن

: الزائدي النمط ذات الثانیة المرتبة من الجزئیة التفاضلیة المعادلات): 2 ـ 1 ـ 3(

 ،بالاهتزازات المتعلقة الفیزیائیة المسائل من الكثیر دراسة عند المعادلات من النمط هذا یصادفنا

: هو النمط هذا أشكال وأبسط

Ux2 – Uy2 = 0 
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Ux2 = Uy2               أو 

. شاقولي مستو في مرن خیط اهتزاز یمثل الشكل هذا أن وسندرس

: الحدیة المسائل صیاغة): 3 ـ 1 ـ 3(

: شاقولي مستو في مرن خیط اهتزاز معادلة ـ أ

 علیه ینطبق الذي الفواصل محور x یمثل حیث x, U(x,t) المستوي في المسألة هذه لندرس

). شاقولیة مستویة الحركة( الاهتزاز فقط ووفقه وفقه یتم الذي التراتیب محور U(x,t)و الخیط

: یلي ما نفترض سوف

. الطول واحدة في واحدة كتلة له متجانس الخیط ـ 1

. للانثناء قابل ـ 2

. فقط وشاقولیة (x, u) المستوي في تتم الحركة ـ 3

. الفاصلة xو الزمن هو t حیث U(x,t) بالدالة الحركة هذه وصف یمكن ـ 4

 :ملحوظة

ن الخیط قابل للانثناء إذا كانت قوى الشد الناتجة عن الاهتزاز بالخیط ذات محصلة إنقول 

مماسیة فقط وهذا یعني أن الوتر (الخیط) لا یقاوم الانثناء. 

 الذي هوك قانون وفق) صغیرة الاهتزازات (الاهتزاز عن الناتجة الشد قوى نحسب أن یمكن

) السرعة مربع استخدامه عند نهمل )2
xU الصحیح الواحد مع بالمقارنة .
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l الوتر طول 

 PQ) الوتر جزء (بالوتر تحدث التي الاستطالة لنحسب سبق ما على اعتماداً 

: بالعلاقة یعطى x1x2 المسقط جزء في القوس طول إن

sxxdxUS
X

X
x ∆=−≈+= ∫ 12

2

1

2 21`  

12 نعد أن یمكن آخر بشكل أي xxPQS  استطالة تحدث لا الاصطلاح هذا وفق ∆==−

. الاهتزاز عملیة أثناء المهتز الوتر لجزء

 على یعتمد لا وهو بالزمن متعلق غیر نقطة كل في الشد مقدار أن ینتج هوك قانون وحسب

: أي x الفاصلة

T(x) = T0 = cons t 

: أي التراتیب ومحور السینات محور على الشد قوى لمسقطین Tx, Tuبـ لنرمز

)(
1

)()()(
2

xT
U
xTCosxxTxTx

x

≈
+

≈=  

UxxTtgxTSinxTxTu )()()()( ≈≈= αα  

. U(x,t) للمنحني الفواصل محور مع ماسمال زاویة وهي صغیرة زاویة α حیث

 )1 -1 -3 ( الشكل

x X1 X2 X = l 

Q 
P 

0 

α 

U(x, t) 
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 وقوى الشد قوى الجزء هذا على تؤثر حیث ∆≈21xx الجزء على المؤثرة القوى لندرس

 القوى هذه مساقط محصلة فإن لهذا أفقیة حركة یوجد لا أنه وبما ،الذاتي القصور وقوى خارجیة

: یكون ولهذا U(x,t) المحور امتداد على شاقولیة الحركة فإن افتراضنا وحسب معدومة الأفقیة

T(x1) = T(x2)   أو       Tx(xR2R) – Tx(xR1R) = 0 

 T(x) = T0 أي

 المتحركة الكتلة جداء إلى تساوي المؤثرة القوى محصلة نإ القائل لنیوتن الثاني القانون وحسب

. الوتر اهتزاز معادلة استنتاج یمكنناف ،بالتسارع

: تساوي U المحور على ∆S الوتر جزء الحركة كمیة مركبة إن

∫
2

1

)(),(
x

x
t dtU ξξρξ                                                              (3-1-1) 

. للوتر الخطیة الكثافة ρ حیث

: أي t = t2 – t1∆ الزمنیة الفترة خلال الحركة كمیة في التغیر إن

[ ] ξξξξρ dtUtU t

xx

X

),(),()( 12

2

1

−∫                                                (3-1-2) 

: أي الشد قوى دفع یساوي

1
0

2
0

xxxx
UxTUxT
==

−  

: لهذا فإن

[ ] =−∫ )()(),(),(
2

1
12 ξξρξξ dtUtU

x

x
tt  
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[ ] ∫ ∫∫ +−
2

1

2

1
20 ),(),(`)(

2

1

x

x

t

t

t

t

ddFdxUxxUxT τξτξτττ                                    (3-1-3)  

 على τ مع مستمر التابع هذا أن المفترض (الخطیة الخارجیة القوى كثافة تابع F(ξ.τ) حیث

 للدالة الثانیة المشتقات استمرار مفترضین (التفاضلیة المعادلة إلى وللانتقال )l الخیط طول

(U(x,t)Z الآتیة الصورة مرتین الوسطى القیمة نظریة تطبیق بعد ةالأخیر العلاقة تأخذ: 

( ) ( ) =∆∆ xttUtt
****** , ξρξ  

[ ]{ } xttFtUT xx ∆∆+ **********
0 ,(),( ξξ            (3-1-4)                                        

: حیث

),(,, 21
****** xx∈ξξξ  

t*, t** , t*** ∈ (t1, t2) 

: على نحصل النهایات وأخذ الاختصار وبعد

T0Uxx = ρ Utt – F(x,t) 

: نكتب ثابتة ρ تكون وعندما

Utt = a2 Uxx + f(x, t) 

 حیث

ρ
0T

a =  

),(1),( txFtxf
ρ

=  

. الكتل لوحدة منسوبة القوة كثافة f حیث
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 :المعادلة على نحصل الخارجیة القوى انعدام وعند

Utt = a2 Uxx ..........................                                     (3-1-5) 

: المعادلة على أو

Utt – a2 Uxx = 0 

. الزائدي النمط من وهي خارجیة لقوى یتعرض لا وتر اهتزاز معادلة وهي

 :ملحوظة

 عدم یعني لا هذا ولكن مرتین الاشتقاق تقبل المستخدمة الدوال أن افترضنا سبق ما كل في

. المعادلات هذه وتحقق مرتین الاشتقاق تقبل لا دوال وجود

 حیث x0 النقطة في أثرت إذا

    :x1 <  x0   < x2 قوة 

: الشكل في كما f0(t) مركزیة

 تكتب) 3-1-3 (المعادلة فإن

 :الصورة على

[ ] =−− ∫ ∫∫
2

1

2

1
12

2

1

),(),().,()(
x

X

t

t
tt

x

X

ddtfdtUtU τξξξξξξρ  

[ ] ∫∫ +−
2

1
0

2

1
20 )(),(),(

t

t

t

t
xx dfdxUxUT ξτττττ  

 الأخیرة العلاقة من الأیسر الطرف في التكاملین فإن محدودة الوتر نقط سرعات نإ وحیث

: عندما الصفر إلى یؤولان

x2 → x0 

x l x0 0 

u 
f0 (t) 

 )2 -1 -3 ( الشكل
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x1 → x0 

: نجد لهذا

[ ] τττ dxUxUxT x

t

t

),0(),0( 00

2

1
0 −−+∫  

∫−=
2

1
0 )(

t

t

df ττ  

 :النهایات إلى والانتقال) الاختیاري (t∆ على والاختصار الوسطى القیمة نظریة وحسب

)(1),( 0
0

0

0

0

0

tf
T

txUx
X

X
−=

+

−
 

 ،معنى التفاضلیة للمعادلة یكون ولا المركزیة القوة تأثیر نقطة في تنقطع الأولى المشتقات أن أي

 :أي

)(1),0(),0( 0
0

00 tf
T

txUxtxUx −=−−+ ، ),0(),0( 00 txUtxU −=+  

. f0(t) المركزیة والقوة T0 الشد قوى على یعتمد وهو x0 في الوتر كسر مقدار عن یعبر وهذا

: والأوتار للقضبان الطولیة الاهتزاز معادلة ـ ب

 ولهذا ؛واحدة صورة لها والنوابض والقضبان للأوتار الطولیة للاهتزازات الواصفة المعادلات إن

 ویمكن ox الفواصل محور على منطبق l (0 < x < l) طوله قضیب اهتزاز ندرس سوف

 على نحصل عندما x الفاصلة ذات النقطة يوف ،t اللحظة في U(x,t) بالدالة اهتزازه وصف

 هوك قانون حسب القضیب طول على طولي اهتزاز حالة فتحصل النقطة هذه في إزاحة

 x تساوي) اتزان وضع في لها المقابلة النقطة تكان التي (x الفاصلة تصبح لاغرانج ومتغیرات
+ U(x,t). 
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 U                  , هي بدایته حیث x∆ الطول يذ القضیب لعنصر النسبیة الاستطالة لنحسب

(x,  + U(x,t))                         ونهایته (x+ ∆x+ U(x+∆x, t).              

 :یساوي الاستطالة هذه مقدار إن

[ ] [ ]
x

txUxtxxUx
∆

+∆−∆++∆ ),(,(  

),(),( txxxU
x

txU
∆+=

∆
∆

= θ                    0≤  θ ≤ 1 

. Ux(x,t)بـ فقط تتحدد النسبیة الاستطالة هذه أن نجد x → 0∆ وعندما

: نجد الحركة كمیة تغیر نظریة وبتطبیق) یونغ عامل (المرونة عامل k(x) حیث

[ ] =−∫ ξξρξξ dtUtU
x

x
tt )(),(),(

2

1
12  

∫ +−
2

1122

1

)],()(),()(
t

t
x dxUxkxUxxk τττ  

∫ ∫+
2

1

2

1

),(
x

x

t

t

ddF τετξ  

. الطول واحدة في الخارجیة القوة كثافة دالة F(x,t) حیث

 :أي النهایات إلى الانتقال وعند

∆x → 0       ,   ∆t → 0 

: نجد الوسطى القیمة نظریة وتطبیق

[ ] ),()( txFUUxxK ttx −= ρ  



- 360-  

 

: نجد ثوابت ρ(x),   k(x) أي متجانساً  القضیب یكون وعندما

ρ
),(2 txFUaU xxtt +=  

 حیث
ρ
ka = 

:  خارجیة ىقو وجود دون خیط اهتزاز معادلة ـ ج

 ویزاح شاقولي مستو في یهتز l طوله الطرفین مثبت مرن خیط اهتزاز حركة المعادلة هذه تصف

 الشروط تحقیق نفترض سوف حراً  بعدها ویترك (t = 0) البدء لحظة في توازنه وضع عن

: الآتیة

 ـ الخیط متجانس له كتلة واحدة في واحدة الطول. 1

. مهمل الخیط ثقل ـ 2

. فقط شاقولي الاهتزاز ـ 3

lMM حیث الخیط من l∆ طول على (الخیط حركة على المؤثرة القوى عن لنبحث ∆=21 (

 إذاً  فقط شاقولیة الخیط حركة أن وبما الترتیب على M2, M1 عند الشد قوى T2, T1 كنتول

: أي مباشرة متعاكسان ox المحور على الشد قوى مسقطا

T1 Cos α  , T2 cos β 

 :یحققان

T1 cos α = + T2 cos β = T 

: فهما الشاقولیان المسقطان أما، )المطلقة بالققیمة متساویان(

T1 Sin α   , T2 Sin β 
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 :وهي محصلة فلهما

T2 Sin β   - T1 Sin α 

 القوى فإن بالتحریك نیوتن قانون وحسب السابقة المحصلة هي l∆ على المؤثرة القوى ومحصلة

=Γبـ تمثل mF 

Γ حیث
Fو التسارع →

 :وبالإسقاط ،القوى →

2

2

12 t
UxSinTSinT

∂
∂

∆=− ραβ  

. T على نقسم ،الاهتزاز تابع U(x,t) و الطول واحدة كتلة ρ حیث

2

2

1

1

2

2

t
Ux

TCosT
SinT

CosT
SinT

∂
∂

∆=−
ρ

α
α

β
β  

 

 

 

 

 

 :أي

xlMM ∆≈∆=21  

2

2

t
U

T
xtgtg
∂
∂∆

=− ραβ  

 )3 -1 -3 ( الشكل

U(x,t) 

M
 

X X2 X1 

M
 

β α 
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 ومن معادلة الخیط

x
txUtg

∂
∂

=
),(α  

x
txxUtg

∂
∆+∂

=
),(β  

 ومنه

2

2),(),(1
x
U

Tx
txUyxxU

x ∂
∂

=





∂
∂−∆+∂

∆
ρ  

 x → 0∆ وبأخذ النهایات

2

2

2

2 ),(
x
U

Tt
txU

∂
∂

=
∂

∂ ρ  

  أي
2

2
2

2

2

x
Ua

t
U

∂
∂

=
∂
∂ 

  حیث
ρ
Ta . المطلوبة المعادلة وهي 2=

:  النواقل في الكهربائیة الاهتزازات معادلة ـ ء

 V, Iبـ لهما ولنرمز كهربائي ناقل في التیار وسطاء t ولحظة x موضع في والكمون التیار لنعد

. الترتیب على

: یلي ما كتابة یمكننا dx طوله ناقل من جزء على أوم قانون لنطبق

-Vx dx = Irdx + IL dx                                                      (3-1-6) 

. الأطوال واحدة في الناقل في الذاتي والتحریض المقاومة هما L , R حیث



- 363-  

 

: فهي dt خلال dx بالعنصر المارة الكهرباء كمیة وأما

[I (x,t) – I(x+ ∆x, t)] dt = - Ix dx dt                                  (3 –1-7) 

 عدم نتیجة المفقودة الكمیة وأما dx العنصر لشحن اللازمة الكهرباء كمیة مجموع تساوي وهي

: فهي التام العزل

C[V(x,t+ ∆t) – V(x,t)] dx + G dxVdt =  [CVt + GV] dx dt          (3-1-8) 

 المفقودة الكمیة: بأن علماً  الأطوال واحدة في الكهربائي والتسرب السعة معاملات G, C حیث

. الكمون مع متناسبة

: على نحصل الأخیرة الثلاث المعادلات من

)913(
0
0

−−




=++
=++

RILIV
GVCVIx

tx

t  

 .I الدالة تحدد واحدة معادلة على الحصول یمكننا ومنها البرق معادلة تدعى الأخیرة والمعادلات

913 (من الأولى المعادلة لنفاضل  وبالطرح xبـ ضربها بعد tلـ بالنسبة والثانیة xلـ بالنسبة) −−

 :ینتج

Ixx + GVx – CL Itt – CRIt = 0 

) المعاملات ثبات مع(

913 (من الثانیة المعادلة في نعوض : على فنحصل Vx عن) −−

Ixx = C L Itt + (CR + GL) I 

 

 :الكمون معادلة على نحصل مماثلة وبصورة
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Vxx = C L Vtt + (CR + GL) Vt + GRV 

  إلى بتوصیل G, R إهمال وعند V والكمون I للتیار البرق معادلتا وهما

xxtt VaV 2=            
LC

a 1
=  

: الابتدائیة والشروط الحدیة الشروط): 3-1-4(

 للمسألة وحید حل لتحدید كافیة شروط وضع یلزم فیزیائیة لعملیة ریاضي وصف لأجل نعلم كما

 حیث من نهائیة لا ولاً حل  والجزئیة العادیة التفاضلیة للمعادلات فإن معرفتنا وحسب ،المطروحة

 العادیة التفاضلیة المعادلات وفي ،الحل وحدانیة لأجل إضافیة شروط وضع یلزم ولهذا ؛العدد

 البدء لحظة في ومشتقها الدالة قیمة علمنا إذا وحید بشكل الحل إیجاد یمكننا الثانیة المرتبة من

(t = 0)، فمثلاً  ،أخرى اً شروط نصادف أن ویمكننا ،كوشي بمسألة المسائل هذه مثل وتسمى 

 التفاضلیة للمعادلة یكون أن ویمكن ،نقطتین في الحل الدالة قیمة تعطى السلیسلة مسألة في

. سابقا ذكرت التي الصورة عنمختلفة إضافیة شروط الجزئیة

. الطرفین مثبت وتر اهتزاز مسألة وهي بسیطة مسألة لندرس

 (x ≤ l ≥0) طول ox المحور على منطبق وتر في الاهتزاز عن المعبرة الدالة U(x,t) لتكن

: أي الطرفین مثبت

U(0, t) = U(l, t) = 0 ............                               ... (3-1-10) 

 وتوزیع) البدء لحظة في شكله (الابتدائیة الوتر صورة على تعتمد الاهتزاز عملیة نإ وحیث

: معرفة یلزم لهذا (t = 0) اللحظة تلك من السرع

)1113..(....................
)(),(

)(),(

0

0 −−




=
=

xtxU
xtxU

t ψ
ϕ  

. معروفتان دالتان ψ(x) , ϕ(x) حیث
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 ذات الاهتزاز معادلة حل تماماً  تحددان) 11-1-3 (،) 10-1-3 (بالعلاقتین المذكورة الشروط إن

 :الشكل

Utt = a2 Uxx ................. (3-1-12) 

: الشكل تأخذ الحدیة الشروط فإن ما حركة قانونا وفق یتحركان الوتر طرفا كان إذا أما

)1313.........(..........
)(),(
)(),0(

2

1 −−




=
=

ttlU
ttU

µ
µ  

. أخرى لمسائل مشابه بشكل وحدیة ابتدائیة شروط وتصاغ معلومتان دالتان µ2(t), µ1(t) حیث

 ملحوظة :

 غیر الحدود تأثیر أن بفرض (صغیرة زمنیة فترة خلال الظاهرة دراسة هو یهمنا ما كان إذا

 لمنطقة الابتدائیة بالشروط اللانهائیة المسألة ندرس الكاملة المسألة دراسة من بدلاً  فإنه) جوهري

. اللانهایة

: المعادلة حل المطلوب كان فإذا

Utt = a2 Uxx + F(x,t) ................... (3-1-14) 

  ∞ > t > 0  ,         - ∞ < x حیث

 :تصبح الابتدائیة الشروط فإن

)1513....(....................
)()0,(

)()0,(
−−∞<<∞−





=
=

x
xxU

xxU

t ψ
ϕ  

 .كوشي مسألة عندها المسألة وتدعى
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 الحدود على الحدي للنظام تأثیر هناك یكون لا بحیث الحدود أحد قرب المسألة ندرس كنا وإذا

 على منطبق وتر مسألة صیاغة إلى نصل فإننا) تهمنا التي الفترة (زمنیة فترة خلال الأخرى

 :تصبح الابتدائیة الشروط أن أي ∞ إلى یمتد الآخر والطرف الطرفین أحد مثبت ox المحور

U(x, t)  =  ϕ (x)             t ≥ 0 

Ut(x,0) = ψ (x)               0 ≤ x ≤ ∞ 

] t = 0 البدء لحظة عن كاف بشكل [البعیدة الزمنیة باللحظات الظاهرة طابع یتحدد ذلك وعند

 بفضل الزمن مرور مع یضعف الابتدائیة الشروط تأثیر لأن الحدیة بالشروط تاماً  تحدیداً 

 .الاحتكاك

 على یؤثر دوري حدي بنظام المجموعة تهتز عندما خاصة بكثرة المسائل هذه مثل وتصادفنا

: یلي كما) ابتدائیة شروط بدون (المسائل هذه مثل وتصاغ ،طویلاً  زمناً  وتر

 :الحدیة الشروط وفق) 14-1-3 (المدروسة للمعادلة حل نيتعي المطلوب لیكن

U(0 , t) = µ1 (t) , U(l, t) = µ2(t) 

حیث 

0 ≤ x ≤ l       ;       t > 0 

 .محدود نصف لمستقیم ابتدائیة شروط بدون المسألة تصاغ الطریقة بنفس

 

 

 

: مختصر بشكل العامة المسألة): 3-1-5(
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 الحل هذا تغیر  یحاول أن علیه معقدة مسألة حل أجل من بأنه الإنسان یفكر أن الطبیعي من

 في العامة الحدیة المسألة حل عن نعبر سوف فإننا ولهذا ؛سهولة أكثر مسائل أو مسألة حل إلى

: المعادلة أن لنفرض ولهذا ؛خاصة حدیة مسائل لعدة حلول مجموع صورة

)1613........().........,(2

2
2

2

2

−−+
∂
∂

=
∂
∂ txf

x
Uia

t
Ui i  

 i =  1,2,...............n          , t > 0,             0 ≤ x < l: حیث

: التالیة الإضافیة الشروط تحقق

)(),(),(),0( 21 ttlUttUi i
i

i µµ ==  

)()0,(;)()0,( xxUixx
t

Ui ii ϕψ ==
∂
∂  

 :الدالة أن الواضح من

∑
=

+=
n

i
txftxUitxU

1

00 ),(),(),(               
0f (x,t)=Σfi(x,t)                                                     

                                      i=1,2,3      …n.   

 :الدوال هي الیمنى أطرافها التي الإضافیة الشروط تحقق بافتراض) 16-1-3 (المعادلة تحقق

2,1)()(
1

)0( == ∑
=

ktt
n

i

i
kk µµ  

∑
=

=
n

i

i xx
1

)0( )()( ϕϕ  

∑
=

=
n

i

i xx
1

)0( )()( ψψ  
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 :العامة الحدیة المسألة حل أن أي

Utt = a2 Uxx + f(x,t)                    0 , x < l    ; t > 0 

 والشروط

U(0,t) = µ1(t) 

U(l , t) = µ2(t) 

U(x, 0) = ϕ (x) 

Ut(x, 0) = ψ (x) 

. المجموع صورة في عنه یعبر أن یمكن

U(x, t) = U1(x, t) + U2(x, t) + U3(x, t) + U4(x, t) 

: التالیة الحدیة المسائل حلول U1, U2, U3, U4 حیث

3,2,12

2
2

2

2

=
∂
∂

=
∂
∂ i

x
Uia

t
Ui  

),(2
4

2
2

2
4

2

txf
x
Ua

t
U

+
∂
∂

=
∂
∂  

 :وفق الشروط

U1( 0 , t) = 0 , U1( l , t) = 0 , U1( x,0) = ϕ (x) 

)()0,(1 x
t
xU

ψ=
∂

∂     

U2(0 , t) = µ1 (t) , U2(l, t) = 0 , U2(x,0) = 0 

0)0,(2 =
∂
∂ x

t
U  
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U3( 0 , t) = 0 , U3( l , t) = 0 , U3( x,0) = ϕ (x) 

0)0,(3 =
∂
∂

x
t

U  

U4( 0 , t) = 0 , U4( l , t) = 0 , U4( x,0) = ϕ (x) 

0)0,(4 =
∂
∂ x

t
U  

 ملحوظة: 

 :متحولین من بأكثر دالة على ذلك تعمیم یمكن

 :)دلامبیر ةقعلا (المنتشرة الأمواج طریقة) 3-1-6 (

 يوذ لانهائي لوتر الزائدي النمط لمعادلات الحدیة المسائل حلول تشكیل طرق بدراسة نبدأ سوف

: التالیة الابتدائیة شروطال

)1713.(....................
)()0,(

)()0,(
02

−−








=
=

=−

xxU
xxU

UaU

t

xxtt

ψ
ϕ  

: فنجد الممیزة المعادلة وفق القیاسي الشكل إلى) الأولى) (17-1-3 (المعادلة لنحول

dx2 – a2 dt = 0 

(dx-adt)(dx+adt)=0 

 :أي

dx – a dt = 0          ;      dx + adt = 0 

 :أي
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a
dt
dx

=                     x = at + c1 

a
dt
dx

−=                  x = -at + c2 

 جدیدین متحولین افترضنا فإذا

ε  = x + at                 η  = x –at 

: الشكل إلى) 17-1-3 (المعادلة تتحول

Uεη = 0 

: فنجد εلـ بالنسبة لنكامل

Uη  = f (η)              

: فنجد ηلـ بالنسبة نكامل

  )()(),( 1 εηηηε fdfU += ∫  

  )1813.().........()(),( 12 −−+= εηηε ffU  

 

 على الترتیب. η, ε توابع لـf2, f1ثحي

-3المحددة بالعلامة ( U(ε, η)وكل منهما یقبل التفاضل مرتین وبالعكس إذا تحقق الشرط فإن 

. Uεη = 0) تكون حلاً للمعادلة 1-18

 إذا عدنا إلى المتحولات القدیمة:
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U(x,t)=f1 (x+at) + f2(x – at) ……                          .(3-1-19) 

 Utt – a2 Uxx = 0 وهذه الدالة حل للمعادلة

 

 : نجد حسب الشروطψ(x),  ϕ(x) بدلالة f1,f2لنعین

 

U(x, 0) = f1 (x + f2(x) = ϕ (x) ………..                    (3-1-20) 

Ut(x,0) = a f`1 (x) – a f`2(x) = ψ (x)  ………         . (3-1-21) 

) نجد: 20-1-3وحسب تكامل العلاقة (

∫ +=−
x

x

cdxx
a

xfxf
0

21 )(1)()( ψ  

 ثوابت x0, cحیث 

f1(x) + f2(x) = ϕ (x) 

f1 (x) – f2(x) = ∫ +
x

x

cdx
a 0

)(1 αψ  

فنجد: 

)2213.....(....................

2
)(

2
2)(

2
1)(

2)(
2
1)(

2
1)(

0
2

0
1

−−













+−=

++=

∫

∫
x

x

x

x

cdx
a

xxf

cdx
a

xxf

αψϕ

αψϕ
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  )22-1-3 (       علماً بأنϕ, ψبدلالة الدالتین  f2(x) و f1(x) وبذلك نكون قد حددنا الدالتین

 فنجد: f2, f1 عن   U(x,t) لهذا نعوض في عبارة ؛یجب أن تحقق أي قیمة لمتحول مستقل









−+

−++
= ∫∫

−+ atx

x

atx

x

dxd
a

atxatxtxU
00

)()()(
2
1

2
)()(),( αψααψϕϕ  

)2313.........()(
2
1)()(

2
1

−−







+−++= ∫

+

−

atx

atx

d
a

atxax ααψϕϕ                        

وهي علاقة دلامبیر. 

 حصلنا على ما سبق بافتراض وجود حل للمعادلة (المسألة المطروحة) وهذا یثبت ملحوظة:

 وحدانیة الحل.

): الشرح الفیزیائي: 3-1-7(

 

 

 

 

 

 المعرفة كما یلي: )x,t(إن الدالة 









+−++= ∫

+

−

atx

atx

d
a

atxatxtxU ααψϕϕ )(
2
1)()(

2
1),(  

u 

t 

x 

x 

x 

u u 0 

0 = t 
a
xt =

 
a  t 0 

u 

0 

 )6 -1 -3 ( الشكل
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 وعندما تكون ،وهي علاقة تعبر عن عملیة انتشار موجه الانزیاح الابتدائي والسرعة الابتدائیة

    وعند تثبت،تعطي المقطع الجانبي للوتر في تلك اللحظة U(x, t0) فإن t = t0 لحظة البدء

x = x0نحصل على الدالة  U(x,t)التي تعبر عن الحركة في النقطة  x0  كما في الشكل

السابق. 

 :نلاحظ أن تراكب الموجتین

f1(x+at) + f2 (x-at) 

 (f2(          إحدى هاتین الموجتین تتجه یمیناً ف ،وهو یمثل حل معادلة كوشي للوتر اللانهائي

 وبهذا نحصل: ،(f1)والأخرى یساراً  )

[ ])()(
2
1)(1 atxatxatxf −++=+ ϕϕ  

[ ])()(
2
1)(2 atxatxatxf −++=− ψψ  

حیث 

∫=
x

x

dx
0

)(
2
1)( ααψ
α

ψ  

یمكننا دراسة الحالات الخاصة التالیة: 

 عندها یكون الحل: ϕ(x) ـ السرعة الابتدائیة معدومة والانزیاح الابتدائي معلوم 1

[ ])()(
2
1),( atxatxtxU −++= ϕϕ  

 : ـ الانزیاح الابتدائي معدوم والسرعة الابتدائیة معلومة عندها2
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[ ])()(
2
1),( atxatxtxu −++= ψψ  

 ـ السرعة الابتدائیة غیر معدومة وكذلك الانزیاح الابتدائي عندها یكون الحل: 3

[ ]



 −−++−++= )()(1)()(

2
1),( atxatx

a
atxatxtxu ψψϕϕ  

 

ه): ي): طریقة فصل المتحولات (طریقة فوري3-1-8(

إن طریقة فصل المتحولات أو طریقة فورییه من أكثر الطرق شیوعاً في حل المعادلات 

 وسوف نشرحها من أجل دراسة اهتزاز خیط مثبت الطرفین. ،التفاضلیة الجزئیة

 :لیكن المطلوب حل المعادلة التفاضلیة الجزئیة

Utt = a2 Uxx 

والمحقق للشروط الحدیة 

 U(x,0) = ϕ(x) Ut(x,o) = ψ(x) والابتدائیة  U(l,t) = 0 U( ،0 t) = 0 

 

 بفرض

     U(x,t) = X(x) . T(t)     

 ،الترتیب على x , t هو اً وحید متحولاً  تتبعان X , T الدالتین من كلاً  أن افترضنا نناإ وحیث

: فنجد المفروضة المعادلة في نعوضف

XT
a

TX ``1`` 2=  
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 أو

T
T

aX
X ``1``

2=  

: أي اً،ثابت منهما كل یكون لهذا ومتساویان مستقلاً  متحولاً  یتبع منهما كلاً  نيالطرف أن وبما

0``1``
2 >−== λλ

T
T

aX
X  

) التافه الحل على نحصل λ ≤ 0 أجل من أنه لاحقاً  سنرى(

 :نجد وبذلك

X`` + λ X = 0 

T`` + a2λ T = 0 

: الحدیة الشروط من نعلم وكما

U( 0,1) = X(0) . T(t) = 0 

U(l, t) = X (l) . T(t) = 0 

 : أي

X(0) = X(l) = 0 

). التافه الحل على نحصل المعاكسة الحالة عند (T(t) ≠ 0 لأن

 تعین المطلوب آخر بشكل أو ،الذاتیة القیم حساب وهي بسیطة لمسألة نصل X(x) تعین ونتیجة

 :للمسألة تافه غیر حل إیجاد أجل من  λ الوسیط

X`` + λ X = 0        ,                X(0) = X(l) = 0 
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 هذه مثل (ذاتیةال دوالبال لها المقابلة والدوال الذاتیة بالقیم الحلول لهذه ةینالمع λ قیم تسمى

). لیوفییل ـ شتورم مسألة تسمى المسألة

: λ لقیم المختلفة الحالات لندرس

: للمعادلة العام الحل یكون عندها λ < 0  ـ 1

X`` + λ X = 0 

 من الشكل

xx eCeCxX λλ −− += 21)(  

 :الحدیة الشروط وحسب

X(0) = C1 + C0 = 0    ;  C1 = - C2 

0)()( 1 =−= −αα eeClX            ;         λα −= l  

 ومنه

00 21 =⇒= CC  

 .التافه الحل على حصلنا أننا أي

 :المعادلة حل یكون الحالة هذه في λ = 0 أجل من ـ 2

X`` + λ X(x) = 0        ;      λ = 0 

الشكل  من

X(x) = C1 x + C2 

 :الحدیة الشروط ومن
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X(0) = C2 = 0         ;     X(l) = C1 l = 0 

 X(x) = 0  ومنه C1 = 0  أي

: نجد λ > 0 أجل من ـ 3

X`` + λ X(x) = 0 

 :الشكل من الحل ویكون

xSinDxCosDxX λλ 21)( +=  

: نجد الحدیة الشروط ومن

X(0) = D1 = 0 

0)( 2 == lSinDlX λ  

 ومنه

πλ SinnlSin == 0  

l
nπλ =  

 :أي

2







=

l
n

n
πλ  

 :حیث Xn دوال یقابلها القیم وهذه λn قیم وفق تافهة غیر حلول هناك أي ،صحیح عدد n حیث

x
l

nSinDX nn
π.=  
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. اختیاري ثابت Dn حیث

 :للمعادلة حلول على لصنح ذلك عند Dn = 1 لیكن

T`` + a2 λ T = 0 

 من الشكل

at
l

SinBat
l

nCosAT nnn
ππ 2

+=  

 والحل العام

∑
=

=
n

i
n txUtxU

1
),(),(  

x
l

nat
l

nSinBat
l

nCosA
n

i
nn

πππ sin
1
∑
=













+






=  

 :وحسب الشروط المفروضة

∑
∞

==
1

)0,()()0,( xUnxLaxU  

∑
∞

==
1

)()0,( xx
l

nSinAxU n ϕπ  

: یلي كما An الثابت تعیین یمكن لهذا ؛جیوب سلسلة وفق ϕ(x) ةالدال نشرنا أي

∫=
l

n xdx
l

nSinx
l

A
0

)(2 πϕ  

: من الشرط الثاني نجد
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)0,()()0,(
1

x
t

UnxxUt ∑
∞

∂
∂

==ψ  

∑
∞

=
1

)( x
l

nSinaB
l
nx n

ππψ  

: یلي كما الثابت تعیین یمكن لهذا جیوب سلسلة وفق ینشر أیضاً  xψ)( أن أي

∫=
l

n xdx
l

nSinx
l

aB
l

n

0

)(2 πψπ  

 أو

∫=
l

n xdx
l

nSinx
an

B
0

)(2 πψ
π

 

. لانهائیة سلسلة وفق جاهزاً  أصبح والحل (Bn , An) الثوابت كل عینّا أننا أي

 نشر شروط على یعتمد طبعاً  وهذا ،حلول یوجد لاف وإلا الحل وجد متقاربة السلسلة كانت فإذا

),()( للدالتین فورییه xx ϕψ .

 ملحوظة :

: یلي كما الثانیة المرتبة ومن متجانسة غیر جزئیة تفاضلیة معادلة حل طریقة مناقشة یمكننا

 المعادلة لدینا لتكن

Utt = a2 Uxx + f0 (x) 

: الشكل من والحدیة الابتدائیة الشروط ولتكن

U(x,0) = ϕ(x)   ;  Ut(x,o) = ψ(x) 

cteUtU == 1),0(  



- 380-  

 

U(l,t) = U2 = cte 

صورة  في الحل ویكون

),()(),( txvxUtxU +=  

 :التالیة)الشروطو (المعادلة وفق المعروفة للوتر الاستقرار حالة یمثل xU)( حیث

0)()( 0
2 =+ xfxUa xx  

1)0( UU =  

2)( UlU =  

 :المتجانسة المعادلة تحقق وهي المستقرة الحالة عن الانزیاح حالة فتمثل v (x,t) الدالة أما

Utt = a2 Uxx 

 v (0, t) = 0  ;      v(l , t) = 0 بالشروط

)()0,( xxv ϕ=        ;          )()()( xUxx −= ϕϕ  

)()0,( xxt ψϕ =  

). السابق الحل هي v(x,t) الدالة أي(

. ابتدائیة شروط هناك یكن لم إذا ذاتها المسألة مناقشة أیضاً  یمكننا
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 الثاني الفصل

ة لعئخلإ ة ئك لض دئ قئغئى ئكم ل ئك  

 معادلات تسمى معادلات تصادفنا الحراري والانتشار الحراري الإیصال عملیات دراسة عند

 :الشكل هو أشكالها وأبسط المكافئي النمط

Uxx – Uy = 0            (y = a2t) 

  الحراري وتسمى معادلة التوصیل

: مكافئي نمط ذات معادلات إلى تؤدي مسائل) 3-2-1(

: خطي بشكل الحرارة انتشار مسألة ـ أ

 الحرارة لتكون كاف بشكل ورقیق جوانبه من حراریاً  معزول l طوله متجانس قضیب حالة لندرس

 القضیب طرفي عند الحرارة درجتا U2, U1 كانت وإذا للقضیب، عرضي مقطع أي في واحدة

: هو الخطي انتشارها دستور أن نعلم فإننا

x
l

UUUxU 12
1)( −
+=              (3-2-1) 

والشكل التالي یوضح 
انتشار الحرارة في 

القضیب. 

 الأكثر الطرف من تجري الحرارة إن

 الأقل الطرف إلى حرارة) سخونة(

 خلال الساریة الحرارة وكمیة سخونة

) الزمن واحدة في (S مساحته مقطع

 :ینالتالي التجریبیین القانون وفق تعطى
 X = l X )1-2 -3 ( الشكل

U2 

U1 

U 
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S
x
ukS

l
uukQ

∂
∂

−=
−

−= 12                              (3-2-2) 

 اعتبار على اصطلح ولقد ،القضیب مادة على یعتمد الذي الحراري التوصیل عامل k حیث

. x تزاید باتجاه تنتقل الحرارة كانت إذا موجباً  الحراري التدفق

 عن تعبر التي وهي u(x,t) دالة بوساطة وصفها یمكن قضیب في الحرارة انتشار عملیة إن

 .t اللحظة وفي x النقطة في الحرارة درجة

 لعملیة الحاكمة الفیزیائیة القوانین لنحدد ذلك وقبل ،العملیة لهذه المناسبة المعادلة عن لنبحث

. هذه الانتشار

: فورییه قانون ـ 1

 ذات المواضع من یتم الحرارةانتشار فإن متجانسة غیر القضیب على الحرارة كون حالة في

 يذ المقطع في الساریة الحرارة كمیة وتكون ،الأدنى الدرجة ذات المواضع إلى الأعلى الدرجة

 لـ مساویة dt الزمن وخلال x الفاصلة

dQ = q S dt    …                        ………….                 (3-2-3) 

 حیث

x
uxkq
∂
∂

−= )(        ………………………………………               (3-2-4) 

 مساحة خلال الزمن وحدة في الساریة الحرارة كمیة تساوي الكثافة وهذه الحراري التدفق كثافة

: العلاقة وفق الكمیة هذه فهم ویمكن cm2 1 قدرها

dttx
x
ukSdqQ

t

t

t

t

),(
2

1

2

1
∫∫ ∂

∂
−==                       …………………….    (3-2-5) 

. k(x) شكله أي xلـ تابعاً  یكون k المعامل فإن متجانس غیر القضیب یكون وعندما
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 بمقدار متجانس ما جسم حرارة درجة لرفع اللازمة الحرارة كمیة أن الحرارة علم في معلوم ـ 2

∆u هي 

Q = C. m . ∆u = s ρ V ∆ u ……………………………………..(3-2-6) 

. حجمه v و كثافته ρو الجسم كتلة mو النوعیة الحراریة السعة تمثل c حیث

: یلي كما x2, x1 بالنقطتین محددة لكتلة Q الحرارة للكمیة تكاملیة علاقة على الحصول ویمكننا

∫ ∆=
2

1

)(
x

x

dxxuvcQ ρ         ……………………          ….            …….(3-2-7) 

 تیار مرور حالة مثل (القضیب داخل الحرارة لانتشار امتصاص یحدث أنه المعلوم من ـ 3

 لكثافة الممثلة الدالة هي F(x,t) أن لنفرضف ،)إلخ..…كیمیائیة تفاعلات نتیجة أو كهربائي

 الطول ذات القطعة من حرارة تنبعث dt فترة وخلال ،t اللحظة في x النقطة من المنبعثة الحرارة

dx تساوي: 

dQ = S F(x, t) dx dt                                         …                (3-2-8) 

 أو

∫ ∫=
2

1

2

1

),(
t

t

x

x

dxdttxFSQ                    …………………………….      (3-2-9) 

. (t1, t2) الفترة خلال (x1, x2) الجزء من المنبعثة الحرارة هي Q حیث

: كتابة یمكننا الطاقة حفظ وقانون) 9-2-3 (و) 7-2-3 (و) 5-2-3 (بالعلاقات استعنا فإذا

τττ d
t

t
xxxx

x
x
ukx

x
uk∫ ∂

∂
∂
∂
















−

==

2

1
12

),(),(
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∫ ∫ ∫ −=+
2

1

2

1

2

1
121 )],()([),(

x

x

t

t

x

x

dtutucddF εεερτετε               …….         (3-2-10) 

 أن نفترض التفاضلیة الصورة على وللحصول الحراري التوصیل لمعادلة التكاملیة الصورة وهي

U(x,t) لـ بالنسبة مرتین التفاضل تقبلx لـ بالنسبة واحدة ومرةt )بعض نخسر قد التفاضل بعملیة 

: فنجد) موجود غیر هذا هذه حالتنا في ولكن الحلول

+∆































−

∂
∂

∂
∂

tx
x
ukx

x
uk

xx

),(),(
12

ττ
 

xtUtuctxtxF x ∆−=∆∆ = 31244 )],(),([{),( εεερ           

……..………..(3-2-11) 

: على نحصل المحدودة التزایدات نظریة وباستخدام

=∆∆+∆∆





∂
∂

∂
∂

=
=

txtxFxttx
x
uk

x nn
tt
xx

),(),(.

2
5

 

txtx
t
uc

tt
xx

∆∆





∂
∂

=
=
=

.),(
3
3

ρ      …………………………………………(3-2-12) 

. الترتیب على (t1, t2) ، (x1, x2) الفترة في وسطیة نقط t3, t4, t5, x3, x4, x5 حیث

: نجد x,  ∆t∆ على الاختصار وبعد

t
uCtxF

x
uk

x
xx

tttt
xx

tt
xx ∂

∂








∂
∂

∂
∂

=
==

=

=
=

=+ ρ
3

34
4

5
5

),(
 

: نجد الزیادات إلى وبالانتقال

t
uCtxF

x
uk

x ∂
∂

=+







∂
∂

∂
∂ ρ),(     …………………………….…….(3-2-14) 
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  .الحراري التوصیل معادلة وتسمى

 

 خاصة حالات :

 :الشكل) 3-2-14 (المعادلة وتأخذ ثوابت k , C, ρ تكون عندها متجانس القضیب ـ 1

Ut = a2 Uxx + f(x,t) 

 حیث

ρρ C
txFtxf

C
ka ),(),(,2 ==  

 نحصل عندها (F(x,t)=0) الحرارة مصادر انعدمت وإذا الحراري التوصیل معامل a2 یسمى

: المعادلة على

Ut = a2 Uxx         …………………………………………….…(3-2-14)∗ 

 لقانون الحراري التبادل یخضع عندها الحرارة درجة على فقط الحرارة مصادر اعتمدت إذا ـ 2

 الأطوال وحدة في القضیب یفقدها التي الحرارة كمیة وتكون) المحیط الوسط مع التبادل (نیوتن

 :الشكل من الزمن وواحدة

F0 = h (u - θ) 

 كثافة تكون وبذلك الحراري التبادل معامل hو المحیط الوسط حرارة درجة θ (x, t) حیث

 :هي الحرارة مصادر

F = F1(x, t) – h(u - θ)    ………………………………………..(3-2-15) 

 معادلة فإن متجانساً  القضیب كان وإذا الأخرى الحرارة مصادر كثافة هي F1(x,t) حیث

 :الصورة تأخذ الجانبي الحراري التبادل مع الحراري التوصیل
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Ut = a2 Uxx - α U + f(x, t) 

 حیث
ρ

α
C
h

. معلومة دالة f(x,t)  و       =

 تصبح المعادلة هذه فإن كبیرة زمنیة فترة خلال الحراري التوصیل حالة درست إذا وأخیراً  ـ 3

. خطیة شبه معادلة

: الغازات انتشار معادلة ـ ب

 من یتم الانتشار فإن التركیز متجانس غیر) الغازي الوسط (الوسط یكون عندما هذه حالتنا في

 في تحدث أن یمكن حالةال نفس (الأدنى التركیز ذات المنطقة إلى الأعلى التركیز ذات المنطقة

). التركیز متجانسة غیر المحالیل

 في الأنبوبة مقطع في للغاز تركیز افتراض مع مسامیة بمادة مملوءة أو مجوفة أنبوبة لدینا لتكن

 تعبر التي U(x,t) بالدالة وضعها یمكن الانتشار عملیة فإن عندئذٍ . واحد تركیز هو لحظة أي

). x یتبع التركیز هذا (t الزمنیة اللحظة في x المقطع في التركیز عن

لـ  مساویة t∆  الفترة وفي x المقطع خلال المتسرب الغاز كثافة تكون نرنست قانون وحسب

dtStx
x
uDdQ .),(
∂
∂

−=  

= W S dt 

 :حیث

x
uDW
∂
∂

−=         ………………………………………………. (3-2-18) 
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D و الانتشار معاملS المقطعمساحة W(x,t) الغاز كتلة تساوي وهي الانتشاري التدفق كثافة 

 الحجم في الغاز كمیة فإن التركیز لتعریف ووفقاً  المساحة وحدة خلال الزمن وحدة في المتسربة

V لـ  مساویة تكون

Q = U . V 

  المحددة الأنبوب منطقة في الغاز كتلة تغییر على نحصل أن یمكننا هنا من

 :یلي كما u∆بـ التركیز یتغیر عندما (x1, x2)بـ

∫ ∆=∆
2

1

..).(
x

x

dxSUxCQ  

 .المسامیة معامل C(x) حیث

: هي (t1, t2) الفترة خلال المنطقة تلك من الغاز كتلة توازن معادلة وتكون

=





∂
∂

−
∂
∂

∫ τττ dx
t
uxDx

t
uxDS

t

t

2

1
1122 ),()(),()(  

[ ] εεεε dtUtuCS
x

x
∫ −=
2

12
1

),(),()(  

: على نحصل السابقة الفقرة في سبق لما مشابهة وبمناقشة

t
uC

x
uD

x ∂
∂

=







∂
∂

∂
∂

0
 …………………………………………..….(3-2-15) 

 مصادر بانعدام (الحراري التوصیل لمعادلة مشابهة نرى كما وهي الغازات انتشار معادلة وهي

). الأنبوبة جدار عند الانتشار وانعدام المادة

: الفراغ في الحرارة انتشار ـ ج
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 الفراغ في M(x,y,z) نقطة في الحرارة درجة عن معبرة دالة U(x,y,z,t) الدالة اعتبار یمكننا

 غیر الوسط كان فإذا ،الفراغ في الحرارة لانتشار ممیزة إشارة الدالة هذه وتكون t اللحظة في

. درجة الأخفض المناطق إلى درجة الأعلى المناطق من حراري تدفق نشأ حراریاً  متجانس

n ولیكن الفراغ من M(ε, η , ζ) ما بنقطة یحیط صغیر سطح σd لنفترض
∧

 واحدة شعاع 

 یعبر الزمن واحدة خلال σd السطح تخترق التي الحرارة كمیة إن .السطح هذا على الناظم

 بـ فورییه قانون وفق عنها

σσσ d
n
ukdnWdWn ∂
∂

−== ).(  

فورییه  بقانون الكمیة هذه عن نعبر أن یمكن آخر بشكل

ugradkW −=
→

 

 على دراستنا في مدنعت وسوف )الحراري التدفق كثافة( التدفق تمثل شعاعیة كمیة هي W حیث

. سلمیة كمیة k وأن اً متشابه الوسط كون

 = t∆        الفترة خلال V للحجم الحراري التوازن معادلة إن .S بالسطح محدداً  حجماً  V لیكن

t2 – t1 الصورة على تكتب: 

=−∫∫∫ M
V

dVtMUtMUC ),(),([ 12ρ  

∫∫∫∫∫ ∫∫ +−
V

M

t

t

t

t S

dvtMFdtWnddt )),(
2

1

2

1

σ             ……….…………….(3-2-20) 

 كمیة نإ یقول والذي t∆ الفترة خلال V الحجم في الحرارة حفظ قانون عن تعبر الصورة هذه

 من الأول الحد (S السطح خلال الحرارة تدفق بسبب تنتج t∆  خلال V الحجم في الحرارة

 مصادر نتیجة t∆ الفترة خلال V الحجم من المنبعثة الحرارة كمیة من وكذلك) الأیمن الطرف
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),,( حیث الحرارة εηξM نقطة εηξ ddddVM  الحجم حدةالو الحراریة السعة Cρ و =

. الناظمي الحراري التدفق Wnو

 مرتین التفاضل تقبل دالة U(M,t) نفترض التفاضلیة المعادلة إلى) 20-2-3 (من للانتقال

-  غوص علاقة وحسب مستمرة المشتقات هذه وأن ،tلـ بالنسبة واحدة ومرة Mلـ بالنسبة

 :أوستراغرادسكي

∫∫∫∫∫ =
VS

n dvdivWdW σ  

 :)20-2-3( تصبح هاوعند

[ ] =−∫∫∫ M
v

dVtUtMUc ),(),( 12 ρρ  

( )∫ ∫ ∫∫∫∫∫∫ +−
2

1

2

1

),(
t

t

t

t V
MM dtdvtMFdVWdivdt  

 نحصل الكثیرة المتحولات ذات للدوال المحدودة التزایدات ونظریة الوسطى القیمة نظریة وبتطبیق

: على

VtVt
t
uC FdivW

ttttMM
tt ....

541
3 ∆



 +=∆

∂
∂

===
= −ρ  

 V داخل M(x,y,z) نثبت .V من نقط M3, M2,M1 و t∆ من وسطیة نقط t4, t3, t2 حیث

: فنجد t. V∆ على ونختصر t → 0∆ ونجعل V الحجم مركز

),,,(),,,(),,,( tzyxFtzyxdivWtzyx
t
uC +−=
∂
∂ρ  

ugradkWنعوض عن   : فنجد=−
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FgradukdivUC t += )(.ρ  

أو 

ρC
FUaUt +∇= )( 22         …………………………………….….. (3-2-21) 

     حیث
ρc
ka . المطلوبة المعادلة وهي 2=

 ملحوظة :

. مختلفة وابتدائیة حدیة اً شروط علیها نطبق أن یمكن الأخیرة المعادلة أن ملاحظة المفید من

 

: المكافئي النمط ذات والمعادلات المتحولات فصل طریقة): 3-2-2(

: المعادلة لدینا لتكن

Ut = a2 Uxx + f (x, t)  ……………………………………..…….(3-2-22) 

 x < l     ;         t > 0 > 0   حیث

: التالیة والحدیة الابتدائیة والشروط

U(x,0) = ϕ (x)     ;             ( 0 ≤ x ≤ l)   …………….……… ...(3-2-23) 

)(),(;)(),0( 21 ttlUttU µµ ==             t > 0  ……………….…..(3-2-24) 

 :)متجانسة المعادلة كون عند (البسیطة المسألة بحل لنبدأ

Ut = a2 Uxx                        0 ≤ t ≤ T          0 < x < l  ..            (3-2-25) 

U(0,t) = U(l, t) = 0  …………… U(x,0) = ϕ (x)        …. (3-2-26) 
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 :یلي كما الحل شكل لنفرض

U(x, t) = X (x) .  T (t)       ……………………………………..… (3-2-27) 

 :فنجد) 25-2-3(نعوض في 

λ−==
X

X
T
T

a
```1

2
 

 :التالیتین المعادلتین على نحصل وبذلك ثابت λ حیث

X`` + λ X = 0       …………………………………………….... (3-2-28) 

T` + a2 λ T = 0    …………………………………………….….(3-2-29) 

 :نجد الحدیة الشروط ومن

X(0) = X(l) = 0 

 :الشكل من یكون) 28-2-3 (المعادلة حل فإن سابقاً  معنا مر وكما

x
l

nSinxX n
π

=)(  

 حیث















=

2

l
n

n
πλ هو) 29-2-3 (للمعادلة حل الحل هذا ویقابل :

nta
nn eCtT λ2

.)( −=  

 :هو) 25-2-3 (المعادلة حل یكون ومنه

x
l

nSineCtxU
H

nta
n

πλ∑
∞

=

−=
1

2

.),(  

 :جد نt = 0 ومن أجل
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x
l

nSinCxxU
n

n∑
∞

=
==

1
)()0,( πϕ  

 :أن نجد فورییه نشر نظریة وحسب

∫=
l

n xdx
l

nSinx
l

C
0

)(2 πϕ  
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 الثالث الفصل

: الناقصي النمط ذات المعادلات): 3-3-1(

 العملیات لهذه الفیزیائیة الطبیعة اختلفت مهما أنه نلاحظ مستقرة عملیات عن البحث عند

 ناقصي نمط ذات معادلات إلى بالنتیجة نصل فإننا) غازات انتشار حراري، توصیل اهتزازات،(

 :لابلاس معادلة هي شیوعاً  المعادلات هذه وأكثر

∇ 2 U = 0 ………………………………………………………..(3-3-1) 

 :لابلاس لمعادلة حلها یؤول مسائل): 3-3-2(

: المستقر الحراري المجال ـ أ

) الحراري التوصیل معادلة  (مستقر حراريٍ  مجالٍ  دراسة عن الناتجة المعادلة أن سابقاً  وجدنا لقد

 :الشكل من هي

Ut = a2  .  ∇ 2 u  ………. 







=

ρC
ka2  ……………………..….. (3-2-2) 

 أي بالزمن یتعلق لا الحرارة توزع فإن) الزمن على تعتمد لا  أي (مستقرة العملیة تكون وعندما

Ut = 0 المعادلة على نحصل ومنه :

∇ 2 U = 0 

. لابلاس معادلة وهي

  :على) بالاستقرار) (2-3-3 (المعادلة من نحصل فإننا أخرى حرارة مصادر وجدت وإذا

fU −=∇2                       
k
Ff =    ………………………………. (3-3-3) 
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) 3-3-3 (معادلة على ونحصل الحراري التوصیل معامل kو الحراري المصدر كثافة F حیث

. بواسون معادلة تسمى

: المعادلة T حجم داخل المحققة) الحرارة درجة ولتكن (U(x,y,z) دالة ینيتع المطلوب لیكن

∇ 2U = - f (x,y,z) 

: التالیة الأشكال أحد من حدیة بشروط

. Tبـ المحیط ∑ السطح على U = f1 ـ 1

2f ـ 2
x
u
=

∂
. ∑ السطح على  ∂

)(0  ـ 3 2 =−+
∂
∂ fuh

t
u  على ∑. 

و ،معروفة دوال f3, f2, f1, h حیث
x
u
∂
. ∑ على Uلـ الناظمي المشتق  ∂

 

: تطبیقات

 مسألة المسألة فتسمى والثالثة الثانیة الحالة وفي ه،ليخدیر مسألة المسألة نسمي الأولى الحالة في

. نیمان

: خارجیة مصادر بدون للسائل الجهدي التیار مسألة ندرس ذلك على وكمثال

 كثافته للانضغاط قابل غیر لسائل مستقر تیار ویحوي ∑ موجه بسطح محدود حجم T بفرض

ρ وسرعته v (x,y,z)، سرعته فإن) اً محافظ (اً كموني التیار هذا كان وإذا v تحقق: 

V = - grad ϕ        ……………………………………………..(3-3-4) 
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 :أي  )لولبیاً  v الحقل كان أي  (المصادر انعدام وعند السرعة كمون تسمى سلمیة دالة ϕ حیث

div   v = 0 

 ).السرعة كمون (اً توافقي یكون  ϕ  فإن

 المصادر انعدمت فإذا ، j (x,y,z) حجمیة كثافة ذو) محافظ (مستقر تیار لدینا لیكن -

 :فإن الوسط في للتیار الحجمیة

div   j = 0           ………………………………………………..…. (3-3-6) 

بـ  أوم قانون وفق التیار كثافة بوساط المحدد الكهربائي المجال هو E كان وإذا

λ
jE =            …………………………………………………………(3-3-7) 

 E المجال الشروط هذه ضمن ویكون ،الاستقرار بشروط تتم والعملیة ،الوسط في الناقلیة λ حیث

: أي محافظاً 

E = -   grad  ϕ 

 :كتابة یمكننا حیث

j = - λ   grad   ϕ 

 :نجد وبذلك

∇ 2 ϕ = 0           ……………………………………………….….(3-3-8) 
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 .لابلاس معادلة یحقق) التیار كمون (التیار جهد أن أي

 حسب ومنه  rot E = 0لـ المحققة أي المستقرة للشحنات الكهربائي المجال دراسة أیضاً  یمكننا

 :نكتب أن یمكننا الشعاعي التحلیل

E = - grad ϕ 

 .الحقل كمون هو ϕ حیث

 نفوذیة عامل أن بفرض (الوسط في الموجودة للشحنات الحجمیة الكثافة ρ (x,y,z) وبفرض

. الدینامیكیة الكهرباء في الرئیسي القانون حسب فنجد) ε0 = 1 یساوي الوسط

∑∫∫ = i
S

n edsE π4 =4π ∫∫∫
T

dTρ  

 قانون وحسب T داخل الشحنات مجموع فهي ei∑ وأما Tبـ یحیط سطح Sو ما حجم T حیث

  :يكأوستراغرادس ـ غوص

∫∫ ∫∫∫=
S T

n ddivEdsE τ  

على  نحصل فإننا

div E = 4 π ρ 

 :نجد E = - grad ϕ عن عوضنا وإذا

∇ 2ϕ = - 4 π ρ 

 .بواسون معادلة یحقق الحالة هذه في الكهربائي الكمون أن أي

. لابلاس معادلة تحقق ϕ فإن (ρ = 0) الشحنات انعدام وعند
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: لابلاس معادلة حلول بعض): 3-3-3(

 على تعتمد التي الحلول تلك (الأسطواني أو الكروي التماثل ذات لابلاس معادلة حلول تشكل

 .خاصة أهمیة )واحد متحول

 المعادلة من یتحدد) الكروي التماثل يذ (U = U(r) الشكل يذ لابلاس معادلة حل إن

 :التفاضلیة

02 =







dr
dUr

dr
d  

 :على نحصل المعادلة هذه وبتكامل

2
1 C
r
cU +=  

 على: نحصل C1, C2 للثوابت مناسب وباختیار

r
U 1

=  

. لابلاس لمعادلة الأساسي الحل عادة تسمى هذه والدالة

: أي ρ بالمتحول فقط ومتعلقة أسطوانیاً  معینة الدالة تكون وعندما

U = U (ρ) 

 :الشكل من یكون الحل إنف

U = C1 ln ρ + ρ2 

: نجد للثوابت مناسب وباختیار
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ρ
1ln0 =V  

). مستقلین بمتحولین (المستوي في لابلاس لمعادلة الأساسي بالحل أیضاً  الدالة وتسمى

 ملاحظات :

 الدالة إن
r

U 1
 مناسبة وبدقة نهائیة لا فتصبح المبدأ نقطة في عدا الفراغ كل في معینة =

 :عندها الكمون على ونحصل الأصل نقطة في e النقطیة الشحنة نركز أن یمكن

r
eU =  

 الدالة تكون أن یمكن الطریقة بنفس
ρ
1ln0 =U یمكن مناسبة وبدقة لابلاس لمعادلة محققة 

: لدینا ویكون ρ = 0 عندما الخاصة هذه

ρ
1ln2 ieU =  

 الدوال دراسة عند خاصة أهمیة الدالتین لهاتین إن .الطول واحدة في الشحنة كثافة ei حیث

. التوافقیة

: الجزئیة التفاضلیة المعادلات حل في لابلاس تحویل طریقة): 3-3-4(

 لنرمز وسیطي جدید تابع على نحصل U(x,t) المجهول التابع على لابلاس تحویل تطبیق عند

 :فإن ولهذا ،)لابلاس تحویل في التكامل بحدود t المتحول استبدال بعد وذلك (U(x, S)بـ له

dt
x
ue

x
u st .

0 ∂
∂

=




∂
∂

∫
∞

−ϕ  
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dttxUe
x

st ),(.
0
∫
∞

−

∂
∂

=  

dx
SxdUSxU

x
),(),( =

∂
∂

=  

)0,(),( xUSxSU
t
u

−=




∂
∂ϕ  

)0,()0,(),(2
2

2

x
t

UxSUSxUS
t
u

∂
∂

−−=








∂
∂ϕ  

2

2

2

2 ),(
dx

SxUd
x
U

=








∂
∂ϕ  

 منو ،U(x,S) هو المجهول تابعها عادیة تفاضلیة معادلة هي الناتجة المعادلة أن یعني هذا

 الحل على فنحصل U(x, S) على العكسي لابلاس تحویل بعدها نطبق حلها نعلم أننا المفترض

. U(x,t) المطلوب

. نموذجیة فیزیائیة ریاضیة مسائل حل خلال من الطریقة هذه سنوضح

: توضیحیة أمثلة): 3-3-5(

 على محمولاً  الوحدة یساوي طوله متجانس قضیب حرارة لدرجة الممثلة U(x,t) الدالة لتكن

. (ox) السینات محور

 :الشكل من هي) نعلم كما (الحالة لهذه الحاكمة المعادلة إن

2

2

dx
u

t
u ∂
=

∂
∂  

 :التالیة والابتدائیة الحدیة الشروط لدینا لتكن
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 :وهي ثابتة الابتدائیة الحرارة درجة

U(x, o) = a 

 النهایة وعند U(1,0) = b هي حرارة درجة النهایة عند القضیب على تؤثر t = 0 اللحظة في

0: أي معزولة والنهایة U(0,0)=0 أي صفر الحرارة درجة تكون الأخرى
0

=
∂
∂

=x
u

x

 

]),[(),(لنفترض أن     SxUtxU =ϕ 

: وبملاحظة أن

),1()],1([ SUtU =ϕ  

s
bb == ][ϕ  

0),0(

0

==
















∂
∂

=
dx

sdU

x
u

x

ϕ
 

: فنجد المفروضة المعادلة على لابلاس تحویل نطبق

2

2 ),(),(
dx

sxUdaSxSU =−  

aSU
dx

Ud
−=−2

2
 

 :الشكل من) نعلم كما (العادیة التفاضلیة المعادلة هذه وحل

S
axSShCxschCSxU ++= 21),(  
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  الشرط وحسب
0

0

=

=dx
du

x

 نجد 

C2 = 0 

  الشرط وحسب
S
btU =)],1([ϕ 

: لهذا نجد

S
axsChC

S
b

+= 1
 

 :أي

SSch
abC +

=1
 

 .U(x, S) عبارة في نعوض

xsch
ssch

ab
S
aSxU )(),( −
+=  

 :وبأخذ التحویل المعاكس









−+= −

sSch
xschabatxU 1)(),( ϕ  

[ [ ] ]
sSch
xsChesaba

k

i

st∑
=

−+=
1

Re)(  

 التابع رواسب وبحساب
sSch
xschest هي الأقطاب أن نجد :



- 402-  

 

S= 0   ,        S = Sn = - 
4

)12( 22π−n                (n = 1,2,……….) 

 :وبهذا نجد

10,Re =








sSch
xsches st  

xne
n

S
sSch
xsChes

tnn

n
st π

π

π

2
)12(cos..

)12(
)1(4,Re 4

)12( 22

−
−
−

=






 −
−  

 :وبذلك یكون الحل

xnCose
n

abbtxU
tnn

π
π

π

2
)12(

12
)1()(4),( 4

)12(

1

22

−
−

−−
+=

−∞

∑  

: متحول من بأكثر الجزئیة التفاضلیة المعاملات): 3-3-6(

. البعدین ذات الموجیة بالمعادلة یسمى ما أو مرن غشاء اهتزاز مسألة لندرس

 s ≈ ∆x  ∆ y∆ وبفرض ،xy مستو سطح في موجود مرن الغشاء أن لنفرض

 

 

 

 

 

 )1 -3 -3 ( الشكل 

β 

α 
T∆
 

T∆
 

T∆
 

T∆
 

∆ξ 
ψ 

ξ 

∆
 

ξ 
ψ 
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 یمثل T حیث الترتیب على T.∆y  ,   T.∆x هي y, ∆x∆ القطع على المؤثرة القوى أن لاحظن

 لنستبدل كافیاً  صغیرة تكون الانحناء زوایا فإن مقبول وبتقریب ،الأطوال واحدة في التوتر قوى

 أن أي مباشرة ومتعاكسة متساویة القوى لهذه الأفقیة المركبات وتكون بالواحد تمامها جیوب

: فهي الشاقولیة المركبات وأما ،مقبول تقریب ضمن معدومة الأفقیة الحركة

T.∆y  Sin β   ,       -   T .∆y Sin α 

: والمحصلة تكون

)(.)( αβαβ tgtgyTSinSinyT −∆≈−∆  

( ) 





∂
∂

−∆+
∂
∂

∆= ),(,. 21 yx
x
uyxx

x
uyT  

 y + ∆ y  >  y1 , y2  >  y  حیث

: هي الآخرین الطرفین على شاقولیاً  المؤثرة القوى محصلة وتكون

( ) 







∂
∂

−∆+
∂
∂

∆ ),(,. 21 yx
y
uyyx

y
uxT  

 :حیث

x+ ∆ x  >  x1 , x2  > x 

: تساوي نیوتن قانون حسب ρ∆x ∆y الكتلة على الشاقولیة المحصلة القوى إن







∂
∂

−∆+
∂
∂

∆=
∂
∂

∆∆ ),(),(. 212

2

yx
x
uyxx

x
uyT

t
uyxρ  









∂
∂

−Χ+
∂
∂

∆+ ),(),(. 21 yx
y
uyyx

y
uxT  
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: نجد x → 0 ، y → 0∆ النهایات إلى وبالانتقال










∂
∂

+
∂
∂

=
∂
∂

2

2

2

2

2

2

y
u

x
uT

t
u

ρ
 










∂
∂

+
∂
∂

=
∂
∂

2

2

2

2
2

2

2

y
u

x
ua

t
u   ……………………………………….…….. (3-3-9) 

. بعدین ذات مرن غشاء لاهتزاز الموجبة المعادلة وهي

: تطبیقات

 :الجزئیة التفاضلیة المعادلات في المختلفة الإحداثیات استخدام

 كان إذا ،فمثلاً  المسائل حل الأحیان بعض في تسهل المختلفة الأحداثیات أنظمة استخدام إن

 :التحویل فیها نستخدم التي القطبیة الإحداثیات استخدام یسهل عندها دائریاً  المهتز الغشاء

x = r Cos θ      ,       y = r  Sin θ 

: هي الغشاء محیط معادلة أن فرضنا فإذا

r = a 

 :الجزئیة التفاضلیة المعادلة حل المطلوب وكان ،ثابت a حیث

2

2

2

2
2

y
u

x
uu

∂
∂

+
∂
∂

=∇  

 :وهو المعادلة لهذه القطبي الشكل استخدام فإن

2

2

22

2
2 11

θ∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=∇
u

rr
u

rr
uu          ………………………….… (3-3-10) 

. R القطر نصف يذ الدائري الغشاء مسألة أجل من ذلك وسنرى الحل، عملیة یسهل
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-3-3 فإن المعادلة التفاضلیة ()θأي لا تتعلق بالإحداثي (إذا لاحظنا أن الحلول متناظرة قطریاً 

 :لى الشكلإعود ت) 10









∂
∂

+
∂
∂

=∇=
∂
∂

r
u

rr
uaua

t
u 1

2

2
222

2

2
 

=0لأن   
∂
∂
θ
u ،على محیط أي اً وعندما یكون الغشاء ثابت r = Rفإن الشرط الحدي یصبح : 

U(R, t) = 0 

وبفرض أن  
)(

0

rF
t
u

t

=
∂
∂

=

 

فإننا نستطیع حل المعادلة الأخیرة بطریقة فصل المتحولات كما یلي: 

لنفرض أن شكل الحل هو: 

U(r,t)=V(r) . g(t) 

نشتق ونعوض في المعادلة الأخیرة فنجد: 









+=

dr
dv

rdr
vdtga

dt
gdrV 1)().( 2

2
2

2

2
 

فنجد:  a2 v . g نقسم على









+=

dr
rdV

dr
vrd

rVdt
tgd

tga
)()

)(
1)(

)(
1

2

2

2

2

2
 

 وهما متساویان أي كل منهما ثابت لهذا نجد: r والثاني tنلاحظ أن الطرف الأول یتبع 
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−=







+

−=

k
dr

rdV
rdr

Vd
rV

k
dt

tgd
tga

)(1
)(

1

)(
)(

1

2

2

2
2

2

2                 …………………..…(3-3-11) 

أو 

0)(22
2

2

=+ tgak
dt

gd  

0)(1 2
2

2

=++ rVk
dr
dV

rdr
Vd  

لنغیر المتحول كما یلي: 

V = k r 

فنجد: 

dr
dVk

dr
dV

dr
dV

dr
dV

== .  







=

dr
dVk

dr
d

dr
Vd
2

2
 

dr
dV

dr
Vdk .2

2

=  

2

2
2

dr
Vdk=  

نعوض ونصلح فنجد: 

0)(1
2

2

=++ rV
dr
dV

rdr
Vd  
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 :وهذه المعادلة كما نعلم تقبل الحل من النوع

)()()( 0201 γγ YCJCrV +=  

),()(حیث  00 rJrY .تابعا بیسیل من النوعین الأول والثاني من المرتبة صفر 

0)(→∞وبما أن الغشاء محدود فإن  rY عندما r→ 0 ولهذا یلزم أن یكون C2 = 0، وإذا 

 نجد: C1 = 1أخذنا 

V(r) = J0 (r) = J0 (kr) 

أي الحل: 

U(r,t)=g(t) J0 (kr) 

 : نجدU(R,t)= 0وحسب الشرط   

U(R, t) = g (t)  J0 (KR) = 0 

 :یمكن تعیین

R
KK m

m
α

==  

. J0(r) الأصفار الموجبة لـmαحیث 

أي: 







==

R
JrKJrV m

mm
α

00 )()(  
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 (نظریة الكمون): ة): معادلة لابلاس بالأبعاد الثلاث3-3-7(

 :من أهم المعادلات التفاضلیة الجزئیة معادلة لابلاس أي المعادلة

2

2

2

2

2

2
2

z
u

y
u

x
uU

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=∇    …………………………………….… (3-3-12) 

 ودعیت التوابع ،ولقد أطلق الریاضیون اسم نظریة الكمون أو نظریة الجهد على حل هذه المعادلة

المحققة لها بالتوابع التوافقیة والتي تتمیز بأن مشتقاتها الثانیة مستمرة. 

 وسوف نذكر بعض ،لقد حلت هذه المسألة ریاضیاً بوساطة التحلیل العقدي وتابع بمتحولین

 قانون نیوتن قوى الجاذبیة بین ي یعط حیثحلولها في التطبیقات الهندسیة في أبحاث الجاذبیة

 : تدرجه هو التابعF كتابع r والبعد بینهما µ, mكتلتین 

r
mgU µ..=  

 ): بعد الكتلة الأولى عن الثانیةr ( یعطى كما یليr التسارع الأرضي وgحیث 

2
0

2
0

2
0

2 )()()( zzyyxxr −+−+−=  

 )2 -3 -3 ( الشكل

-α4 -α5 
-α2 

-5 

-α1 α1 α2 
α3 

α4 

ν 

J0 (Km r) 

-5 
• • 
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بكمون حقل الجاذبیة وهو تحقق معادلة لابلاس أي:  U(x,y,z) ویسمى التابع

 ∇ 2 U = 0  حیث 
r

U 1
=. 

 في الفراغ فإن Rالموزعة على منطقة  ρ (x,y,z)وعند دراسة الشحن الكهربائیة ذات الكثافة 

الكمون یعطى: 

∫∫∫=
R

dxdydzKzyxU ρ),,(                 k > 0 

والتابع 
r

U 1
 : حل لمعادلة لابلاس أي الكمون الكهربائي السابق حل لمعادلة لابلاس=

∫∫∫ 





∇=∇

R

dxdydz
r

Ku 122 ρ  

وهذا یدل على أن ،  المماثلة لقوى نیوتنموفي الكهرباء الساكنة تكون القوى المؤثرة هي قوى كولو

كمون الحقل الناتج هو أیضاً حل لمعادلة لابلاس وهو توافقي أیضاً . 

 :المعادلة الأساسیة من الشكلحیث تكون كذلك الأمر في مسألة انتشار الحرارة 

UC
t
u 22 ∇=
∂
∂  

وفي التطبیقات ، ة بالزمن نحصل أیضاً على معادلة لابلاستعلقوعندما تكون الحرارة غیر م

الهندسیة نحتاج لحل معادلة لابلاس على سطوح معینة محددة وضمن شروط حدیة وابتدائیة 

 فإذا كان التناظر مركزیاً ، ولهذا نستخدم نظام الإحداثیات المناسب لشروط المسألة،معینة

 وإذا كان التناظر محوریاً فضلت الإحداثیات الأسطوانیة وهكذا. ،فضلت الإحداثیات الكرویة

ولقد رأینا معادلة بیسیل في الإحداثیات القطبیة ویمكن الحصول على معادلة لیجاندر في 

الإحداثیات الكرویة. 
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 Solved Problems  )8 – 3 – 3( مسائل محلولة 

: )1 (مثال

أوجد حل المعادلة التفاضلیة الجزئیة: 

   2

2

x
uK

t
u

∂
∂

=
∂
∂           0 < x < l  ,  t > 0 

حیث 

U(0,t) = 0     ,  t > 0 

U(l, t) = 0     , t > 0 

U(x,0) = 0          0 ≤ x < l 

 ضمن شروط تحقق الانتشار lوهي تمثل معادلة انتشار الحرارة على قضیب متجانس طوله 

الحراري المتساوي على سطح القضیب. 

 :لنحل المعادلة بطریقة فصل المتحولات أي لنفرض أن الحل من الشكل

U(x,t) = X (x)  .  T (t) 

نبدل في المعادلة المفروضة فنجد: 

2``` α−==
KT
T

X
X  

وهذا یعطي: 

X`` + αP

2
P X = 0 

T` + αP

2
P K T = 0 
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ومن الشروط الابتدائیة والحدیة نجد: 

U(0,t) = X(0) .  T (t) = 0 

U(l, t) = X (l) . T (t) = 0 

وهذا یعطي: 

X(0) = 0  ,    X (l) = 0 

مع المعادلة: 

X``(x) + αP

2
P X (x) = 0 

وحلها كما نعلم: 

X (x) = A  Cos α x + B Sin α x 

 وحسب الشرط الحدي الآخر نجد: ،A = 0وحسب الشروط نجد أن الثابت 

X(l) = B Sin α l = 0 

 Sin(α l) = Sin( n π) = 0 ومنه

أي أن الحل هو: 

l
nSinBxX nn
π

=)(  

 :وأما المعادلة الأخرى

T` + αP

2
P K T = 0 

 :فحلها كما نعلم هو حل أسي من الشكل

T(t) = C . e-α2Kt 
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أي    
Kt

l
n

n etT
2

.)(






−

=
π

 

ویكون الحل: 

Un (x, t) = Xn (x) .  Tn (t) 

x
l

nSinea
kt

l
n

n
ππ 2

.






−

=          …………………. n = 1,2,3,…………. 

 an = Bn Cnحیث        

 :ویكون الحل

x
l

nSineatxU
kt

l
n

n
n

π
π 2

.),(
1







−∞

=
∑=  

وحسب الشروط الابتدائیة نجد: 

x
l

nSinaxxU
n

n
π∑

∞

=

==
1

)0,(  

 یتعین من نشر فورییه الفردي كما یلي: anوالثابت 

π
π

n
ldxx

l
nxSin

l
a

nl

n
)1(22

0

−
=






= ∫  

أي الحل المطلوب هو: 

x
l

nedxx
l

nxSin
l

txU
kt

l
n

n

l ππ
π

sin2),(

2

1 0







−∞

=
∑ ∫ 














=  
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x
l

nSine
n

kt
l

n

n

n π
π

π 2

.)1(4
1







−∞

=
∑ −

=  

: )2(مثال

أوجد حلاً للمعادلة التفاضلیة الجزئیة: 

x
uK

t
u

∂
∂

=
∂
∂ 2

     0 ≤ x < l    , t > 0 

U(0,t) = 0  ,  U(l, t) = U1 = cte 

U(l,0) = x             0 < x < l 

لنفرض: 

x
l

UtxWtxU 1),(),( +=  

نبدل في المعادلة المفروضة فنجد: 

2

2

x
WK

t
W

∂
∂

=
∂
∂                 0 < x < l , t > 0 

W(0, t) = 0  , W (l, t) = 0 

x
l

UxxW 1)0,( −=           0 < x < l 

  ))3(وذلك اعتماداً على المثال (

 :ویكون الحل كما مر معنا في المثال السابق

∑ ∫
∞






















 −=

1 0

02),( dxx
l

nSinx
l

u
x

l
txU

l π � x
l

Ux
l

nSine
kt

l
n

1

2

+











 





− ππ
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): 3مثال (

 :لیكن المطلوب إیجاد حل للمعادلة التفاضلیة الجزئیة

∇ 2 U(x,y) = 0          0 < x < a   ,        0 < y < b 

U(x,0) = x              0 ≤ x ≤ a 

0),0( =
∂
∂ y

x
U  

U(x,b)=0 

0),( =
∂
∂ ya

x
U  

 معزول من الطرفین. b ,aبعاده أالممثلة لانتشار حرارة على مستطیل رقیق 

 f(x) = xطرفه الأول درجة حرارته صفر والثاني محدد بتابع ما 

 :لیكن شكل الحل هو

U(x, y)= X(x)  . Y (y) 

نبدل في المعادلة المفروضة فنجد: 

X`` - λ X = 0 

Y`` + λ = 0 

نجد:  x =a   ,   x = 0 ومن الشروط الحدیة 

λ = - α2                α > 0 

 :ومن أجل حل غیر تافه

X`` + αP

2
P X = 0 
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X` (0) = X` (a) = 0 

ویكون الحل: 

X(x) = A Cos α x+ B Sin α x 

  وB = 0 ومن الشروط الحدیة نجد أن
a

nπα =      n = 0,1,2،…ومنه : 

x
a

nCosAxX nn
π

=)(  

 فیكون من الشكل: Yأما حل معادلة 

Y(y) = C  ch α y + D  Sh  α y 

وهي تكتب كما یلي: 

Y(y) = E Sh (y+ F) 

حیث: 

22 CDE −=            ;             α





= −

D
CthF 1  

 نجد: Y(b) = 0  ومن الشروط الحدیة

Y(b) =  E Sh  α (b + F) = 0 

 F = - b   وهذا یؤدي   

ویكون الحل: 

( ) )(
2

),(
1

0 by
a

nShx
a

nCosa
a

b
ybyxU

n
n −+

−
= ∑

∞

=

ππ  
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Supplementary Problems    9 – 3 – 3 ( إضافیة مسائل(  

 -حل المعادلات التفاضلیة الجزئیة التالیة:1

2أ- 

2

x
u

t
u

∂
∂

=
∂
∂ 

0,0  tn 

0x       ( ) xoxu =, 

  0,0  nt          ( ) ( ) 0,0,0
=−

∂
∂ thu

x
tu 

=−∞∞ب- 
∂
∂

−
∂
∂

 x
x
uc

t
u 02

2
2

2

2

 

( ) Sinxoxu =, 

( ) xxut =0, 

 جـ-حل مسألة دیرخلیه 

  1,1  yoxo               yu 22 −=∇ 

( ) oyu =,1      ;         ( ) oyou =, 

( ) oxu =1,      ;            ( ) ooxu =, 

 - أوجد حلاً لمسألة نیومان:2

axo         222 yxu −=∇ 



- 417-  

 

ayo  

( ) oyo
x
u

=
∂
∂ , 

( ) oox
y
u

=
∂
∂ , 

 -حل المعادلة:3

∂∞  tno ;         2

2

n
uk

t
u

∂
∂

=
∂
∂ 

 ∞≤ xo          ( ) zeoxu −=, 

ot ≥               ( ) otou =, 

( ) totxu ∀→,       ∞→x  
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 مسائل عامة

 الباب الأول

 النموذج الأول

. انشر التابع (الدالة) 1
23

1)( 2 +−
=

zz
zF وفق سلسلة لورانت وضمن الشروط 

21  z. 

 . احسب التكاملات التالیة :2

∫

∫
∞+

∞− +
=

−
=

dx
x

xI

dI

222

2

0
1

)1(
cos

cos2425

π

θ
θ

 

∫
−

+
= dz

z

zI

6

4
3 π

 

zzw. انظر فیما إذا كانت الدالة 3 sin+=2 تطبیقاً مطابقاً (محافظاً ) على النطاقz. 

 النموذج الثاني:

 . عین النقاط الشاذة للدالتین وبین نوع كل نقطة وعین الراسب عندها:1

z

z

e
ezF

+
−

=
−

1
1)(1

 

22
cos)(

z
zzF =
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Γ∫. احسب التكامل 2 −= dzazI n)( :حیثraz =−Γ : 

  عدد صحیح.n حیث nناقش حسب قیم 

 . احسب التكامل الحقیقي التالي بواسطة نظریة الرواسب:3

∫
+∞

∞− +
=

13x
dxI 

 . عین النقاط الثابتة ( غیر المتغیرة) في التطبیق المطابق التالي:4

4
52)(

+
−

==
z
zztw 

 النموذج الثالث:

2. انشر التابع العقدي 1

2

)2(
)(

−
=

z
ezF

z

  واذكر قیمة الراسب عندها.z=2 في جوار 

 . عیّن النقاط الشاذة ونوع كل منها والراسب عندها لكل من التوابع التالیة:2

32

2

2

1

cos)(

1
1)(

z
zzF

e
ezF z

z

=

+
−

=
 

 . احسب قیمة التكاملات التالیة:3

∫Γ= dzZI
2

 .A(0,0) , B(1,1)هو المستقیم الواصل بین  Γ حیث 1
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∫

∫

∫

∞+

∞−

+∞

∞−

+
=

−
=

+
=

dx
x

xI

dI

x
dxI

)1(
cos

sin35

4

24

2

0
3

42

π

θ
θ 

 النموذج الرابع:

=∫. احسب التكامل 1 δ
dzzI حیث δ :هو المثلث O(0,0), A(1,0), B(2,2). 

Γ التي یحیط بها المنحني R تابع تحلیلي بسیط على المنطقة البسیطة zf)(. بفرض 2

  فبرهن أن:R نقطة داخلیة من αوبفرض 

∫

∫

Γ −

Γ

−
=

−
=

dz
z

zf
i

nf

dz
z

zf
i

f

n
n

1)(
)(

2
!)(

)(
)(

2
1)(

απ
α

απ
α

 

 . استخدم نظریة الرواسب في حساب قیمة التكامل:3

dx
x

xf ∫
+∞

∞− +
=

14

2

 

 النموذج الخامس:

22. برهن أن التابع 1 2)1(),( yxyxu ),( توافقي ، ثم أوجد التابع =−+− yxv المرافق

)(),(),(له والذي یجعل التابع  yxivyxuiyxf zf)( تحلیلیاً دوماً . اكتب عبارة +=+

iyxz حیث: +=. 

 . عیّن نوع النقطة الشاذة لكل من التوابع التالیة واذكر قیمة الراسب عندها:2
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3

3

21 )(
)(,

)1cos(

1)(
izz
izzF

z

zF
−
+

== 

 . احسب التكاملات التالیة:3

∫
= −

+
=

2
1

)
2

(

sin

z

dz
iz

zchzI π
 

∫
∞

+
=

0
2

2

2 dz
ix

xI 

 النموذج السادس:

zshzf. أوجد القسم الحقیقي والقسم الوهمي للتابع 1 2)( ثم تحقق من شروط كوشي  =

 تحلیلیاً . zf)(وریمان لیكون 

)0,1,()1,0,()2,1( دائرة ولتكن لدینا النقاط z=1. لتكن 2 CBA ولیكن Γ المثلث ABC  ،

فاحسب قیمة التكامل :
 

dzzI ∫Γ=. 

 . احسب قیمة التكاملات التالیة:3

∫ ∫ ∫
∞

+
=ℑ

+−
=ℑ=ℑ

π

θθ
θ2

0 0
2321 1

3cos,
sincos23

,
sin
cos dx

x
xddz

z
z 

12. أوجد صورة المنطقة 4 =−z:وفق التطبیق المطابق التالي  

0,11 ≠+== z
z

zfW 
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 النموذج السابع:

 D تحلیلي على zF)(، وبفرض Γ منطقة بسیطة یحدها المنحني الموجه المغلقD. بفرض 1

=∫فبرهن أن  dzzFD )(. 

 . عین نوع النقطة الشاذة لكل من التوابع التالیة واحسب الراسب عند كل منها:2

1
)(1 −
= ze

zzF 

32
sin)(

z
zzF = 

z
ezF

z

23 sin
)( = 

 . احسب التكاملین التالیین:3

∫ = ++
=

3 221 )22(z

z

dz
zzz

eI 

∫ +
=

π

θ
θ2

0
2 sin23

dI 

 النموذج الثامن:

)221ln( . لیكن لدینا التابع العقدي :1 2 +−+−= zzzW 

 عین مستعیناً بالرسم النطاق الذي یكون في التابع تحلیلیاً .

Γ∫. عین بالرسم وجود أو عدم وجود التكامل العقدي 2 dzz حیث Γ نصف الدائرة الواقعة 

  .z في OYعلى یمین المحور 
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 . أوجد قیمة التكاملین التالیین:3

∫ =+= 1,)1()2(1 zdz
z

ch
z

zI 

∫
+∞

∞− −+
=

)1)(1(
.sin 22 xx

xdxxI π 

 النموذج التاسع:

)()22(. لیكن 1 2 +−= zzzF عین مستعیناً بالرسم النطاق الذي یكون فیه )(zF 

دون إیجاد النشر ثم بین فیما zF)(تحلیلیاً واحسب نصف قطر تفارب سلسلة ماك لورین للتابع 

  .1zتطبیقاً محافظاً (مطابقاً ) على zF)(إذا كان التطبیق 

 . احسب قیمة التكاملات التالیة:2

∫ =
+−=

1

1

1 ).24(
z

z dze
z

zI
 

∫
+∞

∞− +−
= dx

xx
xI

)1)(1(
2cos

22 

∫ +
=

π

θ
θ
θ2

0
3 7cos

sin dI 
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 النموذج العاشر:

 . عین نوع النقطة الشاذة للتابع:1

3

2

)1(
)(

−
=

z
ezF

z

 

 ونصف قطر تقارب سلسلة النشر في جوارها والراسب عندها، ثم احسب التكامل:

∫ =− −
=

21 3

2

)1(z

z

dz
z
eI 

 . احسب التكاملات التالیة:2

∫ = +
=

4 2221 )(z

z

z
dzeI
π 

∫ −
=

π

θ
θ2

0
22 )sin34(

dI 
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 نماذج على الباب الثاني:

 النموذج الأول:

)()(. انشر التابع الدوري 1 xxxf −= π المعرف على الفترة π x0 وارسمه على 

(الفترة 
2

3,
2

3( ππ
−

 
∑ثم احسب مجموع السلسلة 

∞

1
2

1
x

. 

 . أوجد تكامل فورییه للتابع:2











⇐

=⇐

⇐

=

10

1
2
1

11

)(





x

x

x

xF 

ثم احسب قیمة التكامل:
 

∫
∞

=
0

sin du
u

uI 

 . احسب مقلوب تحویل لابلاس للتابعین:3

32
1)(,

22
1)( 2221 ++

=
++

=
SS

SF
SS

SF 

 . حل المعادلة التكاملیة التالیة بواسطة تحویل لابلاس:4

 

 

 

 

∫ −=
t

dvvzvtsht
0

)()cos(
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 النموذج الثاني:

 . انشر التابع الدوري التالي:1






−⇐

⇐
=

01
10

)( 2 



xx
xx

xF 

 ).  (2,3-)نشراً حقیقیاً ( مع الرسم ) ثم استنتج النشر العقدي ( الرسم على الفترة 

xexF. أوجد تكامل فورییه للتابع 2 3)( ثم استنتج قیمة التكامل: =−
 

∫
∞

+
=

0
2 9u
duI 

)())((. بفرض 3 xfLaXF )')(( أوجد= tfLa.(ناقش )  

 . حل بوساطة تحویل لابلاس جملة المعادلتین التفاضلیتین التالیتین:4

)()()('),()()(' tztxtztxtztx −=−= 

1)0()0( == zx 

 النموذج الثالث:

xxF. انشر بواسطة سلاسل فورییه التابع 1 sin)( = ،
2

0 π
 x

 
وارسمه على الفترة 

)2,
2

( ππ
dx ثم استنتج مجموع السلسلة −

x∫
∞

1
216

1.  

}. بین فیما إذا كانت الجملة 2 }xx sin,  متعامدة على الفترة),( ππ−. 

 . احسب التكاملات التالیة بواسطة التوابع الخاصة :3
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dxxxIdxexI x ∫∫ −== −
∞ 3

0

3
1

3
2

0

3
1 )27(,.

3

 

. احسب لابلاس التابع:4
 

3

3

)(
t

etF
t−

= 

 . أوجد تحویل لابلاس العكسي (بطریقتین) للتوابع التالیة:5

)1)(1(
)(,

)1)(1(
)( 22222

2

1 −+
=

++
+

=
SS

SSF
SS
SSSF 

 النموذج الرابع:

),( نشراً حقیقیاً وارسمه على الفترة XF)(. انشر التابع الدوري 1 ππ−:حیث  





⇐−
⇐+

=
ππ

π
21

01
)(





xx
xx

XF 

),,()( . عرف التوابع الخاصة:2 aba Γβ.ثم اكتب علاقة تربط بینهما  

 . اذكر نص نظریة الطي وبرهن على صحتها.3

 . حل المعادلة التفاضلیة التالیة بواسطة تحویل لابلاس:4

Z''(t)+3z'(t)+2z(t)=t 

Z(0)=z'(t)=0 

 . حل جملة المعادلات التفاضلیة التالیة بوساطة تحویل لابلاس:5

Z'(t)+x'(t)=cost       x(0)=0        t>0 
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Z'(t)-x'(t)=sint                      z(0)=0 

 النموذج الخامس:

  انشر هذا التابع الدوري نشراً وفق سلسلة جیوب تمام. F(X)=X  , 0<X<1. بفرض 1

 عدا ذلك. بفرض :2




←

<←+
=

0
11

)(
Xx

xF 

∫ثم احسب F(X)أوجد تكامل فورییه لـ 
∞

=
0

sin du
u

uI. 

∫ . احسب بوساطة التوابع الخاصة التكامل:3 −=
2

0

24 dxxxJ. 

)(])[(. بفرض : 4 tFLaSF )( أوجد التحویل العكسي للتابع: =
)(
X

SF. 

. أوجد بطریقتین التحویل العكسي اللابلاسي لـ: 5
)1(

1)( 2 +
=

SS
SF 

 النموذج السادس:

ππ . انشر التابع الدوري:1 ≤≤−= XXXF ,)(  نشراً حقیقیاً ثم ارسمه على الفترة 2

)4,0( π:ثم احسب مجموع السلسلة  

...
5
1

4
1

3
1

2
11 2222 −+−+− 

 . برهن على صحة العلاقة: 2
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0,
24

)
4
1(

0

2

22
>

Γ
=

−
∫ a

axa
dxa

π
 

 . احسب بوساطة تحویل لابلاس التكامل:3

∫
∞ −− −

=
0

56

dt
t

eeI
tt

 

 . احسب لابلاس التابع الدوري:4





⇐
⇐

=
210
10

)(




t
tt

tF 

 ثم حل المعادلة التفاضلیة العادیة التالیة:

z''-z=t    z(0)=z'(0)=0     ,  t >0 

 النموذج السابع:

 ومعرف كما یلي: π2تابع دوري دوره  f(x). بفرض 1





⇐−
−⇐

=
π

π




xx
xx

xF
0

0
)( 

)2,2(وارسمه على الفترة  f(x) أوجد نشر فورییه الحقیقي لـ ππ− .ثم أوجد النشر العقدي 

=∫. احسب التكامل 2
1

0

))(ln( dxxxI nm حیثm,n.أعداد طبیعیة  

∫ . احسب ما یلي:3 −+−
+−−

t
t

SSS
SLadttteLa

0
23

12 ]
1

13[],)sin([. 
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 . حل المعادلة التفاضلیة العادیة بواسطة تحویل لابلاس:4

z''+z=t   , z(0)=1    ,  z'(0)=-2 

 النموذج الثامن:

)(2. انشر فورییه في سلسل جیوب تمام التابع 1 XXXF −= π ثم احسب مجموع 

∑∑ السلسلتین:
∞ −∞ −

1
2

1

1
2

)1(,1
XX

X

. 

∫ . برهن على صحة ما یلي:2
Γ

=
−

=
2

0

2

2 4

)
4
1(

sin
2
11

π

πθ

θdI. 

. بفرض 3
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tF : تابع دوري فبرهن أن :
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1)]([ Sth
S

tFLa = 

 . حل المعادلة التكاملیة التالیة:4

∫ >++=
−

t

tttdu
ut

uz

0

2 0,1)( 

 . احسب اللابلاس العكسي لـ:5

)9(
408102)( 22

23

+
+++

=
SS

SSSSF 

 النموذج التاسع:

π20 حیث F(X)=X. انشر التابع الدوري 1 << x: وفق فورییه ثم احسب مجموع السلسلة  

∫
∞ +

−
−

1

1

12
)1(

n

n

.  
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 . اكتب التابع:2



<<⇐

>⇐
=

π
π
tt

tt
tF

0cos
sin

  ثم احسب : u(t )  وفق توابع الوحدة)(

)]([ tFLa 

 . حل المعادلة التفاضلیة التالیة:3

t>0  :  z''(t)-tz'(t)+z(t)=0 

z(0)=z'(0)=0 

∫ . احسب التكامل:4
∞

−=
0

3 sin tdtetI t 

 النموذج العاشر:

 . انشر التابع الدوري التالي:1
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− π

π

xe
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xF
x

x

0
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)( 

)2,2(وفق سلسلة فورییه وارسمه على الفترة  ππ−:ثم برهن على  

...
50
7

26
5

10
3

2
1

2
2

+−+−=π
π

ch
 

1 التابع للبرهان على aΓ)(. استخدم عبارة 2
)1()]([ +

+Γ
= n

n

S
ntutLa.  

 معرف كما في الشكل: f(t). بفرض 3
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  بدلالة توابع الوحدة ثم حل المعادلة التفاضلیة:F(t)اكتب عبارة 

t>0   →z'(t)+t=F(t), z(0)=0 

 F(t)=t u(t)-2(t-1)u(t-1)+(t-2)u(t-2) الجواب:
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 نماذج على الباب الثالث

 النموذج الأول:

 . اشرح بالتفصیل طریقة دالامبیر في حل المعادلة التفاضلیة الجزئیة1

),( txuu xxtt = 

)(),0(2 حیث: 
)0,()(

xxUXG
xxUXF

t ==

==
 

 . أوجد بطریقة فصل المتحولات حل المعادلة التفاضلیة الجزئیة:2

0),1(),0(
2sin3)0,(

10),,(),(

==
=

≤≤=

tutu
xxu

xtxutxu xxt

π 

 النموذج الثاني:

 . أوجد بطریقة فصل المتحولات حل المعادلة التفاضلیة الجزئیة:1

2

2

2

2 ),(),(
x

txu
t

txu
∂

∂
=

∂
∂ 

U(0,t)=u(1,t)=o 

x
t

txuxxu sin|),(,)0,( =
∂

∂
= 

 . أوجد باختصار حل المعادلة التفاضلیة الجزئیة:2

),(36),( txutxu xxtt = 

1)(),( 2 ++== xxxfoxU 
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0),(),0(
sin)()0,(

==
==

tutu
xxGxut

π
 

 النموذج الثالث:

 . أوجد بطریقة لابلاس حل المعادلة التفاضلیة الجزئیة التالیة:1

10,0)0,(
)0,(,0),1(),0(

0),,(),(

≤≤=
===

>=

xxu
xxututu

ttxutxu

t

xxt

 

 . اشرح بالتفصیل طریقة دالامبیر في حل المعادلة التفاضلیة الجزئیة:2

0)0,(,)0,(

),(9),(
3 ==

=

xuxxu
txutxu

t

xxtt 

 النموذج الرابع:

 . حل المعادلة التفاضلیة الجزئیة:1

0),(),0(
0)0,(,)0,(

),(4),(

==
==

=

tlutu
xuxxu

txutxu

t

xxtt

 

 . أوجد بطریقة فصل المتحولات حل المعادلة التفاضلیة الجزئیة:2

x

tx

exu
ex

txutxutxu

36)0,(
0

),(),(2),(

−=

<<
+=

 

 .x یبقى محدوداً مهما تكن u(x,t)علما أن 
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 النموذج الخامس:

 . حل المعادلة التفاضلیة الجزئیة بطریقة فصل المتحولات:1

0)0,(
)(02.0)0,(

0),(),(
),(),(

2

=
−=

==
=

xu
xxxu

tutou
txutxu

t

xxt

π

π
 

 . أوجد بطریقة دالامبیر حل المعادلة:2

0,),(),(
2

2
2

2

2

>
∂

∂
=

∂
∂ a

x
txua

t
txu 

 حیث:+∞ إلى −∞والتي تمثل اهتزاز خیط مرن متجانس مشدود من
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 وترك دون سرعة ابتدائیة.
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 الجــــداول

 التوابع الخاصة

 
 

 

 
 

 

𝝃𝝃(𝑿𝑿)تابع ریمان زیتا  = 𝟏𝟏
𝟏𝟏𝑿𝑿

+ 𝟏𝟏
𝟐𝟐𝑿𝑿

+ 𝟏𝟏
𝟑𝟑𝑿𝑿

+ ⋯ 

𝑪𝑪(𝑿𝑿)تكامل فرینل الجیبي   = �𝟐𝟐
𝝅𝝅 ∫ 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝑼𝑼𝟐𝟐𝒂𝒂𝒂𝒂𝑿𝑿

𝟎𝟎 
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 توابع بیسیل ذات الرتبة النصف فردیة

 الصیغ العودیة (الإرجاعیة) لتوابع بیسیل

 𝑱𝑱𝒏𝒏(𝒙𝒙)تولید التوابع لـ 

 nتوابع بیسیل النوع الثاني من الرتبة 
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 nتوابع بیسیل المعدلة (المكیفة) من النوع الأول والرتبة 

 معادلة بیسیل التفاضلیة المعدلة (المكیفة)

 Nتوابع ھانكیل من النوع الأول والثاني بالرتبة 
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 الصیغ العودیة (الإرجاعیة) لتوابع بیسیل المعدلة

 𝑰𝑰𝒏𝒏(𝒙𝒙)تولید التوابع من أجل
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 القیم العددیة لبعض توابع بیسیل
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 جداول التابعين غاما وبيتا
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 الملـحـــق
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 ملحق المصطلحات العلمية

 باللغة الإنكليزية والفرنسية

 الإنكلیزیة الفرنسیة العربیة

 Erreur Absolute Absolute Error الخطأ المطلق

  Adiabatique Adiabatic كظیم

 Amplitude Amplitude سعة

 Angle Angle زاویة

 Solide  Solid  زاویة مجسمة 

 Argument Argument السعة

 Développment نشر مقارب
Asymptotique 

Asymptotic Expansion 

 Matrice Aumenter Augmented Matrix 

 Axe Axis المحور

محور  
 الإحداثیات

 De coordonnées  Coordinate 

 Imaginaire  Imaginary  المحور التخیلي 

 Réel  Real   المحور الحقیقي

 Borne Bound الحد

 الحد الأعلى 
 الأصغري

 Supérieur  Greatest Lower 

 الحد الأدنى 
 الأعظمي

 Inférieure  Least Upper 

 Branche Branch الفرع

 Principale  Principal   الفرع الأساسي

 Centre de gravité Centre of Gravity مركز الثقل
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 Centroïde Centroid المركز المتوسط

 Classe Class الصف

 Coefficients Coefficients أمثال

 Complexe Complex العقدي

 Complexe Complex Conjugate المرافق العقدي

 Ordinateur Computer الحاسب

 Conditions Conditions الشروط

 Aux limites  Boundary   الشروط الحدیة

 الشروط 
 الابتدائیة

 Initiales  Initial 

 Conductibilité Conductivity   الإیصال–الناقلیة 

 Constant Constant ثابت

 Arbitraire  Arbitrary   ثابت اختیاري

 Diélectrique  Dielectric  ثابت السماحیة 

 Continuite Continious مستمر

 Contour Contour إطار - محیط

 Convergence Convergence التقارب

 Absolue  Absolute   التقارب المطلق

 التقارب 
 الشرطي

 Non-absolue  Conditional 

 Domain de  Domain of   نطاق التقارب

 نصف قطر 
 التقارب

 Rayon de  Radius of 

 Convolution Convolution الطيّ 

 Coordonées Coordinates إحداثیات

 إحداثیات 
 دیكارتیة

 Cartésiennes  Cartesian 
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 إحداثیات 
 منحنیة

 Curvilignes  Curvilinear 

 إحداثیات 
 اسطوانیة

 Cylindrique  Cylindrical 

 إحداثیات 
 منحنیة متعامدة

 Curvilignes 
orthogonales 

 Orthogonal 
Curvilinear 

 Polaires  Polar  إحداثیات قطبیة 

 Sphériques  Spherical  إحداثیات كرویة 

 Point de rebroussement Cusp نقطة تراجع

 Densité de courant Current density كثافة التیار

 Courboure Curvature التقوس

 Courbes Curves منحنیات

 Fermées  Closed  منحنیات مغلقة 

منحنیات  
 متكافئة

 équivalentes  Equivalent 

منحنیات  
 مفتوحة

 Ouvertes  Open 

 Orientées  Oriented  منحنیات موجهة 

منحنیات  
 مستویة

 Planes  Plane 

منحنیات صقیلة  
 جزئیاً 

 --------------  Sectionally 
Smooth 

 Courpes simples  Simple  منحنیات بسیطة 

 Smooth   منحنیات صقیلة 

 Gauches  Space  منحنیات فراغیة 

 Degré Degree درجة

 Dépendant Dependent  غیر مستقل–مرتبط 
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 Linéairement  Linearly  مرتبط خطیاً  

 Dérivée Derivative مشتق

 Dans une  مشتق موجه 
direction 

 Directional 

 Ordinaire  Ordinary  مشتق عادي 

 Partielle   Partial  مشتق جزئي 

 Totale  Total  مشتق كلي 

 Déterminant Determinant المعین

 Fonctionnel  Functional  المعین التابعي 

  Mineurs de  Minors of  صغار المعین 

 Différentielle Differential  التفاضل 

 Exacte  Exact  التفاضل التام 

 équations différentielles Differential Equations معادلات تفاضلیة 

معادلات  
 تفاصلیة تامة

 Exactes  Exact 

معادلات  
 تفاضلیة متجانسة

 Homogènes  Homogeneous 

معادلات  
 تفاضلیة خطیة

 Linéaires  Linear 

معادلات  
 تفاضلیة عادیة

 Ordinaires   Ordinary 

معادلات  
 تفاضلیة جزئیة

 Aux dérivées  Partial 

 Système d'  System of  جملة معادلات تفاضلیة

 Diffusion Diffusivity الانتثار

 Dimension Dimension بعد

 Direction Direction  الاتجاه–التوجیه 

 Déplacement Displacement الإزاحة
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 Discontinuite Discontinious غیر مستمر

 Domaine Domain نطاق

نطاق متعدد  
 الاتصال

 Mutliplement 
connex 

 Multiply 
connected 

نطاق بسیط  
 الاتصال

 Simplement 
connex 

 Simply connected 

 électrodynamique Electrodynamics الكهرباء الحركیة

 éléctrostatique Electrostatics الكهرباء الساكنة

 Elément Element العنصر

 Orienté  Oriented  العنصر الموجه 

 Imaginaire  Imaginary  العنصر التخیلي 

 Elément d'aire  Element of area عنصر المساحة 

 De longeur  Element of length  عنصر الطول 

 De volume  Element of  عنصر الحجم 
volume 

 Ellipsoïde Ellipsoid مجسم القطع الناقص

 Equations Equations معادلات

  Algébriques  Algebraic   معادلات جبریة

 Caratéristiques  Characteristic   معادلات ممیزة

 Fonction d'Erreur Error Function تابع الخطأ

 Paire Even زوجي

 Développement Expansion النشر

 Fini  Finite   النشر المنتهي

 النشر غیر 
 المنتهي

 Infini  Infinite 

 Maximum, minimum Extremum نهایة حدیة

 نهایة حدیة 
 مقیدة

 Conditionnel  Conditional 
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 نهایة حدیة 
 نسبیة

 Relatif  Relative 

 Facteur Factor عامل 

 Amortissent  Damping   عامل التخامد

 Intégrant  Integrating   عامل تكمیل

 Factorielle Factorial العاملي

 – Corps commutatif حقل
champ 

Field 

 Fluide Fluid مائع

 مائع قابل 
 للانضغاط

 Compressible  Compressible 

 Parfait  Ideal   مائع مثالي

 Formules Formulas صیغ

 Fonction Function تابع

 Analytique  Analytic   تابع تحلیلي 

 Arbitraire  Arbitrary   تابع اختیاري

 Bornée  Bounded   تابع محدد

 Circulaire  Circular   تابع دائري

 Complémentaire  Complementary   تابع مكمل

 Complexe  Complex   تابع عقدي

 Conjuguée  Conjugate   تابع مترافق

 Continue  Continuous   تابع مستمر

 تابع قابل 
 للاشتقاق

 Dérivable  Differentiable 

 élémentaire  Elementary   تابع ابتدائي

 Explicite  Explicit   تابع صریح

 Harmonique  Harmonic   تابع توافقي

 Hyperbolique  Hyperbolic   تابع قطعي
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 Implicite  Implicit   تابع مستتر 

 Réciproque  Inverse   تابع عكسي

 Potentielle  Potential   تابع الكمون

 Primitive  Primitive   تابع أصلي

 تابع كسري 
 جبري عادي

 Algébrique 
rationelle 

 Rational algebraic 

 Réelle  Real   تابع حقیقي

 Scalaire  Scalar   تابع عددي

 تابع مستمر 
 جزئیاً 

 -------------  Sectionally 
continuous 

 Vectorielle  Vector   تابع شعاعي

 Fondamental Fundamental أساسي

 Géométrie Geometry  هندسة

 Analytique  Analytic   هندسة تحلیلیة

 Vectorielle  Vector   هندسة شعاعیة

 Gradient Gradient تدرج

 Analyse Harmonique Harmonic Analysis تحلیل توافقي

 Equation de la Thermique Heat Equation معادلة حرارة

 Homogène Homogeneous  متجانس

 Hyperboloïde Hyperboloid  مجسم القطع الزائد

 Image Image الصورة

 Réciproque  Inverse  الصورة العكسیة 

 Imaginaire Imaginary تخیلي

 Incrément Increment تزاید

 Induction Induction التحریض

 Indépendant Independent مستقل

 Linearment  مستقل خطیاً  
indépendent 

 Linearly 
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 Inertie Inertia عطالة

 Moment d'  Moment of  عزم العطالة

 Intégrales Integrals تكاملات 

 Doubles  Double  تكاملات ثنائیة 

 Généralisées  Improper  تكاملات شاذة 

 Iterated  --------------  تكاملات متتالیة 

 Curvilignes  Line  تكاملات خطیة 

 Simples  Simple  تكاملات بسیطة 

تكاملات  
 سطحیة

 De surfaces  Surface 

 Triples  Triple  تكاملات ثلاثیة 

تكاملات  
 حجمیة

 De volumes  Volume 

 Interpolation Interpolation التمدید الداخلي

 Intervalle Interval مجال

 Inversion Inversion الانعكاس

 Isotrope Isotropic تعادلي الخواص

 Méthode itérative Iterative Methods الطریقة التكراریة

 Jacobien Jacobian الیعقوبي

 Ligne-droite Line خط منحنٍ أو مستقیم

 Droite binormale  Binormal  الناظم الثنائي 

 De ramification  Branch  مستقیم التفرع 

 De normale  Normal  مستقیم ناظم 

 Ligne de courant  Stream  خط الجریان 

 Droite tangente  Tangent  مستقیم مماس 

 Ligne de rotation  Vortex  خط الإعصار 

 Lineaire Linear خطي
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 Application Mapping تطبیق

 Bijection  Bijective  تطبیق تقابل 

 Application  تطبیق مطابق 
conforme 

 Conformal 

 Réciproque  Inverse  تطبیق عكسي 

 Matrice Matrix المصفوفة

 Maximum Maximum نهایة عظمى

 Valeur Moyenne Mean Value قیمة وسطى

 Minimum Minimum نهایة صغرى

 Module Modulus  مطلق–طویلة 

 Voisinage Neighbourhood الجوار

 Mode Normale Normal Mode حل نظامي

 Nombre Number عدد

 Complex  Complex  عدد عقدي 

 Imaginaire  Imaginary  عدد تخیلي 

 Rationnel  Rational  عدد عادي 

 Réel  Real  عدد حقیقي 

 Impaire Odd فردي

 Opérateur Operator مؤثر 

 Différantiel  Differential  مؤثر اشتقاقي 

 Intégral  Integral  مؤثر تكاملي 

 Hamiltonien  Hamiltonian  مؤثر هامیلتون 

 Laplacien  Laplacian  مؤثر لابلاس  

 Ordre Order مرتبة - درجة

 Fonctions Orthogonales Orthogonal Functions توابع متعامدة

 Fonctions Orthonormales Orthonormal Functions توابع متعامدة نظامیاً 

 Oscillation Oscillation اهتزاز

 Amplitude d'  Amplitude of  سعة الاهتزاز 
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 Amortisée  Damped  اهتزاز متخامد 

 Forcée  Forced  اهتزاز قسري 

 Libre  Free  اهتزاز حر 

 Période d'  Period  دور الاهتزاز 

 Simple  Simple  اهتزاز بسیط 

 Paraboloïde Paraboloid مجسم القطع المكافئ

 Elliptique  Elliptic  مجسم القطع الناقصي

 Hyperbolique  Hyperbolic  مجسم القطع الزائدي

 Paramètres Parameters وسطاء

 Varation des  Variation of  تغییر الوسطاء 

 Partie Part الجزء

 Analytique  Analytic  الجزء التحلیلي 

 Imaginaire  Imaginary  الجزء التخیلي 

 Principale  Principal  الجزء الرئیسي 

 Réelle  Real  الجزء الحقیقي  

 Partielle Partial جزئي

 Partition Partition التجزئة

 Faisceaux Pencils الحزم

 Période Period دور

 Fonction Périodique Periodic Function تابع دوري

 Perméabilité Permeability النفوذیة

 Permutation Permutation التبدیل

 Phase Phase الطور

 Angle de Phase Phase Angle زاویة الطور

 Continuite dans intervalle Piecewise Continious مستمر ضمن قطع

 Plan Plane المستوي

 Complexe  Complex   العقدي 
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 Osculateur  Osculating   الملاصق 

 Tangent  Tangent   المماس 

 Point Point نقطة

 De ramification  Branch  نقطة تفرع 

 Frontière  Boundary  نقطة محیطیة 

 Critique  Critical  نقطة حرجة 

 Extérieur  Exterior  نقطة خارجیة 

 Intérieur  Interior  نقطة داخلیة 

 D'accumulation  Limit  نقطة نهایة 

 Multiple  Multiple  نقطة متعددة 

 Saddle  ------------  نقطة تسرج 

 Singulier  Singular  نقطة شاذة 

 Ensemble de points Point set مجموعة نقطیة

مجموعة نقطیة  
 متصلة قوسیاً 

 ------------  Arcwise 
connected 

مجموعة نقطیة  
 محددة

 Borné  Bounded 

مجموعة  
 الإغلاق

 ------------  Closure of 

 Diamètre d'  Diameter of  قطر المجموعة 

مجموعة نقطیة  
 مفتوحة

 Ouvert  Open 

 Sous-ensemble d'  Subset of  مجموعة جزئیة 

 Pôle Pole القطب

 Polynômes Polynomials كثیرات حدود

 Position Position موضع

 Fonction de points  Function of  –تابع للموضع  
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 تابع نقطي
 Potentiel Potential الكمون

 Scalaire  Scalar  الكمون العددي 

الكمون  
 الشعاعي

 Vecteur  Vector 

 Projection Projection المسقط

 Région Region منطقة

 Simple  Simple  منطقة بسیطة 

 -Sous-  Sub  منطقة جزئیة 

 Du plan  Two-dimensional  منطقة مستویة 

-De l'espace  Three  منطقة فراغیة 
dimensional 

 Résidu Residue الراسب

 Résonance Resonance الطنین

 Secteur Sector قطاع

 Suite Sequence متتالیة

 Séries Series سلسلة

 Convergentes  Convergent  سلسلة متقاربة 

 Divergentes  Divergent  سلسلة متباعدة 

 Finies  Finite  سلسلة منتهیة 

سلسلة غیر  
 منتهیة

 De fonctions  Infinite 

 Infinies  Functional  سلسلة تابعیة 

 Numériques  Numerical  سلسلة عددیة 

 Entières  Power  سلسلة صحیحة 

 Translation Shift سحب

 Point singulier Singular point نقطة شاذة

 Essentiel  Essential نقطة شاذة  
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 أساسیة
نقطة شاذة  

 منعزلة

 Isolé  Isolated 

نقطة تمكن  
 إزالتها

 ------------  Removable 

 Solution Solution الحل 

 Générale  General  الحل العام 

 Particulière  Particular  الحل الخاص 

 Espace Space الفراغ

  Dimensions d'  Dimensions of  أبعاد الفراغ 

 Euclidien  Euclidean  الفراغ الإقلیدي 

 Vectoriel  Vector  الفراغ الشعاعي 

 Fonction Spéciale Special Function تابع خاص

 Régime State الحالة

 Permanent  Steady  الحالة المستقرة 

الحالة العارضة  
 أو العابرة

 Transitoire  Transient 

 Surface Surface سطح

 Algébrique  Algebraic  سطح جبري 

 Fermée  Closed  سطح مغلق 

 De niveau  Level  سطح السویة 

 Ouverte  Open  سطح مفتوح 

 Orientée  Oriented  سطح موجه 

سطح صقیل  
 جزئیاً 

 -----------  Sectionally 
smooth 

 Simple  Simple  سطح بسیط 

 Smooth  -----------  سطح صقیل 
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 Fonction échelon Step Function تابع الدرجة

 Symétrie Symmetry تناظر 

 Axiale  Axial  تناظر محوري 

 Axe de  Axis of  محور التناظر  

 Radiale  Radial  تناظر مركزي 

 Systéme System جملة

 Tables Tables جداول

 Torsion Torsion الالتفاف

 Fonction de Transfert Transfer Function  الانتقال–تابع التحویل 

 Transformation Transformation تحویل

 Coefficient indeterminés Undetermined أمثال غیر معینة
coefficients 

 Impulsion Unité Unit Impulse نبضة أحادیة

 Valeur Value القیمة

 Principale  Principal  القیمة الأساسیة 

 Variable Variable متحول

 Complexe  Complex  متحول عقدي  

متحول غیر  
 مستقل

 Dépendent  Dependent 

 Indépendant  Independent  متحول مستقل 

 Réelle  Real  متحول حقیقي 

 Vacteur Vector شعاع

 Composants du  Components  مركبات الشعاع 

 Direction du  Direction of  اتجاه الشعاع 

 Libre  Free  شعاع طلیق 

  Support de  Line of  منحى الشعاع 

 Module de  Modulus of  طویلة الشعاع 

 Position  --------------  شعاع الموضع 
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 Unitaire  Unit  شعاع التوجیه 

 Fonction vectorielle Vector function تابع شعاعي

جولان التابع  
 الشعاعي

 Circulation de  Circulation 

التابع الشعاعي  
 الكموني

 Lamellaire  Lamellar 

تفرق التابع  
 الشعاعي

 Divergence de  Dievergence 

تدفق التابع  
 الشعاعي

 Flux de  Flux of 

دوران التابع  
 الشعاعي

 Rationnel de  Rotation of 

التابع الشعاعي  
 اللولبي

 Solénoïdale  Solenoidal 

 Vibration Vibration اهتزازات

 Equation d' ondes Wave Equation معادلة موجیة
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 عام والفیزیائیة الریاضیة العلوم في إجازة على حصل) 1949 (الشایب معروف عازار

 .دمشق جامعة من 1972 تربیة دبلوم على ثم 1971

 من الدكتوراه شهادة على حصل 1978 عام إیفاده حتى والتعلیم التربیة مجال في عمل

 باختصاص Lomonosov Moscow State Universityالحكومیة  موسكو جامعة

 Discreteمتقطعة  ریاضیات عمله مجالات. 1985 عام ریاضي سیبرنیتك

Mathematics _ الأشكال  على التعرف نظریةPattern Recognition Theory _ 

 .Fuzzy Logic & Setsالغائمة  والمجموعات المنطق _ الریاضي أوتوماتیك نظریة

 التطبیقیة الریاضیات مجال في عدیدة أبحاثاً  نشر جامعیة، وغیر جامعیة مؤلفات عدة له

 كلیة دمشق جامعة في أستاذ. والطب الاجتماع وعلم والسیاسة الاقتصاد في واستخدامها

 .والكهربائیة المیكانیكیة الهندسة

 ،واثق الأحمد صلاح الطنطاوي، الغني عبد الأساتذة ید على دمشق جامعة في درس

 .شهید

 . كودریافتیسف باریسوفیتش فالیري دراسته على أشرف موسكو جامعة في

   

 

 

*   *   * 
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 ملحـــق الأعلام 

 :al-Khwarizmi )874-780 الخوارزمي محمد بن موسى ( -1
ولد في مدینة خوارزم وترعرع في بغداد في زمن الخلیفة المأمون وعاش وتوفي فیها ، 

أول من أعطى لعلم الجبر وجهاً مستقلاً عن علم الحساب وأول من استعمل كلمة جبر 

 وأخذت عنه في العالم .

أهم مؤلفاته كتاب الجبر والمقابلة ولا تزال كلمة اللغارتم تستعمل في العالم وهي 

 مأخوذة عن اسمه خوارزم ، برع في علم الفلك.

 Niels Abel:)1829-1802آبل نیلس هنریك ( -2

 برهان عدم إمكانیة حل 1824ریاضي نرویجي درس في جامع أوسلو ونشر في عام 

 معادلات الدرجة الخامسة بشكل عام بالشكل الجبري العام .

 في برلین وباریس في المجلة الریاضیة التي یصدرها 1827-1825عمل بین عامي 

 العالم الألماني الریاضي كیل .

 ، في حیاته القصیرة هذه قدم إنتاجاً غزیراً 1829عاش حیاة صعبة وتوفي بالسل عام 

 لعلم الریاضیات خدم الریاضیات خدمة جلیلة وبخاصة علم الجبر الحدیث.

 :Euclid of Alexandria  ق .م)300-365-اقلیدس (3

ریاضي إغریقي مؤلف المخطوطات الریاضیة الأولى ، ولد في أثینا وتتلمذ على ید 

أفلاطون أهم أعماله كانت في مدینة الاسكندریة حیث أسس مدرسة ریاضیة وكتب 

فیها كتابه الأول البدایات (العناصر الذي حوى أهم مبادئ الهندسة المستویة والفراغیة 

وسلسلة أسئلة حول نظریة الأعداد والجبر ونظریة الكسور العامة وعرف المساحة 

 والحجم وكذلك مبادئ نظریة النهایات.
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إن القیمة التاریخیة لكتاب البدایات تتلخص في أن اقلیدس وضع المحاولات الأولى 

لبناء علم الهندسة المستویة والفراغیة اعتماداً على  موضوعات وبدهیات أساسیة هذه 

المحاولات التي أصبحت فیما بعد أساساً منهجیاً في بناء علوم ریاضیة وغیر ریاضیة 

 أخرى.

 :Stefan Banach )1945-1892باناخ ستیفان ( -4
ریاضي بولوني عضو مراسل في أكادیمیة العلوم البولونیة. ولد في مدینة كاراكوف 

 1914وأنهى دراسته الجامعیة في جامعة الفوف (في الاتحاد السوفیتي سابقاً ) عام 

 وأصبح أستاذاً في الجامعة 1920حصل على شهادة الدكتوراة في الفلسفة ، عام 

  .1924نفسها عام 

 عمل في البدایة في معهد البولوتیكینكا في الفوف.

أهم أعماله كانت في مجال التحلیل التابعي وهو واحد من مؤسسي هذا العلم المعاصر 

ومن مؤسسي مدرسة الفوف الریاضیة وله سمعة عالمیة في مجال الریاضیات. 

دراساته في الفراغات الخطیة (فراغات باناخ) لها قیمة كبیرة في الریاضیات المعاصرة، 

له كثیر من النتائج التي دخلت كتباً كثیرة في التحلیل الدالي، كما أن له دراسات عدة 

 في المعادلات التفاضلیة العادیة ونظریة الدوال المركبة.

 كما اختیر عضواً في أكادمیة 1939حصل على جائزة أكادیمیة العلوم البولونیة عام 

 .1940العلوم الأوكرانیة عام 

 ):998-941البوزجاني محمد بن محمد بن یحیى ( -5
ولد في بوزجان وتوفي في بغداد . كتب أبو الوفا البوزجاني في علم الجبر وزاد على 

أبحاث الخوارزمي زیادة أثرت في علم الجبر والهندسة والعلاقة بینهما. أول من عرف 

 النسبة المثلثیة (الظل).
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 :Bernoulliبرنولي (عائلة برنولي)  -6
عائلة سویسریة بدأت شهرتها من العالم الریاضي المعروف یعقوب برنولي (توفي 

-1654) ثم یعقوب برنولي الثاني (1634-1598) وحفیده یعقوب برنولي (1583

) وهو الذي ولد في مدینة بازل ودرس اللاهوت حسب رغبة والده، وعمل بعدها 1705

 1687في مجال الریاضیات ومحاضراً بعدها في علم الفیزیاء التجریبیة وفي عام 

 أصبح أستاذاً في الریاضیات في جامعة بازل .

أهم أعماله كانت في مجال المتناهیات في الصفر والسلاسل وحساب التفاضل ونظریة 

الاحتمال، تعرف على لیبتنز وعمل معه في مجال الحسابات التفاضلیة واكتشف كثیراً 

من المنحنیات الشهیرة نذكر منها الحلزون اللغارتمي واللیمنسكات (المنحني البیضوي) 

وغیرها كما أنه عرّف مساحة المثلث الكروي، ویعد كتابه في الحسابات التقریبیة وفي 

مجال نظریة السلاسل غیر المنتهیة أول مرجع في ذلك المجال له أعمال أخرى في 

مجال الفیزیاء والحساب والجبر والهندسة بفضله حصلت نظریة الاحتمالات على قیمة 

-1667تطبیقیة كبیرة من بین طلابه العالم الكبیر أویلر ، وأخوه لیفون برنولي (

 وفي 1695) الذي ولد في بلدة بازل أیضاً وأصبح أستاذاً في جامعتها عام 1748

 1705جامعة هولندا بعدها وعضواً في أكادمیة العلوم الروسیة في بطرس بورغ عام 

(لینینغراد حالیاً ) تابع عمله (بتوجیه من أخیه یعقوب) في مجال الریاضیات والطب 

أیضاً ، من طلابه العالم المشهور أوتال ، درس في جامعة باریس وحصل هناك على 

نتائج عظیمة في حسابات التكامل والتفاضل مع العالم لیبتنز وطور نظریة التوابع 

الأسیة وطرق إزالة عدم التعین المعروفة باسم نظریة أوبیتال وأوجد طرق مكاملة 

 التوابع الكسریة العادیة وحساب المساحات وأطوال الأقواس المستویة بطریقة التكامل .

) أعمال أجداده وعمل أستاذاً في جامعة 1759-1687تابع حفیده نیقولاي برنولي (

مدینة باوي وبعدها أستاذاً للمنطق في جامعة بازل. عمل في نظریة الاحتمال وحساب 

 وضع مسألة عرفت بعدها باسم مسألة بطرس بورغ، وعرفت 1713التكامل وفي عام 
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أعماله في مجال عدم اعتماد المشتق (بعض الحالات) الجزئیة على الترتیب وحل 

 معادلة ریكاتي في المعادلات التفاضلیة.

) في مجال 1726-1795بعد ذلك عمل حفید لیفون برنولي وهو نیقولاي برنولي (

الحالات الخاصة لمعادلة ریكاتي وطبق طرق المكاملة بالعوامل التكاملیة الموجبة في 

حل المعادلات التفاضلیة من المرتبة الأولى المعروفة باسم معادلة أویلروكلیرو وكان 

 عضواً في أكادیمیة علوم بطرس بورغ وأستاذاً في جامعة بازل.

) أحد عظماء الریاضیات والفیزیاء ولد في هولندا. 1782-1700دانیل لیفون برنولي (

 ودرس 1716عمل تحت توجیه أبیه وأخیه نقولاي وأنهى دراسته في جامعة بازل عام 

 بعدها الطب والقیزیولوجیا ثم عمل في أكادمیة علوم بطرس بورغ وكان عضواً فیها .

تنسب له أعمال كثیرة في مجال الجبر والمعادلات التفاضلیة العادیة وفي نظریة 

 وفق نهایة المقدار eالاحتمال والسلاسل غیر المنتهیة كما نسب له تعریف العدد 

n

n
Lim

n

)11( +
∞→

 . 

اختیرت أعماله كأحسن الأعمال (عشر مرات) في الریاضیات والفیزیاء في أكادیمیة 

 العلوم الباریسیة.

 :Sergi Bernstein )1968-1880برنشتاین (سرجي) ( -7
 ولد في أودیسا 1929ریاضي سوفیتي عضو في أكادیمیة العلوم السوفیتتیة منذ عام 

. درس في معهد البولیتكنیك في باریس وحصل على 1899وأنهى دراسته فیها وفي 

 ثم حصل على 1907 من باریس وأصبح أستاذاً عام 1904شهادة الدكتوراة عام 

 من مدینة خاركوف وقام بتدریس الریاضیات في 1914شهادة الدكتوراة الثانیة عام 

  .1941- 1933جامعة مدینة خاركوف عام 
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أهم أعماله كانت في نظریة المعادلات التفاضلیة ونظریة تقریب توابع كثیرات الحدود 

 ونظریة الاحتمالات.

 :George Boole) 1864 -1815بول (جورج  -8
ریاضي انكلیزي مؤسس علم المنطق الریاضي ولد في مدینة لینكولن (في إیرلندا) بعد 

أن أنهى الدراسة وعین مباشرةً مدرساً في مدارس لندن درس بعدها بصورة مستقلة 

الریاضیات العالیة باللغات الأوربیة (اللاتینیة والیونانیة عرفهما وهو في المرحلة 

 الثانویة) .

) لكن عمله الرئیسي هذا 1949اختیر بعدها استاذاً في جامعة كورك في إیرلندا (عام 

لم یثنه عن نشر أعماله في الجمعیة الملكیة العلمیة البریطانیة وبسبب ذلك منح 

 میدالیة هذه الجمعیة .

عمل بول في مجال نظریة الاحتمال والمنطق الریاضي أما أعماله الرئیسیة فكانت في 

وضع أسس علم الجبر المنطق الذي عرف بعدها بجبر بول والذي كان له تطبیقاته 

الهامة في التكنولوجیا وبخاصة في الأبحاث النظریة التي عرفت بعدها باسم نظریة 

 الدارات المنطقیة.

 وكما هو معلوم أیضاً (في نظریة الطبولوجیا العامة) وفراغ بول من تطبیقات كثیرة.

  :Taylor) 1731-1685تایلور (بروك  -9
ریاضي وفیلسوف انكلیزي عضو الجمعیة الملكیة البریطانیة وأمین سرها بحث في 

 نظریة نشر الدوال .

  طریقة نشر الدوال وفق سلسلة قوى صحیحة المعروفة الأن باسمه.1751أوجد عام 

 :Jordan) 1922-1838-جوردان (ادمو ماري كامیلیا 10
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عالم ریاضي فرنسي ولد في مدینة لیون أنهى دراسته في مدرسة البولیتكنیك وعمل 

 فیها .

) وهو عضو في أكادیمیة 1922-1885أصدر مجلة الریاضیات الفرنسیة من عام (

  (في لینینغراد).1885العلوم الروسیة منذ عام 

أهم أعماله في الجبر ونظریة الأعداد ونظریة الدوال والهندسة والطبولوجیا والمعادلات 

 التفاضلیة ،یرتبط باسمه كثیر من النظریات ، وضع مفهوم التغیرات المحدودة للدوال.

 ):1947-1869- جیكالكین (ایفان ایفانوفیتش 11

 1893ریاضي روسي ولد في مدینة منسك وأنهى دراسته في جامعة موسكو عام 

 وعین 1902وحصل على شهادة الدكتوراه في العلوم الریاضیة والفیزیائیة عام 

 هجر الجامعة بسبب الاضطهاد القیصري له وعاد 1911أستاذاً في الجامعة عام 

  وعمل فیها حتى نهایة حیاته.1917إلیها عام 

أسس أول حلقة بحث في الاتحاد السوفیتي للمنطق الریاضي وقاد هذه الحلقة حتى 

 وفاته وشاركه في هذه الحلقة العلماء نوفیكوف ولیابونوف وكالماغورف الشهیرون.

أهم أعماله كانت في مجال المنطق الریاضي ونظریة الدوال ذات المتغیرات 

 الحقیقیة .

) 2ینسب إلیه في مجال المنطق الریاضي بناء جبر المنطق حسب القیاس (

(الأساس الریاضي لبناء الآلات الحاسبة) وكذلك لدیه كثیر من الأعمال في مجال 

 جبر القضایا ونظریة الخوارزمیات.

 ):1131-1048- الخیام (عمر بن ابراهیم 12
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لقب بالخیام لعمله بصناعة الخیامة لم یكن عالماً ریاضیاً فحسب بل كان فیلسوفاً 

 وشاعراً وفلكیاً .

من أعماله في الجبر مقالات في حل معادلات الدرجات الأولى والثانیة والثالثة له 

 مقالة في طرق استخراج الجذر النوني لعدد.

 :Jean le Rond d'Alembert )1783 – 1717- دلامبیر (جان لینارد 13

ریاضي ومیكانیكي وفیلسوف فرنسي عضو في أكادیمیة العلوم الباریسیة منذ عام 

 وعضو في أكادیمیات 1764 وعضو في أكادیمیة العلوم الروسیة منذ عام 1741

 أخرى.

وأظهر منذ طفولته الأولى ذكاءً بارعاً وقوة ملاحظة خارقة حصل على تعلیم عالٍ 

رائع ودرس الحقوق وأصبح محامیاً . لفت نظره علم الطب والعلوم الطبیعیة الأخرى 

 قدم لأكادیمیة العلوم الفرنسیة 1740 وحتى عام 1739فدرسها وعمل فیها منذ عام 

 عملین هامین في حركة الجسم الصلب ودینامیكیة السوائل وحساب التكامل .

 

 

 

 :Descartes, René ) (اسمه اللاتیني كاریتزي)1650-1596- دیكارت (رینیه 14

فیلسوف ریاضي فرنسي وفیزیائي وفیزیولوجي له مؤلفات عدة في الفلسفة نذكر منها 

طریقة قیادة الذكاء ، مناقشة حول المنهجیة ، تحقیقاً حول الفلسفة الأولى ، بدایة 

 الفلسفة وغیرها.



- 474-  
 

إن أبحاث دیكارت الریاضیة مرتبطة جداً بأبحاثه الفلسفیة والفیزیائیة فلقد كتب كتابه 

 وفیه تحدث عن مفهوم المتغیرات والدوال ولقد كان مفهوم 1637الهندسة عام 

المتغیر عند دیكارت مشابهاً لمفهوم الفترة (المجال) متغیرة الطول وذات الاتجاه 

 الثابت.

إن جبر دیكارت یختلف عن جبر العالم بیت في أن جبر الأول یحوي دوماً عنصر 

الفترة الخطیة (المجال الخطي) والعملیات علیها والتي تقود إلى الفترات الخطیة 

 نفسها مرة ثانیة.

هذه المجالات التي تكافئ العملیات علیها محور الأعداد الحقیقیة وعلى شكل آخر 

فإن العدد الحقیقي عند دیكارت ما هو إلا نسبة طول الفترة ما إلى الوحدة ، مثل 

هذا التعریف قاله نیوتن أیضاً وحصل على الأعداد الحقیقیة السالبة بتغیر اتجاه 

 الفترات .

 ولقد برهن دیكارت أیضاً على حل معادلات الدرجة الثالثة في الحالات الخاصة.

وأهم أعماله التحلیلیة كان اختراعه لجملة الاحداثیات المتعامدة (الكاریتذیة نسبة 

لاسمه اللاتیني) كما أنه لاحظ أن درجة معادلة منحن لا تتعلق باختیار الجملة 

 الإحداثیة .

 عاماً 150واعتماداً على اتجاهاته العلمیة الریاضیة تطورت بعده وعلى مدى 

 الهندسة التحلیلیة وعلم الجبر .

من اكتشافاته الأخرى طریقة حساب مساحة السیكلوئید وبناء مماساته درسها 

ومعرفته لخواص الحلزون اللغارتمي وعلاقة عدد رؤوس كثیر وجوه مع عدد 

 أضلاعه .
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 ):1715-1652 رول (میشیل -15

 عمل فیها حتى 1985ریاضي فرنسي عضو أكادیمیة العلوم الباریسیة منذ عام 

 نهایة حیاته.

تعرف باسم رول طرق إیجاد النهایات الحدیة العلیا والدنیا للجذور الحقیقیة لمعادلة 

(معادلات) الجبریة وكذلك طریقة حل المعادلات الخطیة بمجهولین ذات الجذور 

الصحیحة انتقد أبحاث دیكارت ولیبتز بصورة حدسیة مما ساعد لیتنز على براهینه 

 ولفت نظره إلى ضرورة الاعتماد بشكل أكبر على التحلیل الریاضي.

 Riemann, Georg Friedrich )1866-1826- ریمان (جورج فردریك برنار 16

Bernhard: 

 1851ریاضي ألماني دكتور في الریاضیات وأستاذ لها في جامعة برلین منذ عام 

درس على ید علماء شهیرین أمثال أویلر ولیجاندره ودیرخلي ویاكوبي وشتیز 

وتوطدت صداقة حمیمة بینه وبین دیرخلي وظهرت نتائجها في المجال الریاضي  

ودافع عن أطروحة الدكتوراه في موضوع الدوال المركبة ذات المتحول الواحد وقدم 

بعدها بحثین للجامعة أولهما عن إمكان التعبیر عن الدوال بوساطة سلاسل مثلثیة 

  والثاني عن الفرضیات الأساسیة في الهندسة الأولیة .34 –) م 1الریاضیات (

كان موضوع رسالته في الدكتوراة بدایة لتطور الإثبات الهندسي في نظریة الدوال 

والطرق الریاضیة الفیزیائیة وكذلك لعلم الهندسة الحدیثة علم الطبولوجیا ترتبط 

 باسمه تسمیة سطوح ریمان الشهیرة ومنحنیاتها .

 

  :James Joseph Sylvester )1897-1814- سیلفستر (جیمس جوزیف 17
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 عضو في جمعیة الریاضیین 1841ریاضي انكلیزي أستاذ في جامعة لندن منذ عام 

 الملكیین وعضو في أكادمیة العلوم الروسیة في مدینة بطرس بورغ .

 أصبح مدرساً في جامعة بالتیمور في الولایات 1871كان محامیاً أیضاً وفي عام 

 عملاً ریاضیاً أهمها في مجال الجبر ونظریة 180المتحدة الأمیركیة له أكثر من 

 الأعداد ونظریة الاحتمال الكلاسیكیة.

 - الطوسي (شرف الدین من علماء القرن الثالث عشر):18

عاش في دمشق والموصل ینسب إلیه اختراع أحد أنواع الاسطرلاب (جهاز لقیاس 

 الارتفاعات والحسابات الفلكیة) له كتب في الجبر والمقابلة.

 ) :1274 -1201- الطوسي (نصر الدین 19

له مؤلفات في علم المثلثات والجبر والفلك والهندسة له مؤلف اسمه (كتاب الشكل 

 القطاع) استفادت منه أوروبا في حساب المثلثات المستویة والكرویة.

 أول من استخدم الحالات الست للمثلث الكروي القائم الزاویة.

 

 

  :Galileo )1642 -1564- غالیلیو (20

فیزیائي ومیكانیكي وفلكي وریاضي إیطالي . أحد مؤسسي العلوم الطبیعیة الفیزیائیة 

 وشاعر لغوي وناقد . 

 ولد في مدینة بیزا وكان والده موسیقیاً فذاً .
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عاش غالیلیو حتى الحادیة عشرة من عمره في بیزا وبعد ذلك انتقل إلى فلارینمو 

وفي السابعة عشرة من عمره وبتوجیه من والده بدأ یدرس الریاضیات عن طریق 

 في مجال 1610 -1592دراسة اقلیدس وأرخمیدس وغیرهما. عمل ما بین عامي 

 1611الریاضیات والفیزیاء وحصل على تسمیة الفیلسوف والریاضي الأول عام 

وبعدها ذهب إلى روما وأصبح عضواً في أكادیمیة دي لینتسه وفي روما جرت 

المناظرة الریاضیة الفلسفیة المشهورة حول حركة الأرض وتلقى على أثرها عدة 

 تنبیهات من روما وقیادتها الدینیة وطلب منه إیقاف دراساته وعدم نشر نتائجها.

أهم أعماله كانت في الجبر جیث اعتمد علیها بعد ذلك مشاهیر العلماء أمثال 

روفین وآبل في برهان عدم إمكان حل معادلات الدرجة الرابعة بصورة سهلة وفي 

 الحالة العامة.

وضع المفاهیم (بعضها) الأساسیة في مجال علم الجبر ونظریة الزمر والزمر 

الجزئیة والقاسم الطبیعي المشترك الأعظم مما كان له أثر كبیر في تطور نظریة 

 الكم في المیكانیك الكمي.

 

 

  :Karl Friedrich Gauss )1855- 1777- غوص (كارل فریدریك 21

ریاضي وفلكي وفیزیائي ألماني ولد في مدینة براونتشیفیغ ظهرت علیه ملامح الذكاء 

 عن أطروحة الدكتوراه وعین مباشرةً أستاذاً 1799منذ طفولته الأولى دافع عام 

 مساعداً في جامعة عتین .



- 478-  
 

 وهي دراسة 1801بعد ذلك حضر دراسة حول الأبحاث الحسابیة نشرت عام 

تحتوي على نتائج أساسیة وجدیدة في علم الفلك وحصل على تسمیة مدیر المعهد 

 الفلك والمیكانیك على أثرها.

أعماله كثیرة في مجالات الریاضیات وفروعها المختلفة مثل نظریة الأعداد 

 والمیكانیك الكلاسیكي وفي الفیزیاء والكهرباء والمغناطیسیة والجاذبیة.

 Weierstrass, Karl Theodor )1897-1815- فیرشتراس (كارل فیدور 22

Wilhelm: 

ریاضي ألماني ولد في مدینة أوستینیئل لم یحصل على دراسة تخصصیة عالیة 

 وقدم 1841درس الحقوق في بون أعجب بالریاضیات فهجر الحقوق وفي عام 

امتحاناً لیحصل على لقب أستاذ للریاضیات. تابع دراسته الریاضیة ومن الأعمال 

الریاضیة الشهیرة التي تنسب إلیه برهانه على أن الأعداد المركبة تشكل على حقل 

 الأعداد الحقیقیة جبراً تبدیلیاً ذا عنصر حیادي (واحدي) لا یحوي قواسم للصفر.

 ):901-836- قره (ثابت سقره 23

ولد في حران وتوفي في بغداد اشتهر بالریاضیات والفلك واللغات والطب والفلسفة له 

 كتاب في الأعداد المتحابة أي الأعداد التي یكون مجموع عواملها متساویاً .

أوجد حجم الجسم الناتج عن دوران المساحة المحصورة بین القطع المكافئ ومحوره 

 وخط عمودي على هذا المحور.

 :Cantor, Georg )1918-1845- كانتور (جورج 24

ریاضي ألماني مبدع نظریة المجموعات ولد في مدینة بطرس بورغ (لینینغراد حالیاً ) 

. 
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، عمل أستاذاً في جامعة غال بین عامي 1867أنهى دراسته في جامعة برلین عام 

 عمل كانتور في نظریة المجموعات غیر المنتهیة ونظریة الأعداد. 1913 -1872

برهن على توافق جمیع المجموعات الحقیقیة غیر المنتهیة ووضع مفهوم قدرة 

مجموعة وبین علیه مفهوم عدم تكافؤ مجموعتین وبرهن على وجود مجموعات 

تكافؤ بعض مجموعاتها الجزئیة (مجموعات غیر منتهیة) كما أنه أوجد مفهوم نقاط 

 التجمع ونقاط النهایة لمجموعة ما.

 ):1945-1863- كریاوف (الكسندر نیقولا یفیتش 25

ریاضي ومیكانیكي وعالم ملاحة سوفیاتي عضو أكادیمیة العلوم السوفییتیة منذ عام 

1916.  

 وجهه في الریاضیات العالم 1884درس في معهد الملاحة وأنهى دراسته فیه عام 

 الشهیر لیوبانیوف وأبدع في مجال التوجیه الملاحي .

 أنهى دراسته في أكادیمیة العلوم البحریة وعمل في مجالات عدة في 1890في عام 

المیكانیك والریاضیات العسكریة منها والمدنیة واخترع أجهزة عدة في مجال المدفعیة 

وعلم الملاحة والتوجیه الذاتي كما أنه تابع أعمال المیكانیكیین الكلاسیكیین أمثال 

نیوتن وأویلر وأبدع في تلك المجالات أخترع أول آلة حاسبة لإجراء عملیة تكامل 

 معادلة تفاضلیة .

 حاز على جواز الدولة في الاتحاد السوفییتي.

 ):1978-1911- كادیش (موتشیسلاف فاسیلیفیتش 26

 1946ریاضي سوفییتي في مجال المیكانیك عضو أكادیمیة العلوم السوفییتیة منذ عام 

 1961 أصبح عضواً في رئاسة الأكادیمیة ثم نائباً للرئیس وفي عام 1953وفي عام 

 رئیساً للأكادیمیة وحتى نهایة حیاته.
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 وكمل في معهد 1931ولد في مدینة ریغا وأنهى دراسته في جامعة موسكو عام 

الأبحاث السوفییتي وفي أكادیمیة العلوم في مجالات مختلفة منها المیكانیك ونظریة 

الاهتزازات ودینامیك الفضاء ونظریة السوائل الثقیلة وبرهن على نظریة جوكوف في 

مجال الغازات كما وضع حلاً لمسائل أساسیة في التوازن والاستقرار لمسألة دیرخلي 

 وینسب إلیه الدور القیادي في حل مسائل تقریب الدوال ذات المتحولات المركبة .

أعماله كثیرة في مجال الطیران وأبحاث الصواریخ عمل مع زمیله العالم (عالم الفضاء) 

 كریلوف وبنیا معاً مدرسة الفضاء وعلم الصواریخ السوفییتي.

 : Kepler, Johannes )1630-1571- كیبلر (یوهان 27

 أنهى 1588ریاضي وفلكي ألماني ولد في مدینة فبلور ستات في ألمانیا وفي عام 

دراسته الثانویة ودخل الجامعة حیث درس الریاضیات والفلك وأنهى دراسته فیها عام 

 وحصل على شهادة الماجستیر بعد ذلك بعام درس في الجامعة نفسها وأصدر 1593

أول كتاب قیم له بعنوان سر العالم ، كان مناصراً لنظریة كیبرنیكس في الفلك وبسبب 

 اضطهاد المجموعات الدینیة له اضطر إلى هجر الجامعة .

أعماله الكبیرة كانت في مجال الفلك فوضع لذلك جداول كثیرة تحدد مسارات الكواكب 

 جداول الغارتمیة لم 1624بقیت جداوله هذه تستعمل أكثر من قرن كما أنه وضع عام 

تكن مشابهة لجداول العالم نیبر ، ولقد ساعدت جداوله هذه على تبسیط الحسابات في 

مجال الأعداد الطبیعیة والأعداد المكتوبة بالنظام العشري وهو أول من استعمل 

 مصطلح الوسط الحسابي.

عرض كیبلر نظریة النظام الشمسي بدقة وتنبأ بحدوث الحوادث الفلكیة الشهیرة من 

 كسوف وخسوف بشكل دقیق .

 ):1903- كالموغورف الكسندر نیقولا یفیتش (28
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 1939عالم روسي ریاضي من الطراز الأول عضو أكادیمیة العلوم السوفییتیة منذ 

وعضو في أكادیمیات العلوم الأمریكیة والفرنسیة والانكلیزیة الإیطالیة والألمانیة وغیرها 

. 

 حصل على درجة أستاذ 1930 وفي عام 1925أنهى دراسته في جامعة موسكو عام 

في مجال نظریة الدوال ذات المتحولات الحقیقیة له نظریات كثیرة في مجال السلاسل 

المثلثیة ونظریة القیاس والمفهوم العام للتكامل والنظریة العامة للعملیات على 

 حصل على النتائج هامة في تمثیل التوابع كثیرة 1956المجموعات وفي عام 

المتحولات بوساطة توابع ذات عدد أقل من المتحولات وبخاصة برهن على إمكان 

 تمثیل التوابع ذات أربعة متحولات وأكثر بلالة توابع ذات ثلاثة متحولات.

 برهن تلمیذه العالم أراوند على مسألة العالم غلبرت الثالثة عشرة ودحض 1957عام 

 إمكان تمثیل تابع ذي ثلاثة متحولات بتوابع ذات متحولین.

برهن بعدها كالماغورف على إمكان تمثیل تابع المتحولین بوساطة توابع المتحول 

 الواحد .

عمل في كل مجالات الریاضیات وأبدع في كل منها عدا الریاضیات الحسابیة فلم ترق 

له ، أكثر أعماله كان في مجال نظریة الاحتمال والتحلیل التابعي والمنطق الریاضي 

 ویعد مؤسس علم الاحتمال الحدیث في العالم.

أسس مدرسة ریاضیة حدیثة في الاتحاد السوفییتي وعادها إلى نجاحات مذهلة من بین 

 تلامیذه علماء مشهورین نذكر منهام مالتسیف غیدینكا ونیكولسكي وأولیانوف.

 

  :Cauchy, Augustin Louis) 1857 -1789- كوشي (اغوستین لویس 29



- 482-  
 

 وعضو في أكادیمیة 1816ریاضي فرنسي عضواً أكادیمیة العلوم الفرنسیة منذ عام 

 .1831العلوم الروسیة منذ عام 

 عمل 1807أنهى دراسته الأولى في مدرسة البولیتكینیك (أعلى المدارس الفرنسیة) عام 

مهندساً مدنیاً لفترة ما أهم أعماله كانت في مجال السلاسل والتحلیل الریاضي. له 

مؤلفات كثیرة في مجالات الریاضیات المختلفة وبخاصةً في مجال التحلیل الریاضي 

والتوابع التحلیلیة المركبة أهم نتائجه كانت في تمثیل لعدد المركب في المستوى بنقطة 

 مما ساعد على حساب التكاملات العقدیة والحقیقیة المعقدة.

 یصعب اختصار مجمل أعماله في هذه النبذة التاریخیة.

 :Al-Kindi) 867 -801- الكندي (أبو یوسف یعقوب بن الصباح 30

ولد وتوفي في بغداد أشهر فلاسفة العرب والمسلمین له فضل في الریاضیات والفلك من 

مشاهیر أقواله إنك لا تنال الفلسفة إلا بالریاضیات له كتب في الحساب والهندسة 

 والفیزیاء والفلك.

 

 :Joseph Louis Lagrange )1813 -1736- لاغرانج (جوزیف لویس 31

 و 1759ریاضي ومیكانیكي فرنسي عضو أكادیمیة العلوم الفرنسیة والألمانیة منذ عام 

 ولد في إیطالیا 1776 على الترتیب وعضو في أكادیمیة العلوم الروسیة عام 1772

حصل على دراسته العلیا في مدرسة المدفعیة في مدینة تورین ودرس الریاضیات فیها 

 قبل أن ینهي دراسته .

 أسس جمعیة الریاضیین في توربن 1703بدأ أعماله في مجال التحلیل الریاضي عام 

 وحولها إلى أكادیمیة ونشر فیها كل أعماله هو وتلامیذه على مدى عدة عقود.
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لفتت نظره نظریة انتشار الصوت وكتب مذكرات عن ذلك وحدد بشكل دقیق تفسیر هذه 

 النظریة.

 

 

 :Lobachevsky )1856 -1792- لوباتشوفسكي (نیقولاي ایفانوفیتس 32

ریاضي روسي مبدع نظریة الهندسة غیر التقلیدیة ولد في مدینة غوركي (حالیاً ) دخل 

 وحصل على 1807 سنة ودخل الجامعة عام 12المدرسة الثانویة في مدینة قازان وعمره 

 ورشح مباشرةً للحصول على درجة أستاذ في الجامعة نفسها ووضع 1811الماجستیر عام 

كتابه (حول العرض المختصر لبدایة علم الهندسة) وفیه عرض موضوع بدایة علم 

الهندسة وولد عندها الهندسة اللاقلیدیة هندسة لوباتشوفسكي وبرهن على صحة أفكارها 

 علماء الریاضیات بعد مرور عشرات السنین ساعدت أفكاره هذه على ولادة علوم جدیدة.

 

 

 :McLaurin)1746 -1698- ماكلورین (كالین 33

 كان طالباً 1719ریاضي اسكتلندي أستاذ وعضو في الجمعیة الملكیة الریاضیة منذ عام 

 سنة وفي سن العشرین أصبح رئیساً لقسم الریاضیات في 12لنیوتن دخل الجامعة وعمره 

جامعة أربیر عمل بتوجیه من نیوتن وحصل على نتائج باهرة في دراسة السلاسل ذات 

القوى الصحیحة ووضع طریقة لنشر التوابع بوساطة سلاسل القوى الصحیحة كما أنه 

 وضع معیاراً لدراسة تقارب السلاسل العددیة بوساطة التكامل.

 :Hamilton) 1865 -1805- هاملتون (34
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 میكانیكي ایرلندي عضو أكادیمیة العلوم الایرلندیة وأكادیمیة بطرس بورغ.

ولد في مدینة دوبلن استطاع القراءة وعمره ثلاث سنوات وعلم بشكل مقبول الحساب 

والجغرافیا وفي عامه العاشر درس اللغات وفي عامه الثاني عشر عرف اثنتي عشر لغة 

ودرس كتاب بدایة الهندسة لإقلیدس باللاتینیة ودرس نیوتن ولابلاس في عامه السابع عشر 

، وأصبح أستاذاً في الفلك في جامعة دوبلن وعمره لم یتجاوز الثانیة والعشرین ثم عین 

 مدیراً لهذه الجامعة .

 أهم أعماله كانت في مجال المیكانیك والمعادلات التفاضلیة .

فتح أبواباً جدیدة في مجال التحلیل التابعي حیث معروف لدى الجمیع الدور الهام المؤثر 

 هاملتون.

 

 

 

 :Kudriavtsev )1938باریسوفیتش ( فالیري . فتسیف -كودیریا35

 تتلمذ على ید العالم الروسي السوفیتي الشهیر ا 1938عالم روسي ( سوفییتي ) ولد عام 

 ) الذي كان بدوره تلمیذ العالم الروسي یا بلونسكي ( 2005 – 1930.ب. لوبانوف ( 

1925 _ 2004.(  

 حصل على شهادة الماستر في الریاضیات والفیزیاء من جامعة موسكو 1964في عام 

 1982عام  ،)PH . D (     كاندیدات  حصل على شهادة 1972 )، MGOالحكومیة ( 

حصل على شهادة دكتوراه في العلوم في اختصاص ریاضیات وفیزیاء ثم عین أستاذاً 
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( بروفیسور ) في كلیة الریاضیات والمیكانیك جامعة موسكو الحكومیة. عند  افتتاح مخبر 

 الریاضي عین رئیساً لهذا المخبر. المسائل النظریة للسیبرنیتك

) تم انتخابه رئیساً  لهذا القسم 1991عند أحداث قسم النظریة الریاضیة للأنظمة الذكیة (

 وحتى تاریخه .

 الدولي المجلس ورئیس الذكیة الأنظمة مجلة تحریر رئیس ، ◌ً  حالیا فتسیف كودیریا

 مجالات المتقطعة، الریاضیات مجلة في رئیس ومحرر موسكو، جامعة في الذكیة للأنظمة

  :عمله

 تحلیل نظریة  _ الأشكال على التعرف نظریة – الأتوماتیك نظریة _ المتقطعة الریاضیات

 انتخب المعلومات معالجة _ الغائم والمنطق الغائمة المجموعات نظریة _ النظم وتركیب

 .كندا أوتوا في الأتوماتیك الدولي للمؤتمر ◌ً  رئیسا 2003 عام

 الولایات في مسجلة اختراع براءة 40و كتاباً  30 بینهم علمیاً  عملاً  150 من أكثر له

 .أوروبیة الدول من وغیرها وإنكلترا والیابان الامیركیة المتحدة

 .الشایب معروف عازار . د . أ الكتاب هذا مؤلف بینهم دكتوراه طالب 120 یده على درس
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