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 انًدخم انى َظرٌت الاحتًالاث

Introduction To Probability Theory 

ذؼرثش َظشٚح الاحرًال ػهًاً لائًاً تزاذّ يٍ تٍٛ انؼهٕو انًؼاصشج ، ٔنّ ذطثٛماخ ٔاعؼح فٙ شرٗ يخرهف 

انؼهٕو يصم َظشٚاخ انًٕسشاخ ٔانصثغٛاخ فٙ انكائُاخ انحٛح َٔظشٚح الأخطاء َٔظشٚح انحشٔب ٔذطثٛماخ 

 ٔغٛشْا.ٔ الاسصاد انعٕٚح ٔالإحصاء انغكاَٙ   الإنكرشَٔٛحالأنؼاب 

فٛشيا انؼانى ( Blaise Pascal 3261-3226ٔيٍ أْى يٍ اعظ نٓزا انؼهى انؼانى تاعكال ) ٔنؼم

(Pierre de Fermat   3263-3221) ٔ  ٙتشَٕنه(Pernoulli 3216-3361 ٗحٛس كاٌ الاْرًاو  ػه )

ٔانطشائك نؼهى  ( ٔيُٓا تذأ تُاء انًفاْٛى Insuranceانغانة تأنؼاب انحع ٔيشاكم انمًاس نٛرثؼٓا يغائم انرأيٍٛ )

 الاحرًالاخ ٔأخز ٚرطٕس حرٗ ػصشَا انحاظش.

 (Essential Concepts of Probability) يفاهٍى اساسٍت فً َظرٌت الاحتًالاث

 تعارٌف :

ارا كُا : ْٙ كم ػًهٛح َحصم يُٓا ػهٗ يشاْذج )يلاحظح( أٔ لٛاط . َٔمٕل ػُٓا ئَٓا ذعشتح ػشٕائٛح،  انتجربت

 تُرٛعرٓا تذلح ، يصم : غٛش لادسٍٚ ػهٗ انرُثإ

 لٛاط كًٛح الايطاس انرٙ ذٓطم اعثٕػٛاً . - 

 لٛاط كًٛح انًٛاِ انًغرٓهكح شٓشٚاً فٙ حٙ يؼٍٛ. - 

 نفرشج صيُٛح يؼُٛح. ذشغٛثٓالٛاط يمأيح ػُٛاخ تٛرَٕٛح تؼذ  -

يعًٕػح يٍ انُرائط َمثم ػادج أَّ نكم ذعشتح  ( .Trialٔارا لًُا تانرعشتح نًشج ٔاحذج ، فُمٕل اَُا اياو يحأنح )

 انًًكُح انرٙ ذحذدْا غثٛؼح انذساعح انرٙ ذغرٓذفٓا انرعشتح.

: )الأٔنٙ( : ْٕ كم يعًٕػح ٔحٛذج انؼُصش، ٔػُصشْا ْزا ْٕ Primary Event) انحدث الابتدائً -

 احذٖ َرائط انرعشتح.

( : ْٕ يعًٕػح انُرائط انًًكُح   Sample Space ) أٔ فعاء انؼُٛح فضاء الاحداث الابتدائٍت -

 .حدث. ٔكم يعًٕػح ظضئٛح يٍ ْزا انفعاء ذغًٗ ظًٛؼٓا نرعشتح يؼُٛح َٔشيض نٓا تـ  

 كم حذز اترذائٙ ْٕ حذز ػشٕائٙ اراً :

  ٙانحذز الأكٛذ ْٕ حذز ػشٕائ 

 حذز ػشٕائٙ انحذز انًغرحٛم ْٕ 

 : انعًهٍاث عهى الاحداث

 ْٕ انحذز انز٘ ٚمغ ئرا ٔلغ أحذًْا، أٔ كلاًْا. BAَٔشيض نّ تـ    A  ٔB اتحاد حدثٍٍ -

 ْٕ انحذز انز٘ ٚمغ ئرا ٔلغ انحذشاٌ يؼاً. BAَٔشيض نّ تـ    A  ٔB تقاطع حدثٍٍ -
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BAَٔشيض نّ تـ    A  ٔB انفرق بٍٍ حدثٍٍ - (  ْٕ انحذز انز٘ ٚمغ ئرا ٔلغ انحذزBA)أٔ  \

A  ٔنى   ٚمغB . 

آًَا يرُافٛاٌ ، ارا كاٌ يٍ انًغرحٛم أٌ ٚمؼا فٙ آٌ  A  ٔB: َمٕل ػٍ انحذشٍٛ  انحدثاٌ انًتُافٍاٌ  -

 ، يا ٚؼُٙ أٌ ٔلٕع احذًْا ُٚفٙ ايكاَٛح ٔلٕع اٜخش . BAيؼاً ، أ٘ : 

  Aَٔشيض نّ تـ   .Aذُرًٙ انٗ  انرٙ لا ْٕ انحذز انز٘ ٚحٕ٘ ظًٛغ أحذاز  A يتًى انحدث -

 . AA     ٔAAٔيٍ انٕاظح ػُذئز أٌ 

 : نلاحتًالانتعرٌف انتقهٍدي 

نرعشتح يا ٚرأنف يٍ ػذد يُرّ يٍ الأحذاز الاترذائٛح )انُرائط( ، ٔكاٌ نلأحذاز الاترذائٛح  ئرا كاٌ فعاء انؼُٛح 

)يرؼهك تٓزِ انرعشتح( ْٕ َغثح ػذد انُرائط انًٕاذٛح  A حذز فشصاً يرغأٚح فٙ انٕلٕع ، فاٌ احرًال ٔلٕع 

 نهُرائط انًًكُح ظًٛؼٓا أ٘ : nنٓزا انعذز ئنٗ انؼذد انكهٙ  m)انًٕافمح( 
n

m
AP )( 

 : فٙ ذعشٚح انماء حعش٘ انُشد تشكم ػشٕائٙ ٚكٌٕ نذُٚا فعاء انؼُٛح : يثال

 })6,6...(,)2,6(,)1,6(....,...,)2,2(,)1,2(,....,)4,1(,)3,1(,)2,1(,)1,1{( 

 A})3,1(,)2,2(,)1,3({ أ٘ : 4انحذز انذال ػهٗ أٌ يعًٕع انٕظٍٓٛ  Aٔنٛكٍ 

 B})5,1(,)4,2(,)3,3(,)1,5(,)2,4({ أ٘:   6انحذز انذال ػهٗ أٌ يعًٕع انٕظٍٓٛ  Bٔنٛكٍ 

 C})6,1,()1,6(,)5,2(,)2,5(,)4,3(,)3,4{(أ٘:   7انحذز انذال ػهٗ أٌ يعًٕع انٕظٍٓٛ  Cٔنٛكٍ 

ْٕ     Aٔٚكٌٕ احرًال ٔلٕع انحذز 
36

3
)( AP 

ْٕ     Bٔٚكٌٕ احرًال ٔلٕع انحذز 
36

5
)( BP 

ْٕ     Cٔٚكٌٕ احرًال ٔلٕع انحذز 
36

6
)( CP 

نحذز تأَّ حاصم لغًح ػذد يشاخ ٔلٕع انحذز ػهٗ ػذد انًشاخ انرٙ كشسخ فٛٓا  انتردد انُسبًٚؼشف 

 انرعشتح )ػذد انًحألاخ( ، 

اٌ اعرخذاو انرؼشٚف انرمهٛذ٘ نلاحرًال ٚشرشغ أٌ ٚكٌٕ فعاء الأحذاز الاترذائٛح يعًٕػح يُرٓٛح ، ٔأٌ 

ٚؼعض ػٍ دساعح انرعاسب ػُذيا لا ٚرحمك ف ٚكٌٕ نُرائط انرعشتح انفشص َفغٓا فٙ انٕلٕع، ٔنزنك فاٌ ْزا انرؼشٚ

 أحذ ْزٍٚ انششغٍٛ ػهٗ الألم.

 نلأحتًال  انًعاصرانتعرٌف 

 تعرٌف )انجبر انتاو( :

 ارا ذحممد انششٔغ انرانٛح: ػهٗ  جبرآَا  ℒػٍ  ، فُمٕل يٍ فعاء أعشج يعًٕػاخ ظضئٛح  ℒئرا كاَد 
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  ℒ      ٔℒأ (     

  ℒA،   فاٌ     ℒAب ( ئرا كاٌ  

ℒBA         ظـ ( ئرا كاٌ   .ℒBA       ٔℒBA،   فاٌ     ,

 ئرا ذحمك اٚعاً انششغ : جبراً تاياً  ℒٔٚكٌٕ 

nA  ℒ    ,   



n

n

Akn
1

)...,,...,2,1(   ℒ   ,   



n

n

A
1

  ℒ  

 موضوعات الاحتمال 

تابعاً حقيقياً معرفاً   Pوليكن   جبراً تاماً على   ℒعاء الاحذاز الاترذائٛح نرعشتح ػشٕائٛح ، ٔ ف ليكن 

 اذا تحققت الموضوعات الآتية : Aاحتمال وقوع الحدث  AP)(تابع احتمال و   P.  نسمي  ℒعلى  

3  )0)( AP   ٔرنك أٚاً كاٌ انحذزA  منℒ. 

6 ) 1)( P   حٛس . انحذز الأكٛذ 

,,...,,..د انًررانٛح انًُرٓٛح أٔ غٛش انًُرٓٛح يٍ انحٕادز انًرُافٛح أٚاً كاَ  ( 1 21 kAAA   منℒ  ،ٌفا : 

.....)(.....)()(..)...( 2121  kk APAPAPAAAP  

P ℒ   , )  ٔػُذئز َمٕل ػٍ انصلاشٛح  ئَٓا فعاء احرًانٙ .( , 

 ُٚرط يٍ انًٕظٕػاخ انغاتمح انخٕاص اٜذٛح :

)\()()(فاٌ    BA( ئرا كاٌ  3 APBPABP  

)\(فٙ انحمٛمح نذُٚا :   انبرهاٌ ABA      ٔ)\( ABAB    ٚكٌٕ :  1فثحغة انًٕظٕػح 

)\()()( ABPAPBP    ٔيُّ ُٚرط)()()\( APBPABP  . 

)()(فاٌ      BAئرا كاٌ  (  6 BPAP  . 

1 )       1)(0  AP   ٚاً كاٌ انحذزأٔرنكA. 

4  ) )(1)( APAP   . 

1  ) 0)( P     ٔ1)( P    ٌ(1)(]لأ(  PP ] 

BA انحذشاٌ  كاٌ  أٚاً  (   2    :فاٌ  ,

   )()()()( BAPBPAPBAP   

)\)((  : لأٌ ] BABABA  ] 
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BAٔفٙ حال كاٌ    )()()(يرُافٛاٌ ، ٚكٌٕ  , BPAPBAP    ٍ1انًٕظٕػح ْٔٙ حانح خاصح ي 

 الاحتًال انشرطً وانحوادث انًستقهت

P ℒ   , )  نٛكٍ  :  تعرٌف BA( فعاءً احرًانٛاً  ٔ ,  )(0، حذشٍٛ ، ٔنُفرشض أٌ   , BP . 

 :   لذ ٔلغ تـ Bػهًاً أٌ   Aٕلٕع حذزانششغٙ ن ٚؼشف الاحرًال

)(

)(
)|(

BP

BAP
BAP


 

 :  لذ ٔلغ تـ Aػهًاً أٌ   Bٚؼشف الاحرًال انششغٙ نـ   ٔتشكم يشاتّ  

)(

)(
)|(

AP

ABP
ABP


 

 : ػُذئزٔٚكٌٕ نذُٚا 

)|().()|().()( BAPBPABPAPBAP  

 :تعرٌف 

BAَمٕل ػٍ حذشٍٛ   )()(.)(ارا كاٌ :  قلاٌتيسآًَا  , BPAPBAP     ًَّٔٚكٍ أٌ َغرُرط تغٕٓنح أ

BA   ئرا كاٌ  BAمهٍٛ فاٌ   ريغ ,  ملاٌ أٚعاً.ريغ ,

)(0ٔػُذئز ٔتفشض :  AP    ٔ0)( BP  ٌفا: 

)()|( APBAP      ٔ)()|( BPABP  

 يثال :

. َغحة يُّ ػهٗ انرٕانٙ شلاز صفشاء يُٓا  1تٛعاء ٔ 4يُٓا حًشاء ٔ  3، كشج  66ٚحٕ٘ صُذٔق ػهٗ  

 كشاخ .

 ٔانصانصح صفشاء؟ فٙ كم يٍ انحانرٍٛ:يا احرًال أٌ ذكٌٕ الأٔنٗ حًشاء ٔانصاَٛح تٛعاء 

 انغحة يغ الإػادج . – 3

 انغحة تذٌٔ اػادج . – 6

 : انحم

 تـ :الاحذاز فٙ ْزِ انحانح يغرمهح ، فارا سيضَا  – 3

 A .نهحذز انذال ػهٗ أٌ انكشج انًغحٕتح حًشاء 

 B .نهحذز انذال ػهٗ أٌ انكشج انًغحٕتح تٛعاء 

 C .نهحذز انذال ػهٗ أٌ انكشج انًغحٕتح صفشاء 
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 فاٌ : 

035.0
20

5
.

20

8
.

20

7
)(.)().()(  CPBPAPCBAP  

 :انحٕادز ُْا يشذثطح ٔالاحرًال انًطهٕب فٙ ْزِ انحانح  – 6

04.0
18

5
.

19

8
.

20

7
)(.)().()(  ABCPABPAPCBAP  

 

 الاحتًال انكهً ودستور باٌز

 ( : الاحتًال انكهً) يبرهُت

  ٔnAAAحذشاً يٍ  Eنٛكٍ  ,...,,  :ػُذئز  –اَظش انشكم  -  حٕادز يرُافٛح ذشكم ذعضئح نـ  21

 

 

 

 

 

)(....)()( 21 nAEAEAEE  

 :  ٔالاعرفادج يٍ دعرٕس الاحرًال انششغٙ َعذ ػهٗ انطشفٍٛ P ٔترطثٛك ذاتغ الاحرًال  ،تانرانٙ





n

k

kk AEPAPEP
1

)|(.)()( 

 . صٍغت الاحتًال انكهًٔانرٙ ذذػٗ 

 :يثال

123انعذساٌ يغثمح انصُغ ٚحرٕ٘ ػهٗ شلاز خطٕغ اَراض  لإَراضيؼًم   ,, III   مساهمة كل منها في الانتاج

 الكلي هي :

1I       يٍ اَراظٓا ظذساٌ يؼٛثح .    3%يٍ انعذساٌ   حٛس   50%    ذُرط 

2I       يٍ اَراظٓا ظذساٌ يؼٛثح .    4%يٍ انعذساٌ   حٛس   30%    ذُرط 

3I       يٍ اَراظٓا ظذساٌ يؼٛثح .    5%يٍ انعذساٌ   حٛس   20%    ذُرط 

 ؟اٌٜ اخرشَا ٔتشكم ػشٕائٙ ظذاساً يٍ اَراض ْزا انًؼًم ، فًا احرًال أٌ ٚكٌٕ يؼٛثاً 

Ω
 

A1

 A2

 

A3

 Ak
 

E 
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 : انحم

نهحذز انذال  Dٔتـ  kI    (3,2,1k   )أٌ انعذاس يٍ اَراض انخػ  نهحذز انذال ػهٗ   kHَشيض تـ  

)()()(  يؼٛة . نذُٚا :انًخراس  ػهٗ أٌ انعذاس 321 HDHDHDD    ٔتاعرخذاو صٛغح

 الاحرًال انكهٙ :

)]()()[()( 321 HDHDHDPDP  

)(,)(,)( :ٔتًا أٌ الأحذاز    321 HDHDHD   اراً  يصُٗ يصُٗ   يرُافٛح: 

)()()()( 321 HDPHDPHDPDP   

)|().()|().()|().()( 332211 HDPHPHDPHPHDPHPDP  

037.0)05.0)(20.0()04.0)(30.0()03.0)(50.0()( DP 

  ( Bayes Formulaيبرهُت ) صٍغت باٌز        

nAAAارا شكهد الأحذاز  ,...,,  ، فؼُذئز :  حذشاً يٍ  Eٔكاٌ   ذعضئح نهفعاء الاحرًانٙ  21

)|(.)(.)( kkk AEPAPEAP  

   ٔيُّ :  
)(

)|().(

)(

)(
)|(

EP

AEPAP

EP

EAP
EAP kkk

k 


 

ٔتانرانٙ :
 

   
)|(.)(

)|().(
)|(

1

k

n

kk
k

AEPAP

AEPAP
EAP









 

 أٔظذ احرًال أٌ ٚكٌٕ يٍ اَرُاض انخػ انصاَٙ .فٙ انًصال انغاتك اخرشَا ظذاساً ، فٕظذَاِ يؼٛثاً   : يصال

        انحم : 

)|(.)(

)|().(
)|(

1

22
2




 HDPHP

HDPHP
DHP

n






 

      325.0
37

13

)05.0).(20.0()04.0).(30.0()03.0).(50.0(

)04.0).(30.0(
)|( 2 


DHP 

 

  انتحهٍم انتوافقً

 سٍت نهعد :انقاعدة الاسا

  2nٔذهرٓا )أٔ ٔاكثرٓا(  ػًهٛح شاَٛح ًٚكٍ اظشاؤْا تـ  ، غشٚمح يخرهفح   1nئرا أيكٍ اظشاء ػًهٛح تـ  

غشٚمح   rn......، ......  ،  ٔذهد انؼًهٛاخ انغاتمح )أٔ ٔاكثرٓا(   ػًهٛح ًٚكٍ اظشاؤْا تـ    ،غشٚمح يخرهفح  
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rnnnn، فاٌ ػذد انطشائك انًًكُح لاظشاء ْزِ انؼًهٛاخ تٓزا انرشذٛة ْٕ حاصم انعذاء  يخرهفح ....... 321 

 غشٚمح يخرهفح.

 :  يثال

ٔاظٓح شمح نٓا َافزج ٔتاب سئٛغٙ ٔيٓٛأج نهرهثٛظ تانحعش ، فارا كُا أياو استؼح ًَارض نهُافزج ٔشلاشح نهثاب 

 . كى ػذد انرصايٛى انًًكُح انًخرهفح نهٕاظٓح . ٔخٛاسٍٚ نهحعش 

24234  :      انحم   غشٚمح يخرهفح  . 

 :  تعارٌف

nrػذد اً غثٛؼٛاً غٛش يؼذٔو  rٔنٛكٍ  nيعًٕػح يا ػذد ػُاصشْا   Eنركٍ   . 

),....,,(َغًٙ كم ػُصش  -  21 rbbb    ٙيٍ انعذاء انذٚكاسذ
rE  ػُٛح يشذثح راخr  ٍػُصش ي

E ْٕ ئٌ ػذد ْزِ انؼُاصش انًشذثح .
rn . 

. ئرا سيضَا انٗ   Eػُصشاً يٍ  rنـ   ترتٍباً  Eػُصشاً يخرهفاً يٍ  rَغًٙ كم ػُٛح يشذثح راخ  - 

),(  ػذد ْزِ انرشاذٛة تـ   rnP  ٔأ
r

nA  : فهذُٚا 

)1)....(2)(1(),(  rnnnnArnP r

n 

rnٔفٙ انحانح انخاصح يٍ أظم      فاَُا َغًٙ كم ذشذٛة تـn  ،  ًنهًعًٕػح  تبدٌلاً ػُصشاE  ئرا .

 ٚكٌٕ نذُٚا :    nPسيضَا نؼذد ْزِ انرثادٚم تـ  

!12......)2()1(),( nnnnAnnPP n

nn  

  :  ْٔكزا َعذ أٌ
)!(

!
),(

rn

n
rnPAr

n


. 

.  فارا سيضَا نؼذد انرٕافٛك Eيٍ  ػُصشاً  rتـ   توفٍقاً ػُصشاً   rراخ  Eيٍ  كم يعًٕػح ظضئٛح  َغًٙ

),(  تـ   rnC  ٔأ
r

nC      : فهذُٚا!.rCA r

n

r

n    :  ُّٔي ، 

)!(.!

!
),(

rnr

n
CrnC r

n


 

 يثال :

كشج تٛعاء . عحثُا ػشٕائٛاً كشذٍٛ يٍ ْزا انصُذٔق ٚحٕ٘ صُذٔق ػهٗ ػشش كشاخ حًشاء ٔػششٍٚ   

 ٔاحذج تؼذ الأخشٖ . أٔظذ احرًال أٌ ذكٌٕ انكشذاٌ نًَٕٓا أتٛط فٙ كلا انحانرٍٛ :

a - . ارا كاٌ انغحة تذٌٔ اػادج 

b - .ارا كاٌ انغحة يغ الاػادج 

 :  انحم
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 نُؼشف انحٕادز اٜذٛح :

 A}}انكشج الأٔنٗ نَٕٓا أتٛط

 B}نَٕٓا أتٛط انصاَٛح}انكشج 

 BA}ا أتٛطًنَٕٓ ذاٌ}انكش

)(اٌ انًطهٕب ْٕ ئٚعاد  BAP : ٍٛٔعٕف َٕظذ ْزا الاحرًال تطشٚمرٍٛ يخرهفر . 

 غشٚمح لاػذج انعشب  –أ 

  a – : انغحة تذٌٔ اػادج 

29

19
)|( ABP   ٔ    

30

20
)( AP   

 :ٚكٌٕتانرانٙ ٔ

4368.0
29

19

30

20
)|()()(  ABPAPBAP  

  b – : انغحة يغ الاػادج 

30

20
)|( ABP   ٔ    

30

20
)( AP 

 :   فأٌتانرانٙ 

4444.0
30

20

30

20
)|()()(  ABPAPBAP  

 انرثادٚمغشٚمح   –ب 

 Sn)(=   16ػذد انطشق نغحة كشذٍٛ يٍ 

)(=   66ػذد انطشق نغحة كشذٍٛ تٛعأٍٚ يٍ  BAn  

ٔٚكٌٕ الاحرًال انًطهٕب :  
)(

)(
)(

Sn

BAn
BAP


  

  a – : انغحة تذٌٔ اػادج 

2930)2,30()(  PSn 

1920)2,20()(  PBAn  

4368.0
2930

1920

)(

)(
)( 






Sn

BAn
BAP
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  b - : انغحة يغ الاػادج 

3030)( Sn 

2020)( BAn  

4444.0
3030

2020

)(

)(
)( 






Sn

BAn
BAP


   

 : يثال

انصُذٔق ْزا كشاخ يٍ  4كشج تٛعاء . اخرشَا ٔتشكم ػشٕائٙ  66كشاخ حًشاء ٔ 36ٚحرٕ٘ صُذٔق ػهٗ  

 ٔٔاحذج تٛعاء.دٌٔ يشاػاج انرشذٛة . أٔظذ احرًال انحصٕل ػهٗ شلاز كشاخ حًشاء 

 : انحم

 ػهٗ أَّ انحصٕل ػهٗ شلاز كشاخ حًشاء ٔكشج ٔاحذج تٛعاء  Aنُؼشف انحذز 

 Sn)(=  كشج        16 يٍ كشاخ 4ػذد انطشق لاخرٛاس 

 An)(كشاخ حًشاء ٔكشج ٔاحذج تٛعاء   1ػذد انطشق لاخرٛاس 

   ٔٚكٌٕ الاحرًال انًطهٕب : 
)(

)(
)(

Sn

An
AP   

       حٛس :  
4

30)( CSn             ٔ          
1

20

3

10 .)( CCAn  

 ٔٚكٌٕ الاحرًال انًطهٕب :

    088.0
.

)(

)(
)(

4

30

1

20

3

10 
C

CC

Sn

An
AP 

 : يثال

 ( ٔانًطهٕب حغاب الاحرًالاخ انرانٛح:16َغحة خًظ أٔساق يٍ ٔسق انهؼة )ػذد الأٔساق  

 a – .انحذز أٌ ذكٌٕ الأٔساق انخًظ يٍ َٕع ٔاحذ(A)   

 b –  انحذز . 4أٌ ذكٌٕ شلاز يُٓا صٕس ٔاشُراٌ ذحًم كم يًُٓا انشلى(B) 

c – .انحذز )اشُراٌ يٍ َٕع ٔاشُراٌ يٍ َٕع آخش ٔانخايغح يٍ َٕع شانس(C ) 

d –  انحذز   2ٔسلح ٔاحذج ػهٗ الألم ذحًم انشلى(D) 

 : انحم

 ٔسلح ْٙ : 16انرٙ ًٚكٍ أٌ َغحة تٓا خًظ أٔساق يٍ أصم  (انكهٛحانًًكُح )ئٌ ػذد انحالاخ 

25989605

52 C  
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a – :ْٙ )ئٌ ػذد انحالاخ انًٕاذٛح )انًٕافمح 

5148.4 5

13 C 

 ٔػهّٛ فاٌ الاحرًال انًٕافك :

00198.0
.4

)(
5

52

5

13 
C

C
AP 

b -  :ْٙ )ئٌ ػذد انحالاخ انًٕاذٛح )انًٕافمح 

2

4

3

12 .CC 

 ٔػهّٛ فاٌ الاحرًال انًٕافك :      

0005.0
.

)(
5

52

2

4

3

12 
C

CC
BP 

c -  :ْٙ )ئٌ ػذد انحالاخ انًٕاذٛح )انًٕافمح 

1

13

2

13

2

13

3

4 ... CCCC      حٛس(
3

4C  لاخرٛاس شلاشح أٔاع يٍ استؼح(ػذد انطشق 

 ٔػهّٛ فاٌ الاحرًال انًٕافك :

1217.0
...

)(
5

52

1

13

2

13

2

13

3

4 
C

CCCC
CP  

d -   نحغاب احرًال ٔلٕع انحذزD    عُُطهك يٍ حغاب)(DP   حٛسD   انحذز انذال ػهٗ عحة ْٕ

 . فٛكٌٕ : 2خًغح أٔساق لا ٚحًم أ٘ يُٓا انشلى 

341.01)(1)(
5

52

5

48 
C

C
DPDP 
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 تًارٌٍ انًحاضرة الأونى

 

 ذمزف خًظ لطغ يٍ انُمٕد تٕلد ٔاحذ .   - 3

)انعٕاب :           :"ظٕٓس شؼاس ٔاحذ ػهٗ الألم".  Aأٔظذ احرًال ٔلٕع انحذز      
32

31
 ) 

) انعٕاب :           " ؟4نماء حعش انُشد يإْ احرًال ظٕٓس : "سلى فشد٘ أٔ سلى ألم يٍ ‘فٙ ذعشتح  - 2
3

2
 ) 

 

كشذٍٛ تشكم ٚحٕ٘ صُذٔق ػشش كشاخ شلاز يُٓا حًشاء ٔانثالٙ تٛعاء . عحثُا يٍ ْزا انصُذٔق  - 3

 ػشٕائٙ . أٔظذ احرًال أٌ ذكٌٕ كم يٍ ْاذٍٛ انكشذٍٛ انًغحٕترٍٛ تٛعاء.

 : أَظش فٙ انحانرٍٛ : يلاحظت

a  - ( 49.0)انعٕاب :        انصاَٛح( انغحة يغ الاػادج )أ٘ َؼٛذ انكشج الأٔنٗ انٗ انصُذٔق لثم ععة 

b  - )ٗ( 47.0)انعٕاب :         انغحة تذٌٔ اػادج )أ٘ عحة انكشج انصاَٛح تذٌٔ أٌ َؼٛذ  الأٔن 

 

لاػثاً. لاػة يٍ انغثؼح لاػثٍٛ عُٛرخة كاترٍ نهفشٚك ٔآخش  36فشٚك يٍ عثؼح لاػثٍٛ اخرٛش يٍ أصم   - 4

 (33264)انعٕاب :          َائثاً نهكاترٍ. تكى غشٚمح ًٚكٍ اَعاص رنك ؟ .

BAفأشثد أٌ انحذشٍٛ  ,يا حذشٍٛ يغرمهٍٛ ٚشذثطاٌ ترعشتح  A    ٔBاذا كاٌ  – 5  .يغرملاٌ أٚعاً  ,

تًُٛا  16.0يؼاً ْٕ   A    ٔBحذشٍٛ يغرمهٍٛ ٚشذثطاٌ تُفظ انرعشتح . احرًال ٔلٕع    A    ٔBنٛكٍ  - 6

)()(4.0)انعٕاب:           . BP)(ٔ   AP)(أٔظذ  36.0احرًال ػذو ٔلٕع أ٘ يًُٓا ْٕ   BPAP) 

 

، ٚطهك  6.3ٔاحرًال اٌ ٚصٛة انشايٙ انصاَٙ انٓذف  6.4ارا كاٌ احرًال أٌ ٚصٛة انشايٙ الأٔل انٓذف  – 7

   (38.0)انعٕاب :         كم يًُٓا غهمح ٔاحذج فًا ْٕ احرًال أٌ ٚصاب انٓذف تطهمح ٔاحذج فمػ ؟    

تًُٛا احرًال ذؼشض  15.0 فٙ غشٚك تٍٛ يذُٚرٍٛ ئرا كاٌ احرًال ذؼشض عٛاسج يغشػح نحادز ْٕ  – 8

ٔاحرًال أٌ ٚمٕد ياصٌ عٛاسذّ تغشػح ْٕ  03.0 عٛاسج غٛش يغشػح نحادز فٙ َفظ انطشٚك ْٕ 

 ٔانًطهٕب :20.0

a  - (054.0)انعٕاب :       ًا احرًال أٌ ٚرؼشض نحادز؟ ٌ عٛاسذّ فٙ رنك انطشٚك فئرا لاد ياص  

b  - (556.0)انعٕاب :      ٌٕ انحادز ٔلغ َرٛعح انغشػح ؟ تفشض أَّ لذ ٔلغ حادز فًا احرًال أٌ ٚك 

كشاخ عٕداء ، تًُٛا  2كشاخ تٛعاء ٔ  4. ٚحٕ٘ انصُذٔق الأٔل ػهٗ  يرًاشهٍٛ نُفشض أٌ نذُٚا صُذٔلٍٛ - 9

كشاخ عٕداء. اخرشَا ٔتشكم ػشٕائٙ صُذٔق يٍ ْزٍٚ  4كشاخ تٛعاء ٔ  4ٚحٕ٘ انصُذٔق انصاَٙ ػهٗ 

 انصُذٔلٍٛ شى عحثُا يُّ كشج ٔاحذج تشكم ػشٕائٙ .



- 12- 
 

a - ( 6.11)انعٕاب:        احغة احرًال أٌ ذكٌٕ انكشج انًغحٕتح عٕداء 

b - ( 6.411)انعٕاب:       تفشض انكشج انًغحٕتح عٕداء ، فًا احرًال أٌ ذكٌٕ يٍ انصُذٔق انصاَٙ؟ 
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 المتغيراث العشوائيت والتوزيعاث الاحتماليت

Random Variables & Probability Distributions 

 المتغيراث العشوائيت

P ℒ   , )  ارا كاٌ  تعريف : ، فانًرغٍش انؼشىائً ػهى هزا انفضاء هى ذاتغ ػذدي )حقٍقً( ( فضاءً احرًانٍاً  , 

 ( :انؼٍُح فضاء الأحذاز الاترذائٍح )يؼشف ػهى فضاء 

)(,:  XX  

ℒ ، أي أٌ     حذشاً يٍ  R يٍ    I  لأي يجالتحٍس ذكىٌ  انظىسج انؼكسٍح  )(1 IX . 

اء يرغٍشٌٍ ػشىائٍٍٍ وٌؼشف يجًىع وجذ  x     ،y    ،zونقًٍه  تـ    X    ،Y     ،Zٌشيض ػادج نهًرغٍش انؼشىائً  تـ   

 ػشىائً تؼذد كًا ذؼشف ػهى انرىاتغ.وجذاء يرغٍش 

 : ملاحظت

)(َسرخذو انشيض  XP   : ِنـ 

})(:{)(   XPXP 

 ه :توتشكم يشا

})(:{)( bXaPbXaP   

 وهكزا ....

 :  مثال

  :فً ذجشتح انقاء حجشي َشد ويشاقثح انىجهٍٍ انزٌٍ ظهشا ٌكىٌ فضاء انؼٍُح 

})6,6...(,)2,6(,)1,6(....,...,)2,2(,)1,2(,....,)4,1(,)3,1(,)2,1(,)1,1{( 

 .36وهً يجًىػح شُائٍاخ ػذدها 

 انًرغٍشٌٍ انؼشىائٍٍٍ : َؼشف ػهى 

babaY )],[(                     و),max()],[( babaX  

  : -ػهى سثٍم انًصال  -فُجذ 

5)]4,1[()]3,2[( YY              5,2[()2,5(5    و[(  MaxX 

ℒ  )}1,2(,)2,1(,)1,1{(]3,2[1Y 
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 ((Cumulative Distribution Function تابع التوزيع التراكمي 

 انًؼشف تـِ : F، فُقىل ػٍ انراتغ انحقٍقً  يرغٍشاً ػشىائٍاً ػهى انفضاء  Xإرا كاٌ  : تعريف

)()( xXPxF    ػهى انًجال[,]      ًإَه ذاتغ انرىصٌغ ) انرشاكًً ( نهًرغٍش انؼشىائX يٍ انىاضح .

 . xقًٍح أطغش أو ذساوي انؼذد   Xهً احرًال أٌ ٌأخز انًرغٍش انؼشىائً   x ػُذ  Fأٌ قًٍح  

21نٍكٍ نذٌُا اٌَ  , xx   : 21ٌحققاٌ انؼلاقح xx  : ػُذئز 

})(:{})(:{})(:{ 2112 xXxxXxX    

 :ويُه 

)()()( 2112 xXxPxXPxXP  

  وتانرانً :

)()()( 1221 xFxFxXxP  

 ىاص ذاتغ انرىصٌغ :خ

1)       1)(0  xF    ٌورنك أٌاً كاx  ٍي[,]  . 

21ارا كاٌ          (2 xx     ٌفإ: )()( 21 xFxF    

 ذاتغ غٍش يرُاقض   Fأي أٌ    

3)         1)(lim 


xF
x

lim)(0   و              


xF
x

 

4)               )()()( 1221 xFxFxXxP  

)0(حٍس  ixF  هً انُهاٌح يٍ انٍساس نهراتغ)(xF   فً انُقطحix (2,1i). 

  : يسرًشاً فإٌ xF)(  إرا كاٌ

)()0( ii xFxF   0  و)()()()(  iiiii xFxFxXxPxXP 

 ( Discrete Random Variable ):  قطعتالمت المتغيراث العشوائيت

  : تعريف

انًرغٍش انؼشىائً انًرقطغ هى يرغٍش ػشىائً ذكىٌ قًٍه إيا يُرهٍح أو غٍش يُرهٍح ونكُها قاتهح نهؼذ. إرا كاَد قٍى انًرغٍش 

,,,.......,... انًًكُح انًخرهفح هً : Xانؼشىائً   21 nxxx  

 وكاٌ :

)1(,...,2,1,)((*)
1

 


k

kkk pkpxXP 

 :انجذول انرانًفإَُا َسًً 
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 kx
 

 2x 1x x 

 kp  2p 1p )( xXP  

  

، وَقىل Xإنه قانون التوزيع الاحتمالي لـ  (*)، كًا َقىل ػٍ  Xجذول انرىصٌغ الاحرًانً نهًرغٍش انؼشىائً انًرقطغ 

 . زيعاً احتمالياً متقطعاً وتاٌ نذٌُا 

 انًؼشف تـ : Xٌؼطى انرىصٌغ انًرقطغ ػادج تذلانح ذاتغ الاحرًال نـ 










,...)2,1(,0

,...)2,1(,
)(

kxx

kxxp
xf

k

kk
 

10   حٍس :    kp 1 و
kall

kp 

     :نًرغٍش ػشىائً يرقطغ ٌؼطى تـ  xF)(إٌ ذاتغ انرىصٌغ 



xx

k

k

pxXPxF )()( 

 وهى ذاتغ دَسَجً . كًا هى يىضح فً انًصال انرانً :

 يرغٍشا ػشىائٍا يرقطؼا نه جذول انرىصٌغ الاحرًانً اَذً: Xنٍكٍ  ( :2) مثال

4 2 1 2 x 

81 21 81 41 )( xXP  

 

    هى : Xنـ    xF)(إٌ ذاتغ انرىصٌغ انرشاكًً  


























x

x

x

x

x

xF

4,1

42,87

21,83

12,41

2,0

)( 

 

                                                                                       1 

 

 

 

 

  

4 2 1 2- 
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 المتغيراث العشوائيت المستمرة

(Continuous Random Variables) 

 تعريف:

تحٍس ًٌكٍ انرؼثٍش ػٍ  xf)(اَه يسرًش ، إرا وجذ ذاتغ حقٍقً غٍش سانة  Xَقىل ػٍ انًرغٍش انؼشىائً  

  تانظٍغح انركايهٍح اَذٍح :    Xنهًرغٍش انؼشىائً   xF)(ذاتغ انرىصٌغ 

[,],)()()()*(  


xdttfxXPxF

x

 

، كًا َقىل إَه قذ ذؼشف نذٌُا  Xاَه ذاتغ انكصافح الاحرًانٍح نهًرغٍش انؼشىائً انًسرًش fوػُذئز َقىل ػٍ 

 ذىصٌغ احرًانً يسرًش.

 نتيجت :

فإَُا تاسرخذاو انًثشهُح الأساسٍح فً انحساب انركايهً  X ذاتغ انرىصٌغ نهًرغٍش انؼشىائً انًسرًشxF)(إرا كاٌ

 َسرطٍغ أٌ َحظم ػهى ذاتغ انكصافح الاحرًانٍح تانؼلاقح :

)()( xFxf  

 :  ملاحظت

)*(َسرُرج تسهىنح يٍ   : ٌأ 

   1 )                





1)( dxxf

 

   2 )            

b

a

dttfaFbFbXaP )()()()( 

  

  

 

 

 

 

 ( :3) مثال

        إرا كاٌ :









]1,0[,0

]1,0[,
)(

2

x

xkx
xf       : وانًطهىب 

x 
b a 

 

f (x) 
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a   أوجذ قًٍح  )k  ٌكىٌ كً نf ذاتغ كصافح احرًانٍح      .b  أوجذ قًٍح  )c  : ٌ9.0إرا ػهًد أ)(  cXP 

 : الحل

a   ) ٌنكً ٌكى   f       : 1   ذاتغ كصافح احرًانٍح ٌجة أٌ ٌرحقق)( 




dxxf :  ٌونًا كا 

[,1]]1,0[[0,][,]   

 فٍظثح انركايم :

1)()()()(
1

1

0

0

 








dxxfdxxfdxxfdxxf 

31
3

1
10

3
0

1

0

3

 kk
x

k 

  b )    نذٌُا:   

 





c

dttfcXP )()( 

    


c

dttfdttf
0

0

)()( 

   9.030 3

0

2   cdtt

c

 

965.09.03     ويُه  :  c 

 

 متوسط وتباين توزيع احتمالي

 : المتوسط

,,,.......,...   يرغٍشاً ػشىائٍاً يرقطؼاً ٌأخز انقٍى : Xإرا كاٌ  21 kxxx  وكاَد...,.......,,, 21 kppp  الاحرًالاخ

)(,2,1,...,  ] أي أٌ :   انًقاتهح ػهى انرشذٍة  jpxXP jj فإٌ يرىسط ، ]X  أو قًٍح(X 

  انًرىسطح( ٌؼشف تـ :

       ) انًرسهسهح يرقاستح(             
kall

kk pxXE )( 

 ٌؼشف   تـ : Xذاتغ كصافره ، فإٌ يرىسط    xf)(يرغٍشاً ػشىائٍاً يسرًشاً ، وكاٌ     Xأيا إرا كاٌ 

   ) التكامل متقارب(




 dxxfxXE )(.)(  
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 :  ملاحظت

cxَقىل ػٍ ذىصٌغ احرًانً إَه يرُاظش تانُسثح إنى انقًٍح     إرا حقق ذاتغ انكصافح)(xf :انؼلاقح 

[,],)()(  xxcfxcf 

  : التباين

)()(انزي َشيض نه تـ :   Xٌؼشف ذثاٌٍ يرغٍش ػشىائً  XDXVar   تأَه يرىسط يشتغ اَحشافX 

  : ػٍ يرىسطه

])[()()( 2 XEXDXVar 

 :وتانرانً

i.  ٌإرا كاX  : ٌيرقطؼاً فإ 

 
kall

kk pxXDXVar .)()()( 2 

ii.  ٌإرا كاX  : ٌيسرًشاً فإ 






 dxxfxXDXVar )(.)()()( 2 

 :الانحراف المعياري 

 وٌشيض نه تـ  Xجزس انرشتٍؼً انًىجة نرثاٌٍ هى ان Xالاَحشاف انًؼٍاسي نًرغٍش ػشىائً 

)(XVar 

 يلاحظح هايح :

 ًٌكٍ أٌ َصثد تسهىنح طحح انؼلاقح :

22)()(  XEXVar 

  حٍس :


kall

kk pxXE 22  ػشىائٍاً يرقطؼاً يرغٍشاً  Xإرا كاٌ    )(






 dxxfxXE )(.)(  يرغٍشاً ػشىائٍاً يسرًشاً  Xإرا كاٌ   22

 ( :4) مثال

 يرغٍشاً ػشىائٍاً يرقطؼاً جذول ذىصٌؼه : Xنٍكٍ  
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84 x 
73 x

 
62 x 51 x 

X 

2.04 p 
4.03 p

 
3.02 p 1.01 p 

)( xXP  
 

أوجذ        . واسسى خطه انثٍاًَ    xF)(أوجذ    ,2  . 


























x

x

x

x

x

xF

8,1

87,8.0

76,4.0

65,1.0

5,0

)( 

 

 

 

7.6
10

2
.8

10

4
.7

10

3
.6

10

1
.5 

kall

kk px 

2222 )(    kkkk pxpx 

81.0)7.6(
10

2
.8

10

4
.7

10

3
.6

10

1
.5 22222  

 :  مثال

              : نٍكٍ انراتغ 
















]2,0[,0

21,2

10,

)(

x

xx

xx

xf 

(a)  ذحقق يٍ أٌ انراتغ)(xf  ًذاتغ كصافح احرًانٍح نًرغٍش ػشىائX شى اسسى انخط انثٍاًَ نهراتغ)(xf. 

(b)   أوجذ ذاتغ انرىصٌغ)(xF ؼشىائً انًرغٍش هنX . 

1 

0.8 

0.6 

0.4 

0.2 

5        6       7       8 

F(x ) 

x 
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(c)   2(احسة
2

1
(  XP 

 :     الحل

( a )        :    نذٌُا        









2

2

1

1

0

0

)()()()()( dxxfdxxfdxxfdxxfdxxf 

102
22

0

2

1

2
1

0

2


















 x

xx
 

 .احرًانٍح ذاتغ كصافح   f  إراً 

 

( b     )  0يٍ أجمx      : ٌكىٌ نذٌُا




x

dttfxF 0)()( 

10من أجل    x    :  ٌكىٌ نذٌُا 

 
22

0)()()(
2

0

2

00

0
xt

dttdttfdttfxF

xxx

 


 

21من أجل    x    :  ٌكىٌ نذٌُا 

 


x

dttfdttfdttfxF
1

1

0

0

)()()()(  

12
2

)2
2

(
2

1
)2(0

2

1

2

1

1

0

  x
x

t
t

dttdtt

xx

 

 ٌكىٌ نذٌُا  :    x2من أجل  

1 

1 

f(x) 

x 
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x

dttfdttfdttfdttfxF
2

2

1

1

0

0

)()()()()(  

1)2
2

(
2

1
0)2(0

2

1

22

1

1

0

  t
t

dttdtt

 

 : يثسطتشكم ووٌظثح ذاتغ انرىصٌغ 

 

 

























x

xx
x

x
x

x

xF

2,1

21,12
2

10,
2

0,0

)(
2

2

 

(c  )      
8

7

2

)21(
1)

2

1
()2()2

2

1
(

2

 FFXP 

 توابع المتغيراث العشوائيت

XfY)(ونُفشع أٌ   يرغٍشاً ػشىائٍاً ػهى  Xنٍكٍ   حٍسg  ٌذاتغ يا . ػُذئز ٌكىY  ًيرغٍشا

 ٌؼطى ذىقؼه وذثاَه تـ : ػشىائٍاً ػهى 

 يرغٍشاً ػشىائٍاً يرقطؼاً : X) أ ( إرا كاٌ 

  

 


kall

kkY pxgXgE )()]([

 

   

222 ))(())(()( Y

kall

kkY pxgXgVarYVar     

 :يرغٍشاً ػشىائٍاً يسرًشاً  Xإرا كاٌ  )  ب( 

2)(.)()]([][ YY dxxfxgXgEYE   




 

222 )(.)]([))(()( YY dxxfxgXgVarYVar   




 

 شاتد ػذدي ، فهذٌُا انخاص اَذٍح:  cوتفشع أٌ   
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  (i )     ccE ][     (ii )     )]([)](.[ xgcExgcE   

 (iii )       )]([)]([)]()([ 2121 xgExgExgxgE  

baXxgوخظىطاً ػُذيا ٌكىٌ :  )( : فلدينا 

bXEabaXE  )()( و  ][][ 2 XVarabaXVar  

 المتغير العشوائي المعياري : 

، فٍؼشف انًرغٍش انؼشىائً انًؼٍاسي   واَحشافه انًؼٍاسي     يرىسطه يرغٍشاً ػشىائٍاً  Xارا كاٌ 

Z   وهى ذاتغ(  نـX )    : تـ 






X
Z 

 وػُذئز 

0Z          1و)(  ZVarZ 

 مثال :

 فوالاَحشا70فً يقشس انشٌاضٍاخ حٍس كاٌ انًرىسط  82انؼلايح انسُح الاونى  أحذ انطلاب َال

انًؼٍاسي  فوالاَحشا80فً يقشس انفٍضٌاء حٍس كاٌ انًرىسط  86، كًا َال انؼلايح 10انًؼٍاسي 

14  ًقشسٌٍ ذخضغ نهرىصٌغ انطثٍؼً، ففً أي يٍ انًقشسٌٍ ٌكىٌ يىقغ انطانة أفضمً انف . فإدا كاَد انؼلايح : 

 : الحل

2.1     اٌ انؼلايح انًؼٍاسٌح نؼلايح انشٌاضٍاخ :  
10

7082
1 


Z 

43.0              :   انفٍضٌاء و انؼلايح انًؼٍاسٌح نؼلايح 
14

8086
1 


Z

 

انؼلايح انًؼٍاسٌح فً انشٌاضٍاخ اكثش يٍ انؼلايح انًؼٍاسٌح فً انفٍضٌاء وتانرانً فإٌ يىقغ انطانة تٍٍ صيلائه َلاحع أٌ 

 فً انشٌاضٍاخ أفضم يٍ يىقؼه فً انفٍضٌاء
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 تمارين 

 يرغٍشاً ػشىائٍاً يرقطؼاً جذول ذىصٌؼه : Xنٍكٍ  – 1

3 2 1 0 x 

064.0 288.0 432.0 216.0 )( xXP  

a  )  ذاتغ انرىصٌغ الاحرًانًأوجذ )(xF    ًَواسسى خطه انثٍا  .  

b  )   وانرثاٌٍ   انًرىسطأوجذ  .انؼشىائً نهزا انًرغٍش  2,

 

 يسرًشاً يؼٍُاً تراتغ انكصافح الاحرًانٍح اَذً:يرغٍشاً ػشىائٍاً  Xنٍكٍ  – 2














],0[,0

],0[,)1(
2

)(

axif

axif
a

x

axf 

 a  )  ذحقق يٍ أٌ انراتغ)(xf ًنهًرغٍش انؼشىائً ذاتغ كصافح احرًانٍح نًرغٍش ػشىائ X  شى اسسى انخط

 .xf)(انثٍاًَ نهراتغ 

 b    )  أوجذ ذاتغ انرىصٌغ)(xF ؼشىائً انًرغٍش هنX . 

 c    ) احرًال وقىع انًرغٍش انؼشىائً احسة X   فً انًجال],
2

[ a
a

 (¼)انجىاب:              

 يسرًشاً يؼٍُاً تراتغ انكصافح الاحرًانٍح اَذً: يرغٍشاً ػشىائٍاً  Xنٍكٍ   - 3














10,

10

10,0

)(
2

xif
x

xif

xf 

   a    )  أوجذ ذاتغ انرىصٌغ)(xF ؼشىائً انًرغٍش هنX  . 

 b    ) 20(احسة الاحرًال( xP      

   :الجواب

   a    )                














10,

10
1

10,0

)(
xif

x

xif

xF 
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  b    )     
2

1
)20( xP 

 

  : انراتغ   نٍكٍ – 4

   

















]1,1[,0

10,1

01,1

)(

x

xx

xx

xf 

a    ) ذحقق يٍ أٌ انراتغ)(xf  ًذاتغ كصافح احرًانٍح نًرغٍش ػشىائX شى اسسى انخط انثٍاًَ نهراتغ)(xf 

b    )  أوجذ ذاتغ انرىصٌغ)(xF  ًنهًرغٍش انؼشىائX . 

c    )  1(احسة
2

1
(  XP 

 (    a    : انجىاب

   

 

























1,1

10,
2

1

2

  (01,
2

1

2

1,0

)(
2

2

x

xx
x

bxx
x

x

xF 

  c    )   
8

7
)1

2

1
(  XP 

 

 ػشىائٍاً يسرًشاً يؼٍُاً تراتغ انكصافح الاحرًانٍح اَذً:يرغٍشاً  Xنٍكٍ  - 5


















]
2

,
2

[,0

]
2

,
2

[,cos
2

1

)(




xf

xifx

xf 

 a    )   أوجذ ذاتغ انرىصٌغ)(xF ؼشىائً انًرغٍش هنX .ًَواسسى خطه انثٍا 

 b    ) احسة الاحرًال)
6

(


xP. 
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         a)     )انجىاب :   























2
,1

22
,)1(sin

2

1

2
,0

)(







x

xx

x

xF 

                  b   )  25.0)
6

( 


xP
 

 

 يرغٍشاً ػشىائٍاً يسرًشاً يؼٍُاً تراتغ انكصافح الاحرًانٍح اَذً: Xنٍكٍ   -  - 6














0,0

0,12
)(

26

xif

xifxe
xf

x

 

احسة انًرىسط وانرثاٌٍ   نهزا انًرغٍش انؼشىائً 2,

var(2(362.0,07.3انجىاب :         X
 

 

 متغيراً عشوائياً مستمراً معطى بتابع التوزيع الاحتمالي الآتي : Xليكن   - 7

 x
x

xF ;
2

arctg
1

2

1
)(


 

 والمطلوب :

a  أوجد احتمال أن يأخذ )X  32,0[بنتيجة التجربة قيمة تقع في المجال[  

b  1(  أوجد القيمة الممكنةx        :التي تحقق الشرط ،
4

1
)( 1  xXP 

c أوجد  )   )(xf نهًرغٍش انؼشىائً   ذاتغ انكصافح الاحرًانٍحX 

 

aXP      الأجىتح :  (
3

1
)320(  

   

bx (21 

 

   

c
x

xf (
4

1
.

2
)(

2



 

  : انراتغ   نٍكٍ - 8

   









]2,0[,0

20,)2(
)(

2

x

xxxk
xf 
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a    ) أحسة قًٍحk ٌنٍكى)(xf  ًذاتغ كصافح احرًانٍح نًرغٍش ػشىائX . شى اسسى انخط انثٍاًَ نهراتغ)(xf. 

b    ) ًرغٍش ػشىائً هناحسة كلا يٍ انرىقغ انشٌاضً  )انًرىسط(  والاَحشاف انًؼٍاسيX. 

c  )  أوجذ ذاتغ انرىصٌغ)(xF  ًنهًرغٍش انؼشىائX . 

d    )  10(احسة(  XP. 

 الأجىتح : 

a   قًٍح  )k      انًىافقح
4

3
k         b   ): 1  انًرىسط    الاَحشاف انًؼٍاسي و:   

5

3
 

c  ) ذاتغ انرىصٌغ  :      





















2,1

20,)
3

1
(

4

3

0,0

)( 32

x

xxx

x

xF 

d          )
2

1
)10(  XP. 
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 انتىزيعاث الاحتمانيت متعددة انمتغيراث انعشىائيت

 

، فإْ وً ٔرٍجح ِّىٕح ٌٍرجشتح سرىْٛ ثٕائٍح فً ذجشتح ِؼٍٕح X   ٚYارا وٕا ٔشالة وٍّرٍٓ 

),(),( yxYX   .ِثلاً وٍّح اٌفحُ ٚلٍّح اجٙاد اٌخضٛع ٌٍحذٌذ( ٚذّثً ٘زٖ اٌثٕائٍح تٕمطح فً اٌّسرٛي( 

 ٌرؼٍٓ تراتغ اٌرٛصٌغ:     Xٌمذ سإٌٔا أْ اٌرٛصٌغ الاحرّاًٌ ٌّرغٍش  

)()( xXPxF  

 اٌزي ٌحمك اٌؼلالح:     

)()()( aFbFbXaP  

]أٚ ٌّرغٍش ػشٛائً ثٕائً اٌثؼذ X     ٚYفإْ اٌرٛصٌغ الاحرّاًٌ ٌّرغٍشٌٓ ػشٛائٍٍٓ ٚتشىً ِشاتٗ 

),( YX]  :ٌرؼٍٓ تراتغ اٌرٛصٌغ  

),(),( yYxXPyxF  

),(اٌزي ذىْٛ لٍّرٗ ػٕذ  yx   احرّاي أْ ذمغ اٌثٕائٍح ً٘),( YX  فً إٌّطمح اٌّخططح )اٌّّرذج اٌى 

 ِٓ اٌٍساس ٚالأسفً( :

 ٌٚذٌٕا اٌصٍغح اَذٍح اٌرً ٌّىٓ إثثاذٙا تسٌٙٛح :

 ),( 2211 bYabXaP  

),(),(),(),( 21212121 aaFabFbaFbbF   

 الاحتمانيت ثنائيت انبعد انمتقطعت:انتىزيعاث 

),(ٔمٛي ػٓ اٌّرغٍش اٌؼشٛائً  YX ٚػٓ ذٛصٌؼٗ إّٔٙا ِرمطؼاْ إرا وأد ِجّٛػح اٌمٍُ اٌرً ٌأخز٘ا لاتٍح ٌٍؼذ 

 

 

Y 

X 
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),(سٛاء وأد ِٕرٍٙح أٚ غٍش ِٕرٍٙح ، أي ِٓ اٌشىً :   ii yx  بحيث يكون لكل ثنائية),( ii yx  . احرّاي ِٛجة

  فإرا واْ :

ijji pyYxXP  ),( 

),(ٔؼشف ذاتغ الاحرّاي فإٕٔا  yxf   ٌِـ),( YX : ِتـ  



 


Otherwise

xyxxp
yxf

jiij

,0

,,,
),( 

   ٚػٕذئز ٌؼطى ذاتغ اٌرٛصٌغ تـِ :

 
 


xx yy

ji

i j

yxfyxF ),(),( 

  ٌٚذٌٕا :

  
i j

jiji yxfyxf 1),(,1),(0 

 :  مثال

 إرا أٌمٍٕا فً اٌٛلد ٔفسٗ حجش ٔشد ٚلطؼح ٔمٛد ٚاػرثشٔا  :

X ِرغٍش ػشٛائً ٌذي ػٍى اٌشلُ اٌزي ٌظٙش اػٍى حجش إٌشد :. 

Y  ارا ظٙشخ اٌىراتح 1ٚاٌمٍّح  ساٌشؼاارا ظٙش 0: ِرغٍش ػشٛائً ٌأخز اٌمٍّح.    

),(إْ ذاتغ الاحرّاي ] ٌٍّرغٍش ثٕائً اٌثؼذ    YX: ٌؼطى تاٌجذٚي ] 

6 5 4 3 2 1 Y        
X
  

121 121 121 121 121 121 0 

121 121 121 121 121 121 1 

 

),(أِا ذاتغ اٌرٛصٌغ   yxF : فيأخذ مثلاً القيم 

 
 


3 1

),()1,3(
x y

yxfF  

)1,3()1,2()1,1()0,3()0,2()0,1( ffffff   

5.0
12

6
  

4

1

12

1
3)0,3()0,2()0,1()0,3(  FFFF  
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3

1

12

1
4)0,3()1,2()1,1()0,2()0,1()1,2(  FFFFFF  

6

1
)0,2( F  

  ٌذٌٕا اٌضاً :

 )10,32( YXP  

)0,2()0,3()1,2()1,3( FFFF   

12

1

12

2

12

3

12

4

12

6
  

 انبعدىزيع انهامشي نتىزيع متقطع ثنائي انت

),( ارا واْ  YX   ًٌِرغٍشاً ػشٛائٍاً ثٕائً اٌثؼذ ، ذاتؼٗ الاحرّا),( yxf  فإْ احرّاي أْ ٌأخز ،

X  اٌمٍّح x  ٍٗفً اٌٛلد اٌزي ٌأخز فY ٚاٌزي ٌؼطى تـ :   أي لٍّح ،),( YxXP       ذاتغ ٌـ ٛ٘   

x     ٚٔشِض اٌٍٗ تـ)(xf X : ٌٚذٌٕا اٌصٍغح 


y

X yxfYxXPxf ),(),()( 

xf)(ِٓ اٌٛاضح أْ   X  ذاتغ احرّاًٌ ٌرٛصٌغ ري ِرغٍش ػشٛائً ٚاحذ ٛ٘X  ٔسٍّٗ اٌرٛصٌغ

 إْ ذاتغ اٌرٛصٌغ اٌّماتً ٌؼطى تـ :تإٌسثح اٌى اٌرٛصٌغ اٌثٕائً اٌّؼطى.  Xالاحرّاًٌ اٌٙاِشً ٌـ 





xx

XX xfYxXPxF
*

*)(),()( 

 تـ : Yٚتشىً ِشاتٗ ٔؼشف ذاتغ الاحرّاي اٌٙاِشً ٌـ  


x

Y yxfyYXPyf ),(),()( 

 ػٕذئز فإْ ذاتغ اٌرٛصٌغ اٌٙاِشً اٌّماتً ٌؼطى تـ :





yy

YY yfyYXPyF
*

*)(),()( 

 :  مثال

 ٌٍرٛصٌغ فً اٌّثاي اٌساتك X   ٚYأٚجذ اٌرٛصٌؼٍٓ اٌٙاِشٍٍٓ ٌـ 

 : انحم

xf)( ٌٍحصٛي ػٍى   X  ؼذ فٕجذ :ً ػّٛد فً جذٚي اٌرٛصٌغ ثٕائً اٌثٔجّغ الاحرّالاخ فً وفإٕٔا 

1 0 x 

21 21 )(xf X 
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 :انمستمرة انتىزيعاث الاحتمانيت ثنائيت انبعد 

 :تعريف 

),(ٔمٛي ػٓ اٌّرغٍش اٌؼشٛائً ثٕائً اٌثؼذ  YX ٓٚػٓ ذٛصٌؼٗ الاحرّاًٌ إّٔٙا ِسرّشاْ ، إرا أِى ،

 وراتح ذاتغ اٌرٛصٌغ تذلاٌح ذىاًِ ثٕائً :

 
 



x y

dudvvufyYxXPyxF ),(),(),(

 

),(حٍث أْ  yxf   ذاتغ اٌىثافح الاحرّاٌٍح ٌـ),( YX. 

),(فً ٘زٖ اٌحاٌح ٌىْٛ احرّاي أْ ٌأخز اٌّرغٍش اٌؼشٛائً   YX  ًٍأي لٍّح فً اٌّسرط: 

2211 , bYabXa   : ٛ٘ 

 
 


1

1

2

2

),(),( 2211

b

ax

b

ay

dxdyyxfbYabXaP 

 ٌذٌٕا اٌضاً :

yx

yxF
yxf






),(
),(  

  
D

dydxyxfDYXP ),(),(  

xf)(إن تابع انكثافت الاحتماني انهامشي X ٌـX   تإٌسثح اٌى اٌرٛصٌغ اٌؼشٛائً اٌّسرّش ثٕائً اٌثؼذ

),( YX  ٌؼطى تاٌؼلالح: 

dyyxfxf X 




 ),()( 

 فٍؼطى تـ :  Xٌـ  أِا ذاتغ اٌرٛصٌغ اٌٙاِشً

**)()( dxxfxF

x

XX 




 

 








x

dxdyyxf ** )),((

 

تإٌسثح اٌى اٌرٛصٌغ اٌؼشٛائً   Yٌـ yfY)( فإْ ذاتغ اٌىثافح الاحرّاًٌ اٌٙاِشًٚتشىً ِشاتٗ ٌؼطى 

),(اٌّسرّش ثٕائً اٌثؼذ  YX  ٌؼطى تاٌؼلالح: 






 dxyxfyfY ),()( 

 ٌؼطى تـ :  Yٚذاتغ اٌرٛصٌغ اٌٙاِشً ٌـ 
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y

YY dyyfyF **)()(  

 








y

dydxyxf ** )),((  

 :  مثال

),(إرا واْ ذاتغ اٌىثافح الاحرّاٌٍح ٌٍّرغٍش ثٕائً اٌثؼذ  YX ِتـ : ؼطى 



 




otherwise

yxe
yxf

yx

,0

0,0,10
),(

)25(

 

xf)( (    أ  (فأٚجذ :  X      ٚ)(yfY    )  ب(  أٚجذ الاحرّاي)( YXP  

 : انحم

    )أ ( 









0

0

),(),(),()( dyyxfdyyxfdyyxfxf X 

xyxyx

X eedyexf 5

0

)25(

0

)25( 50
2

10
100)( 







 


   

 أي أْ: 












0,0

0,5
)(

5

x

xe
xf

x

X  

 ٚتطشٌمح ِشاتٙح :  












0,0

0,2
)(

2

y

ye
yf

y

Y  

     ب ( ) 


 

 
0 0

)25(

15

1
)(

x

x

y

yx dxdyeYXP 

 

 

 

 

 

 

X>Y 



-- 6 -- 
 

 : تعريف

),(ٌرٛصٌغ ثٕائً اٌثؼذ    X   ٚYٔمٛي ػٓ اٌّرحٌٍٛٓ اٌؼشٛائٍٍٓ    YX    ٗذاتغ ذٛصٌؼ 

),( yxF : ْأّٙا ِسرملاْ إرا ِسرملاْ إرا وا 

)()(),( yFxFyxF Yx  

 ٚ٘زا ٌرحمك ارا ٚفمظ إرا 

)()(),( yfxfyxf Yx  

),(وأد اٌثٕائٍح  أٌاً ٚرٌه  yx . 

فً  X   ٚY( ،  وزٌه 7ِسرملاْ فً اٌرٛصٌغ اٌّرمطغ ثٕائً اٌثؼذ فً اٌّثاي ) X   ٚY فّثلاً 

 ( .9ِسرملاْ فً اٌّثاي ) اٌرٛصٌغ ثٕائً اٌّسرّش اٌثؼذ ّ٘ا

 

  (The Covariance and Correlation) انتغاير والارتباط

),( ٌٍىٓ  YX   ِرغٍشاً ػشٛائٍاً ثٕائً اٌثؼذ  ),( yxf  ٚ   ذاتغ وثافرٗ الاحرّاٌٍح),( yxF ذاتغ

),(اٌرٛصٌغ ٌـ  YX. 

),(إرا واْ  yxg  ذاتؼاً ِسرّشاً ِؼشفاً ػٍى اٌثٕائٍاخ),( yx  ْجٍّؼٙا ، فإ),( YXgZ   ٛ٘

 ِرغٍش ػشٛائً أٌضاً.

 تـ : Zٚػٕذئز ٌؼطى ذاتغ اٌىثافح ٚذاتغ اٌرٛصٌغ ٌـ 

),( فً حاي  أ ( YX  : ِرمطغ 

),()()(
),(

yxfzZPzf
zyxg 

  

),()()(
),(

yxfzZPzF
zyxg 

  

),(ب (  فً حاي  YX  ِسرّش : 

dydxyxfzZPzF
zyxg

),()()(
),( 

  

]),[(ٔسًّ اٌؼذد    YXgE ٌـ    انتىقع انرياضي),( YXg   )ٌٚحسة  )أٚ اخرصاساً اٌرٛلغ ، أٚ اٌّرٛسظ

 ِٓ اٌؼلالح :

),(أ (  فً حاي  YX                         : ِرمطغ),(),()],([
),(

yxfyxgYXgE
yxall
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),(ب (  فً حاي  YX  ّش :                    ِسر  








 dydxyxfyxgYXgE ),(),()],([ 

XYXgفّثلاً إرا ٚضؼٕا    ),( : ًاٌرٛصٌغ اٌٙاِش )فإٕٔا ٔجذ ذٛلغ )ِرٛسظ ، 

XXZE  ][ 

 :   مبرهنت

 ٌّىٓ اٌثش٘اْ تسٌٙٛح أْ :

][][][       )أ (    YEXEYXE  

YXإرا واْ   ٚ   )ب ( ].[][.][  :            فؼٕذئز   ملاْرِس  , YEXEYXE  

 تغايران : تعريف

 إرا واْ  : 

))((),( YX YXYXg   

 فإٕٔا ٔسًّ اٌؼذد : 

)])([(),( YX YXEYXCov    

YXYXE  .][   

 . X   ٚYشٌٓ اٌؼشٛائٍٍٓ  ٍاٌّرغ تغاير

ٔلاحع ، اسرٕاداً إٌى اٌّثشٕ٘ح الأخٍشج ، أْ اٌرغاٌش ٌّرغٍشٌٓ ِسرمٍٍٓ ٌساٚي اٌصفش ، ػٍّاً أْ اٌؼىس 

 غٍش صحٍح فً اٌحاٌح اٌؼاِح.

 معامم الارتباط :  تعريف

   : ٔمٛي ػٓ اٌىٍّح 
)()(

),(
),(

YVarXVar

YXCov
YXCorr  

 . ٌٚذٌٕا : X   ٚYإٔٙا ِؼاًِ اسذثاط اٌّرغٍشٌٓ اٌؼشٛائٍٍٓ  

1),(,1),(,11  XXCorrXXCorr 

 ٌٕفرشض أْ ٌذٌٕا اٌرٛصٌغ اٌّرمطغ اٌّشرشن اَذً : :  مثال

3 2 1 Y           
X

 

0.10 0.20 0.15 1 

0.15 0.05 0.35 2 
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 . X   ٚYأ (    أٚجذ اٌرٛصٌغ اٌٙاِشً ٌىً ِٓ   )

 . X   ٚY)ب (    أٚجذ ِرٛسظ اٌرٛصٌغ اٌٙاِشً ٌىً ِٓ 

 . X   ٚYىً ِٓ ٌرثآٌ اٌ)جـ (    أٚجذ 

),(د (    أٚجذ   ) YXCov       و),( YX . 

 : انحم

 : Xجذٚي اٌرٛصٌغ اٌٙاِشً ٌـ  أ (     )

3 2 1 x 

0.25 0.25 0.50 )(xf X    

 

 :Yجذٚي اٌرٛصٌغ اٌٙاِشً ٌـ  

2 1 y 

0.55 0.45 )(yfY   

 

 : Xاٌّرٛسظ اٌٙاِشً ٌـ  )ب (

             75.125.0325.0250.01 X 

 :Yاٌّرٛسظ اٌٙاِشً ٌـ 

     55.155.0245.01 Y 

)()25.0325.0250.01()75.1(688.0  )جـ (     22222  XXVar  

248.0)55.1()55.0245.01(][)( 222222  YY YEYVar  

YXYXEYXCovد (  ٌؼطى اٌرغاٌش تـ :       )  .][),(     

),(.][
3

1

2

1

ji

i j

ji yxfyxYXE 
 

 

 )20.0)(1)(2()35.0)(2)(1()15.0)(1)(1( 

65.2)15.0)(2)(3()10.0)(1)(3()05.0)(2)(2(  

),(65.2)75.1)(55.1(0625.0             ٚتاٌراًٌ :  YXCov 
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ٌؼطى ِؼاًِ الاسذثاط  تـ :      
)()(

),(
),(

YVarXVar

YXCov
YXCorr     

151.0
)248.0)(688.0(

0625.0



 

),(ارا واْ ذاتغ اٌىثافح الاحرّاٌٍح ٌٍّرغٍش اٌؼشٛائً ثٕائً اٌثؼذ :  مثال YX  ِؼطى تـ: 


















]2,1[]
2

,0[),(,0

21
2

,0,
sin2

),(
2





yx

yx
y

x

yxf 

 فأٚجذ : 

xf)( (    أ X      ٚ)(yfY     

 YE    ٚ)(YVar][ٚ     XE][ ب( 

(الاحرّاي  احسة  جـ (  
2

3
,

6
(  YXP


 

 : انحم

dyyxfdy ) أ  (
y

x
dyyxfdyyxfxf X 










0

2

1

2

1

),(
sin2

),(),()( 

xx
y

x
y

dy
xdy

y

x
sin)1

2

1
(sin2]

1
[sin2sin20

sin2
0 2

1

2

1

2

2

1

2
  

    أي أْ :
















]
2

,0[,0

2
0,sin

)(




x

xx

xf X

 

dxyxfdx ٚوزٌه فإْ :
y

x
dxyxfdxyxfyfY 











2

2

0

2

0

),(
sin2

),(),()(




 

2
2
02

2

0

2

2
]cos2[

1
0sin2

1
0

y
x

y
dxx

y
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    أي أْ :













]2,1[,0

21,
2

)(
2

x

y
yyfY

 

     ( ) ب 




0sin.0)(.][
2

0



dxxxdxxfxXE X 

 ٚتاٌّىاٍِح تطشٌمح اٌرجضئح ٔجذ : 

1)sincos(][ 2
0




xxxXE  

386.12ln2ln2   ٚتشىً ِشاتٗ :
2

)(.][
2

0

2

1

2
 





y
y

dy
ydyyfyYE Y 

22 ])[()(.)( YEdyyfyYVar Y  




 

078.0)386.1(2)39.1(
2 22

1

2

2

1

2

2   y
y

dy
y  

     جـ (   
6

0

2

2

3

2

sin2
)

2

3
,

6
(




dxdy

y

x
YXP 

6

1
)

3

2

2

1
)(1(]

1
[]cos2[sin2 2

2

3
3
0

3

0

2

2

3

2
   y

x
y

dy
dxx
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  تماريه نهحم

),(ٌٍىٓ ٌذٌٕا اٌرٛصٌغ اٌثٕائً اٌثؼذ  -1 YX  : ِرمطغ( ِؼطى تاٌجذٚي( 

4 2 -3 X           
Y

 

0.2 0.2 0.1 1 

0.1 0.1 0.3 3 

 

 . X   ٚYأ (    أٚجذ اٌرٛصٌغ اٌٙاِشً ٌىً ِٓ   )

 . X   ٚY)ب (    أٚجذ ِرٛسظ اٌرٛصٌغ اٌٙاِشً ٌىً ِٓ 

 . X   ٚY)جـ (    أٚجذ ذثآٌ وً ِٓ 

),(د (    أٚجذ   ) YXCov       و),( YX . 

ٚستاػً ٚجٖٛ  2ٚاٌٛجٗ اَخش اٌشلُ  1ِؼذٍٔح ِرجأسح ورة ػٍى أحذ ٚجٍٙٙا اٌشلُ ٌذٌٕا لطؼح ٔمٛد  -2

 . 4-3-2-1ػٍى ٚجٛ٘ٗ الأسلاَ  دِٕرظُ )٘شَ ثلاثً( ورث

 لا ِرغٍشا ػشٛائٍاً ٌذي ػٍى ِجّٛع سلًّ اٌٛجٍٙٓ اٌزٌٓ X ٌٍٚىٓ ،تشىً ػشٛائًٚ ِؼاً  ٍٔمً اٌمطؼرٍٓ 

  (  ظٙشاٌ لااٌزٌٓ اٌسفٍٍٍٓ )ِرغٍشاً ػشٛائٍاً ٌذي ػٍى اٌفشق تٍٓ سلًّ اٌٛجٍٙٓ  Y، ٌٍٚىٓ )اٌٛجٗ اٌسفًٍ( ظٙشا ٌ

 : ٚاٌّطٍٛب

 .اورة فضاء اٌؼٍٕح ٌٙزٖ اٌرجشتح   (  أ )

 .X   ٚYاسسُ جذٚي اٌرٛصٌغ اٌّشرشن ٌـ   )ب (

 . X   ٚYأٚجذ جذٚي اٌرٛصٌغ اٌٙاِشً ٌىً ِٓ   )جـ (

 . X   ٚYأٚجذ اٌّرٛسظ اٌٙاِشً ٌىً ِٓ  د (  )

 . X   ٚYأٚجذ اٌرثآٌ اٌٙاِشً ٌىً ِٓ   )٘ـ (

),(أٚجذ   ( ٚ ) YXCov       و),( YX . 

)2,2(أٚجذ الاحرّاي  ص( )  YXP. 

),(ارا واْ ذاتغ اٌىثافح الاحرّاٌٍح ٌٍّرغٍش اٌؼشٛائً ثٕائً اٌثؼذ  -3 YX : ِؼطى تـ 












),0[]1,0[),(,0

0,1,0,2
),(

yx

yxxe
yxf

y

 

 :  ٚاٌّطٍٛب

xf)( أٚجذ ولاً ِٓ  أ ( )  X      ٚ)(yfY   ً٘ ،X   ٚY .ِسرملاْ؟  
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),YE    ٚ)(YVar     ٚ)][ٚ     XE][أٚجذ     ب( ) YXCov 

)5.1,2.0( :    احسة الاحرّاي  (  )جـ  YXP 

),(ارا واْ ذاتغ اٌىثافح الاحرّاٌٍح ٌٍّرغٍش اٌؼشٛائً ثٕائً اٌثؼذ  -4 YX : ِؼطى تـ 










]1,0[]1,0[),(,0

10,1,0,
),(

yx

yxyx
yxf 

 :  ٚاٌّطٍٛب

xf)(   أٚجذ أ ( )  X      ٚ)(yfY   ً٘ ،X   ٚY .ِسرملاْ؟  

X     ٚY      ٚ2أٚجذ      ب( )

X    ٚ2

Y. 

)15.0,2.01.0( :    احسة الاحرّاي  (  )جـ  YXP. 

),(أٚجذ   ) د(  YXCov       و),( YX . 
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 الشهيرةالخىزيعاث الاحخماليت بعض 

 حىزيعاث مخقطعت

 ( Binomial Distribution) الخىزيغ الثىائي :

٘ٛ ذٛص٠غ ِرمطغ ٔؽصً ػ١ٍٗ ػٕذِا ٔىْٛ أِاَ ذعشتح ذُ ذىشاس٘ا ػذد ِؽذد ِٓ اٌّشاخ ٚوً ِشج 

 اؼرّاي ٌٍٕعاغ أٚ اٌفشً. ٕ٘ان

)ٚتاٌراٌٟ فئْ  pِشج ، ٚواْ اؼرّاي إٌعاغ فٟ وً ِشج ٠غاٚٞ  nفئرا افرشظٕا أْ اٌرعشتح ذىشسخ  

pq اؼرّاي ٚلٛع اٌؽذز اٌّرُّ اؼرّاي اٌفشً ٘ٛ 1 ٟفئٕٔا ٔأخز اٌّرغ١ش اٌؼشٛائ ، )X   ٍٝاٌزٞ ٠ذي ػ

 ػذد ِشاخ إٌعاغ .

٠n,,2,1,0ّىٓ أْ ٠أخز اٌم١ُ :  Xإْ    اٌّماتٍح ٌىً ِٓ ٘زٖ اٌم١ُ الاؼرّالاخ، ٚٔش٠ذ أْ ٔعذ  .

xX أٞ(إؼذٜ ٘زٖ اٌم١ُ  xإرا وأد   ) ًِؼٕٝ رٌه أٔٗ ِٓ اصn  ِؽاٌٚح ٔعؽٕا تـx  ٚتاٌراٌٟ ٠ىْٛ ِؽاٌٚح

 ٠ّىٓ أْ ٔؼثش ػٓ ٌٍؽذز "فشً"  Bٌٍؽذز "ٔعاغ"   ٚتـ   A. ٚإرا سِضٔا تـ  ِشج  xnػذد ِشاخ اٌفشً 

             :     رٌه تإٌغك






timesxntimesx

BBBAAAA

)()(

,,,,,,,



٠ثش٘ٓ أْ لأْٛ اٌرٛص٠غ الاؼرّاٌٟ   ٚتاٌراٌٟ فئٔٗ 

 ٠ؼطٝ تاٌص١غح اٌش٠اظ١ح : Xٌٍّرغ١ش اٌؼشٛائٟ 

),3,2,1,0()()((*) nxqpCxXPxf xnxx

n   

إٔٗ اؼرّاي  pٔغّٟ اٌرٛص٠غ اٌزٞ ٠ىْٛ ذاتغ اؼرّاٌٗ ِٓ اٌشىً اٌغاتك اٌرٛص٠غ اٌصٕائٟ ، وّا ٔمٛي ػٓ  

 إٌعاغ فٟ اٌّؽاٌٚح اٌٛاؼذج.

 ّ٘ا :إْ ِرٛعػ اٌرٛص٠غ اٌصٕائٟ ٚذثا٠ٕٗ 

npqnp  2,  

  مثال :

 ِشذ١ٓ ػٍٝ الألً؟ 6اؼرّاي اٌؽصٛي ػٍٝ اٌٛظٗ ٘ٛ  ِافٟ ذعشتح اٌماء ؼعش إٌشد استغ ِشاخ 

 : الحل

ٌذ٠ٕا اؼذٜ اٌؽاٌر١ٓ ، إِا اٌؽصٛي ػٍٝ ( ٚفٟ وً ذىشاس  4nٔلاؼع إٔا أِاَ ذعشتح  وشسٔا٘ا أستغ ِشاخ )

 ) فشً ( . 6) ٔعاغ ( أٚ ػذَ اٌؽصٛي ػٍٝ اٌٛظٗ  6اٌٛظٗ 

ٚوّا سأ٠ٕا عاتماً فئْ اؼرّاي إٌعاغ    
6

1
p      ًٚاؼرّاي اٌفش

6

5

6

1
11  pq   َٚػ١ٍٗ فئٕٔا أِا

اٌرٛص٠غ اٌصٕائٟ تاٌٛع١ط١ٓ 
6

1
,4  pn    فئرا سِضٔا تـX   ٌٍّرغ١ش اٌؼشٛائٟ اٌذاي ػٍٝ ػذد ِشاخ

)2()2()3()4(إٌعاغ ف١ىْٛ اٌّطٍٛب     XPXPXPXP   ٚتاعرخذاَ  لأْٛ اٌرٛص٠غ

 الاؼرّاٌٟ اٌصٕائٟ )*(  : 
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4444

4

3433

4

2422

4 )
6

5
()

6

1
()

6

5
()

6

1
()

6

5
()

6

1
()2(   CCCXP 

444343242 )
6

5
()

6

1
(

)!44(.!4

!4
)

6

5
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أٞ ٔٛظذ  2Xؽغاب اؼرّاي اٌؽذز اٌّؼاوظ ٌٍؽذز   إٌر١عح راذٙا ت إٌٝاٌٛصٛي  : ٠ّىٓ طريقت أسرع

)2( XP : ًػٍٝ اٌشى 

)1()0()2(  XPXPXP  

868.0)
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5
()
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1
(4)
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5
()
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()
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()

6
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()

6

1
( 314311

4

400

4  CC  

 ِٕٚٗ ٔعذ :  

132.0868.01)2(1)2(  XPXP 

10تشىً اعشع  اٌؽغاتاخ  لإٔعاصذ ِٓ خٛاص اٌرٛاف١ك ١ذغرف أْ: ٠ّىٓ  ملاحظت nC    ٚnCn 
1. 

 ( Poisson Distributionحىزيغ بىاسىن : )

ٚغاٌثا ِا ٠غرخذَ ٌٛصف اٌؽالاخ اٌرٟ ٠ىْٛ ف١ٙا ػذد ِٓ الاؼذاز ذٛص٠غ تٛاعْٛ ٘ٛ ذٛص٠غ ِرمطغ  

.... ِصلاً ػذد اٌغ١اساخ اٌؼاتشج  -ٔغثح  - ِرٛعػ -ٞ ػٕذِا ٔىْٛ أِاَ ِؼذي  خلاي فرشج ص١ِٕح أٚ ِٕطمح ِؽذدج أ

 ....  -ش دلائك اٌّىاٌّاخ اٌٛاسدج اٌٝ ِمغُ  وً ػش ػذد –خلاي فرشج ص١ِٕح 

 تـ :ٌٙزا اٌرٛص٠غ راتغ الاؼرّاٌٟ ا٠ٌؼطٝ 

)3,2,1,0(
!

)()((**)   xe
x

xXPxf
x


 

ِؼذي ٚلٛع ذٍه الأؼذاز  ػذد الأؼذاز فٟ ذٍه اٌفرشج  ت١ّٕا ٠ّصً    Xؼ١س ٠ّصً اٌّرغ١ش اٌؼشٛائٟ 

 .فٟ ذٍه اٌفرشج

 عْٛ ّ٘ا :إْ ِرٛعػ  ٚ ذثا٠ٓ ذٛص٠غ تٛا

  2, 

 : مثال 

ػٕذ ػًّ آٌح فئٔٗ ذظٙش أػطاي ِٓ ٚلد ٢خش . فئرا واْ ِرٛعػ )ِؼذي( الأػطاي  فٟ ا١ٌَٛ اٌٛاؼذ   

 فاٌّطٍٛب ا٠عاد:  ٠5.5غاٚٞ 

 (a .ٓاؼرّاي ػذَ ظٙٛس أٞ ػطً فٟ فرشج ١ِٛ٠ ) 

 (b . اؼرّاي ظٙٛس ػطً ٚاؼذ ػٍٝ الألً فٟ ٠َٛ ٚاؼذ ) 
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 (c  اؼرّاي ظٙٛس )ٚاؼذ . اعثٛع  فأوصش خلايي اػطشلاشح أ 

 : الحل

 (a    ٓإْ ِؼذي ظٙٛس ػطً فٟ فرشج ١ِٛ٠ )325.1    ٟٕ0ٚػذَ ظٙٛس أٞ ػطً ٠ؼx

 ٚتاعرخذاَ ذٛص٠غ تٛاعْٛ :

0502.0
!0

3
)0( 3

0

 eXP  

 (b  )   ػٍٝ الألً فٟ ٠َٛ ٚاؼذ اؼرّاي ظٙٛس ػطً ٚاؼذ   (5.1  ) .   ٞأ,2,1x    ٚتاٌراٌٟ لا

ٌزٌه ٍٔعأ اٌٝ ؼغاب اؼرّاي اٌؽادخ اٌّؼاوظ  ٠xّىٕٕا ؼغاب ػذد لأٙائٟ ِٓ اٌؽذٚد اٌّماتٍح ٌىً ل١ّح ٌـ 

 ٚتاٌراٌٟ  :    1X( أٞ  1X)ٔفٟ

223.0
!0

5.1
)0()1( 5.1

0

 eXPXP 

)1(1)1(1)0(777.0223.01 ٚػ١ٍٗ ٠ىْٛ :     XPXPXP 

 (c  أظً ؼغاب اؼرّاي ظٙٛس شلاشح أػطاي فأوصش خلاي اعثٛع  ٚاؼذ فئْ اٌّؼذي خلاي اعثٛع ِٓ )

5.1075.1  : ٌٟٚتاٌرا 

)]2()1()0([1)3(1)3(  XPXPXPXPXP  

9996.0]
!2

5.10

!1

5.10

!0

5.10
[1 5.10

2
5.10

1
5.10

0

  eee  

 : ملاحظت

  20n       ٚ05.0pفٟ ؼاٌح خاصح ٠ّىٓ اٌثاط اٌرٛص٠غ اٌصٕائٟ ترٛص٠غ تٛاعْٛ ػٕذِا ٠ىْٛ   

   100n       ٚ10np أٚ ػٕذِا ٠ىْٛ :

 : مثال 

، ِا٘ٛ اؼرّاي  01.0خضاْ ١ِاٖ ٠ضٚد أؼذ الأؼ١اء ت١ّاٖ ذرعذد ١ِٛ٠اً . اؼرّاي أْ ٠ْٛ اٌّاء ػىشاً فٟ ٠َٛ ِا ٘ٛ 

 أْ ذىْٛ ا١ٌّاٖ ػىشج أوصش ِٓ ١ِٛ٠ٓ فٟ خلاي ِائح ٠َٛ؟

 : الحل

أٚ  01.0pِشج ٚفٟ وً ِشج ٠ّىٓ أْ ٔؽصً ػٍٝ ٔعاغ تاؼرّاي  511ٔلاؼع ٚوإٔٔا أِاَ ذعشتح ذىشسخ 

. فاٌرفى١ش أٚي ِا ٠رعٗ اٌٝ اعرخذاَ اٌرٛص٠غ اٌصٕائٟ ٌٚىٓ اٌّطٍٛب ؼغاب  99.0qفشً تاؼرّاي 

)3( XP  05.0ولكن مع ملاحظة أنp     ْ20ٚأn     ٚأْ  اٌّرٛعػ  1np  ٓف١ّى

اٌّرغٟ اٌؼشٛائٟ اٌذاي ػٍٝ ٘ٛ Xٚتاٌراٌٟ ٠ىْٛ ٚتفشض    1اٌثاط ٘زا اٌرٛص٠غ ترٛص٠غ تٛاعْٛ تاٌٛع١ػ 

 ٔعذ:ؼصٛي  ػذد أ٠اَ

)]2()1()0([1)2(1)2(  XPXPXPXPXP  
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!1
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1
[1 1

2
1

1
1

0

  eee  

 (Geometric Distributionلخىزيغ الهىدسي : )ا

kXk     ٚ٘ٛ ذٛص٠غ ِرمطغ ٔؽصً ػ١ٍٗ ػٕذِا ٔٛظٗ ا٘رّإِا إٌٝ ػذد الاخفالاخ          ),2,1(   

 اٌٛصٛي إٌٝ أٚي ٔعاغ ٚرٌه ػٕذِا ٔمَٛ تّؽاٚلاخ ِررا١ٌح ٌٍرعشتح ٔفغٙا. كاٌرٟ ذغث

)()(  ارا واْ      xXPxf   ، فؼٕذئز ٌذ٠ٕا : Xذاتغ اٌرٛص٠غ الاؼرّاٌٟ إٌٙذعٟ ٌٍّرغ١ش اٌؼشٛائٟ    

pXPf     ٔعاغ فٟ اٌّؽاٌٚح الأٌٚٝ :  )0()0( 

)1()1()1(  ٔعاغ فٟ اٌّؽاٌٚح اٌصا١ٔح )إخفاق ٚاؼذ(:                           ppXPf  

)2()2()1(2  ٔعاغ فٟ اٌّؽاٌٚح اٌصاٌصح )إخفاق ِشذ١ٓ(: ppXPf  

 ٚ٘ىزا ..   :

)3,2,1,0(,)1()()(  xppxXPxf x 

 : مثال 

 .  ٠85.0pغذد أؼذ لاػثٟ وشج اٌغٍح تاذعاٖ اٌغٍح ، فئرا واْ اؼرّاي اٌرغع١ً 

 اٌصا١ٔح .) أ ( أٚظذ اؼرّاي أْ ٠خفك فٟ اٌرغع١ً أٚي ِشج ٠ٕٚعػ فٟ 

 . صاٌصح٠ٕٚعػ فٟ اٌ الأٌٚٝ ٚاٌصا١ٔح ّشجفٟ اٌب( أٚظذ اؼرّاي أْ ٠خفك فٟ اٌرغع١ً )

 الخىزيغ المىخظم المخقطغ 

n,,2,1ِرغ١شاً ػشٛائ١اً ِرمطؼاً ٠أخز اٌم١ُ :       Xارا واْ     ُٚوأد إٌرائط اٌّماتٍح ٌٙزٖ اٌم١

 ٠ؼطٝ تـ :  Xِرغا٠ٚح اٌفشص فٟ اٌٛلٛع ، فئْ ذاتغ الاؼرّاي ٌـ  

nn
n

xf ,....,3,2,1,
1

)(  

ٕرظُ اٌّرمطغ ، ٚ ٔمثً تذْٚ تش٘اْ أْ اٌّرٛعػ ٚاٌرثا٠ٓ ّٔمٛي ػٓ اٌرٛص٠غ اٌّؼشف تٙزٖ اٌطش٠مح إٔٗ اٌرٛص٠غ اٌ

 ٠ؼط١اْ تـ :

2

1


n
  ٚ   

12

12
2 


n
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 أهم الخىزيعاث الاحخماليت المسخمرة

 ( Natural Distribution: )الخىزيغ الطبيعي  

٠ؼذ اٌرٛص٠غ اٌطث١ؼٟ ِٓ أُ٘ اٌرٛص٠ؼاخ اٌّغرّشج ٚأوصش٘ا اعرخذاِاً ٚلذ أدخً ِٓ لثً اٌؼاٌُ "غاٚط" 

 اٌرٛص٠غ ٘ٛ :ٚذاتغ اٌىصافح الاؼرّا١ٌح ٌٙزا 













,
2

1
)(*)*(*

2)(
2

1 x

exf 

 ٠رؼ١ٓ تشىً واًِ تٛاعطح ل١ُ ٘ز٠ٓ اٌٛع١ط١ٓ. xf)(ّ٘ا ٚع١طاْ ٚاٌراتغ    ٚ0ؼ١س   

اٌرٛص٠غ اٌطث١ؼٟ )أٚ إٔٗ ٠خعغ ٌٍرٛص٠غ اٌطث١ؼٟ( تٛع١ط١ٓ    X: إْ ٌٍّرغ١ش اٌؼشٛائٟ اٌّغرّش ٚ٘ىزا فئٕٔا ٔمٛي 

  ٚ  إرا واْ ٌـX  ٚٔشِض ٌزٌه اخرصاساً تـ : *)*(*ذاتغ اٌىصافح الاؼرّا١ٌح 

X  ~ ),( N  

xfy)(إْ ِٕؽٕٟ اٌراتغ      ُِرٕاظش تإٌغثح  ٌٍّغرم١x  ُٚاٌشىً ٠ث١ٓ إٌّؽٕٟ ِٓ أظً تؼط اٌم١

 . اٌّخرٍفح ٌـ 

xF)(إْ ذاتغ اٌرٛص٠غ 

 

 ٌٍرٛص٠غ اٌطث١ؼٟ ٠ؼطٝ تـ :









x t

dtexF
2)(

2

1

2

1
)( 




 

bxaأٞ ل١ّح فٟ اٌّعاي   Xٚتاٌراٌٟ فئْ اؼرّاي أْ ٠أخز اٌّرؽٛي اٌؼشٛائٟ اٌطث١ؼٟ    : ٛ٘ 








b

a

x

dxeaFbFbXaP
2)(

2

1

2

1
)()()( 




 

إْ ؼغاب ٘زا اٌرىاًِ غ١ش ِّىٓ تاٌطشق اٌّؼشٚفح فٟ اٌؽغاب اٌرىاٍِٟ ، ٌٚىٓ ٠ٛظذ ظذاٚي ذؼطٟ ل١ّرٗ ِٓ 

)الأؽشاف اٌّؼ١اسٞ( ٚلذ الرصشخ ٘زٖ اٌعذاٚي  ٚ   )اٌّرٛعػ(  x    ٚأظً تؼط اٌم١ُ اٌّخرٍفح ٌـ   
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ٚاٌرٟ ِٓ أظٍٙا ذُ اػذاد ذٍه اٌعذاٚي ٚاٌرٟ ِٓ أظٍٙا ذُ ذش١ِض  0  ٚ1ػٍٝ ؼالاخ خاصح ٟٚ٘ 

uتـؼذ فشض )ذاتغ اٌرٛص٠غ 
t







 )  : 








z u

duezxF 2

2

2

1
)()(


 

ؼ١س  :  





X
Z    0ٚ٘ٛ ِرغ١ش ػشٛائٟ ٠خعغ ٌٍرٛص٠غ اٌطث١ؼٟ تّرٛعػ   ٞٚأؽشاف ِؼ١اس

1       : ٌٚذ٠ٕا اٌؼلالح 

)()()( Z
X

xF 







 

 ٚاٌص١غح :  

)()()()()()()(






 





ab
abaFbFbXaP 

 ملاحظت:

( ٚاعرخذاَ 4ظ١اخ اٌّرمذِح ٌٍّٕٙذع١ٓ )ا٠ّىٓ الاعرغٕاء ػٓ اٌعذاٚي اٌّٛظٛدج فٟ ٔٙا٠ح وراب اٌش٠ 

٠ٕذسض ظّٓ ٘زٖ  أٚ ِا   CASIO 991ESتاعرخذاَ ا٢ٌح   )82.0(  لإ٠عاد. فّصلاُ ا٢ٌح اٌؽاعثح اٌؼ١ٍّح 

 اٌغٍغٍح ٚفك اٌخطٛاخ اٌرا١ٌح :

a )    MODE    ُ3شُ اٌخ١اس سل (STAT)    ُشAC  

b  )  SHIFT    ُ7، شُ اٌخ١اس سلُ  5ش   (DISTR) . 

c  )   5ذعح ٔأخز اٌخ١اس ِٓ اٌمائّح إٌا    [ P( ] 

d    ٚٔعغػ   =  1.80( ٔذخً اٌم١ّح   ( ENTER فٕؽصً ػٍٝ اٌم١ّح )1.79389 . 

 ملاحظت هامت :

فٟ اٌرشو١ة   Zإْ اٌؽغاب اٌّؼاوظ غ١ش ِّىٓ تٛاعطح ا٢لاخ اٌؽاعثح أٞ ٌؽغاب   
79389.0)(  z

 

 ِٓ اٌٙاِش ا١ٌغاسٞ ٚاٌؼٍٛٞ ٌٍعذٚي . 1.80ّح ١اٌم ضٚاعرخشاٚ٘زا لا ٠رُ الا تاٌذخٛي اٌٝ داخً اٌعذٚي 

 ِلاؼظح اُ٘ :

الاعرغٕاء ػٓ اٌعذاٚي ٚا٢لاخ اٌؽاعثح      ٠MICROSOFT EXCELّىٓ ٌّٓ ٠رمْٕٛ اٌؼًّ ػٍٝ تشٔاِط   

 NORMAL STANDARDٚ٘ٛ اخرصاس ٌٍؼثاسج   NORMSDIST(Z)   ِٓ اٌراتغ  )82.0(ٌؽغاب 

DISTRIBUTION)  ) ٞؼغاب ل١ّح    تالإِىاْ، وّا أٔٗ أٞ اٌرٛص٠غ اٌطث١ؼٟ اٌّؼ١اسZ    فٟ اٌؼثاسج

79389.0)(  z  اٌراتغ ِٓNORMSINV(PROBABILITY)   اخرصاس ٌٍؼثاسج ٛ٘ٚNORMAL 

STANDARD INVERT)  ).٠ٚمصذ تٗ اٌرٛص٠غ اٌطث١ؼٟ اٌّؼ١اسٞ اٌّؼاوظ 

 ملاحظت اهم وأهم وأهم :
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اعرخشاض الاؼرّالاخ ٚ اٌؽغاب اٌّؼاوظ تذْٚ  MICROSOFT EXCELتئِىاْ ِغرخذِٟ تشٔاِط    

)(?اٌٍعٛء اٌٝ اٌرٛص٠غ اٌطث١ؼٟ اٌّؼ١اسٞ أٞ ؼغاب    xF  ِٓاٌذاٌح  NORMDIST    أٚ اٌؽغاب

aFاٌّؼاوظ  (?) اٌذاٌح ِٓNORMINV . 

 : مثال

92ٚ ذثا٠ٕٗ   80ِرغ١شاً ػشٛائ١اً غث١ؼ١اً ِرٛعطٗ   Xإرا واْ     : 80(، فأٚظذ( XP    ٚ

)83( XP    ُ8278(ش(  XP. 

      الحل :

5.0)0()0()
3

8080
()80( 





 ZP

X
PXP




 

)83(1)83(1)83( FXPXP   

1587.08413.01)1(1)
3

8083
(1 


  










 )
3

2

3

2
()

3

8082

3

8078
()8278( ZP

X
PXP




 

495.02525.07475.0)
3

2
()

3

2
(   

 :  ملاحظت

nXXX  إرا وأد  ,.......,, nِرغ١شاخ ػشٛائ١ح ِغرمٍح ٚوأد       21 ,........,, شٛاتد ػذد٠ح ، فئْ   21

 ٍّرغ١ش اٌؼشٛائٟ : ٌ





n

i

ii XY
1

 

 اٌّرٛعػ ٚاٌرثا٠ٓ :





n

i

iiY

1

   ٚ  



n

i

iiY

1

222  

ٚ    iؼ١س  
2

i   ِٟرٛعػ ٚذثا٠ٓ اٌّرغ١ش اٌؼشٛائiX   . 

 أ٠عاً ٠خعغ ٌٍرٛص٠غ اٌطث١ؼٟ. Yظ١ّؼٙا ذخعغ ٌٍرٛص٠غ اٌطث١ؼٟ فئْ  iXٚإرا وأد 

  ( Regular Distribution: ) المىخظمالخىزيغ 

اٌزٞ ٠أخز ل١ّٗ ػٍٝ  ٠ٚXؼرثش شث١ٙاً ِغرّشاً ٌٍرٛص٠غ إٌّرظُ اٌّرمطغ. ٔمٛي أْ ٌٍّرغ١ش اٌؼشٛائٟ  

],[اٌّعاي    ba    ذٛص٠ؼاً ِٕرظّاً ، إرا واْ ٌـX  : ذاتغ اٌىصافح 
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 ٠ّٚىٓ ؼغاب اٌّرٛعػ ٚاٌرثا٠ٓ ٌٙزا اٌرٛص٠غ تغٌٙٛح ٌٕعذ أْ :

2

ab
   ٚ  

12

)( 2ab
 

 وّا أْ ذاتغ اٌرٛص٠غ ٌٗ :






















bx

baxax
ab

ax

xF
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 2: (Chi Square - Distribution  ) مربغ كاي حىزيغ

2دسظح اٌؽش٠ح  ، ٚٔشِض ٌٗ تـ      nتـ    2ذٛص٠غ   X ٔمٛي أْ ٌٍّرغ١ش اٌؼشٛائٟ  

n  ْاتغ ذ، إرا وا

 ِؼطٝ تـ :  Xاٌىصافح الاؼرّا١ٌح ٌـ   





















0,0

0,

)
2

(.2

.

)( 2

2
1

2

x

x
n

ex

xf
n

xn

 

 اٌراتغ غاِا ٠ؼطٝ تاٌؼلالح :ؼ١س أْ 





0

1)( dtet t

 

 ٠ٚؽمك اٌخٛاص :

i )  )()1(      , ii )  !)1( nn      ,   iii )   )
2

1
( 

فئْ ِرٛعػ  واٞ ِشتغِرغ١ش ػشٛائٟ ٠خعغ ٌرٛص٠غ  ٠ٚXّىٓ اٌثش٘اْ تاعرخذاَ خٛاص اٌراتغ غاِا أٔٗ إرا واْ 

 : Xٓ ٚذثا٠

nE n ][ 2     ، nVar n 2)( 2  
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ni)ؼ١س   iX   إرا وأد  : ملاحظت ,,2,1    )  ِرغ١شاخ ػشٛائ١ح ِغرمٍح ٌىً ِٕٙا ِرغ١شاخ ػشٛائ١ح

~),(اٌرٛص٠غ اٌطث١ؼٟ :  iii NX    ٟفؼٕذئز ٠ىْٛ ٌٍّرؽٛي اٌؼشٛائ


n

i i

iiX

1

2)(



  ذٛص٠غ واٞ ِشتغ  

 دسظح ؼش٠ح.  nتـ 

 : وخيجت

ذٛص٠غ واٞ ِشتغ تذسظح ؼش٠ح ٚاؼذج،   Zِرغ١شاً ػشٛائ١اً ٌٗ ذٛص٠غ غث١ؼٟ ِؼ١اسٞ، فئْ ٌـ   Zإرا واْ  

2أٞ أْ   

1

2 XZ  2، ٚتاٌراٌٟ فئْ ِرٛعػZ : ٚذثا٠ٕٗ ّ٘ا 

2)(,1][ 22  ZVarZE 

 :  مثال

 اٌطث١ؼ١ح اٌّغرمٍح اٌصلاشح ا٢ذ١ح :ٌذ٠ٕا اٌّرغ١شاخ اٌؼشٛائ١ح 

)9,68(~1 NX  , )12,83(~2 NX  , )17,63(~3 NX  

 أٚظذ ِرٛعػ ٚذثا٠ٓ اٌّرغ١ش :

232221 )
17

63
()

12

83
()

9

68
(










XXX
Y

 

  دسظاخ ؼش٠ح ، ٚتاٌراٌٟ : 3 ـذٛص٠غ  واٞ ِشتغ ت  Y:    إْ ٌـ    الحل

62)(,3][  nYVarnYE 

 :( tسخىدوج )الخىزيغ حىزيغ 

دسظح ؼش٠ح ، إرا واْ ذاتغ اٌىصافح   nذٛص٠غ عرٛدٔد تـ   nTٔمٛي إْ ٌٍّرغ١ش اٌؼشٛائٟ اٌّغرّش    

 ِؼطٝ تـ : nTالاؼرّا١ٌح  ٌـ  

2

12

)1(

)
2

(

)
2

1
(

1
)(













n

n

x

n

n

n
xf



 

    ػذد صؽ١ػ   0nؼ١س   x . 

 ٠ّٚىٓ اٌرؽمك ِٓ أْ :  

)2(,
2

)(,0][ 


 n
n

n
TVarTE nn 

، N)1,0(، ٠ٚماسْ ػادج تاٌرٛص٠غ اٌطث١ؼٟ اٌّؼ١اسٞ  0 اٌّرٛعػ ٌٝإْ ذٛص٠غ عرٛدٔد ِرٕاظش تإٌغثح إ

 .N)1,0(٠ماسب اٌرٛص٠غ اٌطث١ؼٟ   Tفئْ اٌرٛص٠غ  ( 30nوث١شاً  ) nٚػٕذِا ٠صثػ 
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 :الأسي  خىزيغال

ِٓ   Xإرا واْ ذاتغ اٌىصافح الاؼرّا١ٌح ٌـ   الأعٟ  رٛص٠غاٌ  Xٔمٛي إْ ٌٍّرغ١ش اٌؼشٛائٟ اٌّغرّش   

 اٌشىً :












0,0

0,
)(

x

xe
xf

x
 

 .  ٚٔغرط١غ أْ ٔعذ تغٌٙٛح ِرٛعػ ٚذثا٠ٓ اٌرٛص٠غ الأعٟ : 0ؼ١س  

 








00

)(][ xx edxdxexXE 

 

 


 ]|[
0

0 dxexe xx 

 







1
|

10
lim 00




 



x

xx
e

ee

x
 

222 ][)(   XEXVar  

22

0

2 11


   



 dxex x
 

 :  مثال

)22(اٌرٛص٠غ الأعٟ فأٚظذ :        Xإرا واْ ٌـ    XP. 

 :  الحل

ٚظذٔا أْ     



1

     ٚ



1

 : ػٕذئز ، 

 )
31

()22(


  XPXP  

 











3

0

0

1

3

1

)()()( dxxfdxxfdxxf

 
















3

0

0

1

0 dxedx x  
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95.010 3
3

0
 



 ee
x

x   

 :غاما  حىزيغ  

ِٓ   Xذٛص٠غ غاِا،  إرا واْ ذاتغ اٌىصافح الاؼرّا١ٌح ٌـ    Xٔمٛي إْ ٌٍّرغ١ش اٌؼشٛائٟ اٌّغرّش  

 اٌشىً:
















00

0,)(
)()(

1

x

xex
rxf

xr 


 

 ٠ّىٓ ؼغاب اٌّرٛعػ  ِٓ : 

   





  r
ex

r
xXE xr 


 





0

1 .)(
)(

.)(    

 ٚاٌرثا٠ٓ ِٓ :

     
2

2122 )(.)(
)(

.)(





  rr
dxex

r
xXVar xr 
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 حماريه

ٍَ اٌٙذف ٘ٛ  – 5 غٍماخ ٔؽٛ اٌٙذف فّا ٘ٛ  6، فئرا أغٍك ٘زا اٌشاِٟ  7.0ارا واْ اؼرّاي أْ ٠ص١ة سا

 اؼرّاي أْ :

 (185.0)اٌعٛاب:      أ . ٠ص١ة اٌٙذف تصلاز غٍماخ  

 (999.0)اٌعٛاب:     ب . ٠ص١ة اٌٙذف تطٍمح ٚاؼذج ػٍٝ الألً 

ِشاخ ِررا١ٌح ٚسالثٕا فٟ وً ِشج ِعّٛع ٔماغ اٌٛظ١ٙٓ اٌٍز٠ٓ ظٙشا فّا   4إرا وشسٔا سِٟ ؼعشٞ إٌشد  – 0

 : 5أْ ٔؽصً ػٍٝ اٌّعّٛع ٘ٛ اؼرّاي 

 (312.0)اٌعٛاب:         أ . ِشج ٚاؼذج فمػ  

 (936.0)اٌعٛاب:       ب . ِشج ٚاؼذج ػٍٝ الأوصش  

 (064.0)اٌعٛاب:       ظـ . ِشذ١ٓ ػٍٝ الألً  

٘ٛ  ت١ٓ اٌغاػح اٌراعؼح ٚاٌغاػح اٌؼاششجفٟ اٌفرشج ِا إرا واْ ِؼذي ػذد اٌّىاٌّاخ اٌرٟ ٠رٍما٘ا ِمغُ اٌٙاذف  – 3

 ٚاٌّطٍٛب ؼغاب الاؼرّالاخ ا٢ذ١ح خلاي دل١مح ٚاؼذج ِٓ ذٍه اٌفرشج: ِىاٌّح فٟ اٌذل١مح 8.1

 (16529.0)اٌعٛاب:     . اؼرّاي ػذَ ذٍمٟ اٌّمغُ لأٞ ِىاٌّح   أ    

 (29752.0)اٌعٛاب:      اؼرّاي ذٍمٟ اٌّمغُ ِىاٌّح ٚاؼذجب .  

 (26776.0)اٌعٛاب:      اؼرّاي ذٍمٟ اٌّمغُ ِىاٌّر١ٓظـ .  

 (27123.0)اٌعٛاب:    . اؼرّاي ذٍمٟ اٌّمغُ شلاز ِىاٌّاخ ػٍٝ الألً د 

ِىاٌّح ٚعط١اً فٟ اٌغاػح اٌٛاؼذج . أٚظذ اؼرّاي أْ ٠رٍمٝ ٘زا اٌّمغُ أوصش ِٓ  ٠31رٍمٝ ِمغُ اٌٙاذف  – 4

 (0903.0:   )اٌعٛاب       ِىاٌّح ٚاؼذج فٟ اٌذل١مح .

٘زا اٌىراب  خطأً ِطثؼ١اً ِٛصػح تشىً ػشٛائٟ . ٔفرػ 220صفؽح ٠ٚؽرٛٞ ػٍٝ 200وراب ِؤٌف ِٓ  – 5

 ِرغ١شاً ػشٛائ١اً ٠ذي ػٍٝ ػذد الأخطاء اٌّٛظٛدج فٟ ٘زٖ اٌصفؽح ، ٚاٌّطٍٛب : Xػٍٝ صفؽح ِا ١ٌٚىٓ 

 : أ . اٚظذ الاؼرّالاخ ا٢ذ١ح  

)2(,)2(,)1(,)0(  XPXPXPXP 

 301.0,201.0,366.0,333.0     الأظٛتح :

XE ٚ )(2][ ب . أٚظذ   XVar 

، ع١اسج فٟ اٌذل١مح 0اٌذاخٍح إٌٝ عاؼح ِخصصح ٌٛلٛف اٌغ١اساخ ٘ٛ  إرا واْ ِؼذي ػذد اٌغ١اساخ   - 6

 (14.0)اٌعٛاب:   ع١اساخ ػٍٝ الألً ؟ 4ِااؼرّاي أْ ذذخً ٘زٖ اٌغاؼح خلاي دل١مح ِؼ١ٕح 

اٌرعشتح شلاز وشسخ ٘زٖ  4.0pفٟ ذعشتح ػشٛائ١ح ٠غاٚٞ  )اؼرّاي إٌعاغ( Aاؼرّاي ظٙٛس ؼادز  – 7

فٟ ٘زٖ اٌرىشاساخ اٌصلاشح  Aِرغ١شاً ػشٛائ١اً ٠ّصً ػذد ِشاخ ظٙٛس اٌؽادز  X( ١ٌٚىٓ 3nِشاخ )

 ٚاٌّطٍٛب: 
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 . Xأ ( اورة ظذٚي اٌرٛص٠غ الاؼرّاٌٟ ٌٍّرغ١ش اٌؼشٛائٟ 

 ٚاسعُ خطٗ اٌث١أٟ . Xٌٍّرغ١ش اٌؼشٛائٟ xF)(ب ( أٚظذ ذاتغ اٌرٛص٠غ 

)20(ظـ ( اؼغة الاؼرّاي   xP        :(648.0)اٌعٛاب 

2.1,6.32)اٌعٛاب: ٌٙزا اٌّرغ١ش اٌؼشٛائٟ. 2ٚاٌرثا٠ٓ  د ( اؼغة اٌّرٛعػ   ) 
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 .تمارين ومسائل محلولة 
 

1  الدتغير العشوائي الدستمرX : معيَّن بتابع التوزيع الآتي 

















41

4215.0

20

)(

xif

xifx

xif

xF 

 بنتيجة التجربة : Xأوجد احتمال أن تكون قيمة 
 a 2.0( أصغر من  ، b 3( أصغر من 
 c 3( لا أقل من  ، d 5( لا أقل من 

 : لـالح
          a  )   0بما أن)( xF   2من أجلx  2.0(0، فإن( F: وبالتالي نجد 

0)2.0()2.0(  FXP 
 b  )         3]15.0[)3()3( xxFXP 

   5.015.1  
 c)        1)3(()3(  XPXP 
 ومنه :  

5.05.01)3( XP 
 d) 1)5(()5(  XPXP 

 )5(1)5(1)5( FXPXP 
   011)5(1  F 

2  ليكنX : متغيراً عشوائياً مستمراً معطى بتابع التوزيع الاحتمالي الآتي 
 x

x
xF ;

2
arctg

1

2

1
)(


 

 والدطلوب :
a)  أوجد احتمال أن يأخذX  32,0[بنتيجة التجربة قيمة تقع في المجال[ 

 حسب الاحتمال : اأي 

)320(  XP 
b)  1أوجد القيمة الدمكنةx : التي تحقق الشرط الآتي ، 
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باحتمااال يسااااوي 
4

بنتيجاااة التجربااة يأخاااذ قيماااة  X، فاااإن الدتغااير العشاااوائي  1

 ، بحيث تتحقق الدساواة :  1xبعبارة أخرى عيَّ القيمة  ، 1xأكبر من 

4

1
)( 1  xXP 

 : الحـل
 )0()32()320( FFXP                        a(

 
  032

]
2

1

2

1
[]

2

1

2

1
[ xx

x
arctg

x
arctg


 

3

1

2

1

3

1

2

1
  

 لدينا أولًا  :                                   
1)()( 11  xXPxXP 

 إذاً : 

4

3

4

1
1)(1)( 11  xXPxXP 

b( تعريف تابع التوزيع ، فإن : من جهة أخرى بحسب 

2
arctg

1

2

1
)()( 1

11

x
xFxXP


 

 إذاً : 

4

3

2
arctg

1

2

1 1 
x


 

 أو :

42
arctg 1 


x 

 ومنه نجد :
21

2
1

1  x
x

 
 

3  الدتغير العشوائي الدستمرX : معيَّن بتابع التوزيع الآتي 
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2
1

2
0sin

00

)(





xif

xifx

xif

xF 

 . Xلا  xf)(أوجد تابع الكثافة الاحتمالية  
 : الحـل

  لدينا : 























2
0

2
0cos

00

)(
)(





xif

xifx

xif

dx

xdF
xf 

 
4  إذا كانX : متغيراً عشوائياً مستمراً معيناً بتابع الكثافة الاحتمالية 
 























2
0

2
0cos

00

)(





xif

xifx

xif

xf 

 . Xلا  xF)(فأوجد تابع التوزيع 
 : الحـل

 نستخدم العلاقة :






x

dttfxF )()( 

)(0، فإن  0xفإذا كان  xf : وبالتالي نجد ، 

00)(  


x

dtxF 

20وإذا كان   x : فإن ، 

xdttdtxF

x

sincos0)(
0

0

 


 

 ، فإن : 2xوإذا كان 
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10cos0)(
2

2

0

0

 


x

dtdttdtxF




 

 يمتلك الصيغة الآتية : xF)(وهكذا ، فإن تابع التوزيع الدطلوب 























2
1

2
0sin

00

)(





xif

xifx

xif

xF 

5  لااايكنX  ًعلاااى كامااال الآتي  ةالاحتماليااا تاااابع الكثافاااة يمتلاااكمتغااايراً عشاااوائياً مساااتمرا
 :الدستقيم الحقيقي 

xx ee

c
xf




4
)(  

 . cعيَّ الثابت 
 ينبغي أن يحقق الشرط :  xf)(: إن تابع الكثافة الاحتمالية   الحـل

1)( 




dxxf 

 فإذاً يجب أن تتحقق الدساواة :

14 






xx ee

dx
c 

 من هذا نستنتج :










xx ee

dx
c

4

1
)( 

 ، لنوجد أولاً التكامل غير المحدد 





   x

x

xx e

dxe

ee

dx
21

 

x

x

x

e
e

ed
arctg

)(1

)(
2




  

 :المحدد  التكاملفتكون قيمة 












 ][arctg x

xx
e

ee

dx 

2
0

2
0arctgarctg
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 نجد : )(بعد التعويض في العلاقة 

2

1
c 

6  إذا كانX : متغيراً عشوائياً مستمراً معيناً بتابع الكثافة الاحتمالية 












otherwise

ccxif
xcxfc

0

),(
1

)()0( 22 

 . Xفأوجد التوقع الرياضي ) القيمة الدتوسطة ( لا 
 باستخدام العلاقة : : الحـل






 dxxfxXEX )(][ 

 نجد :


 



c

c

X

xc

dxx

22

1


 

إذا لاحظنااا في هااذا التكاماال ، أن التااابع الدسااتكمل فااردي ، وأن حاادني التكاماال متنااا ران 
 : بالنسبة لا لدبدأ الإحداثيات ، فإننا نستنتج أن التكامل يساوي الصفر . إذاً 

0X 
منحاااا تاااابع ا أن كماااا أناااه يمكنناااا الوصاااول إة هاااذة النتيجاااة مبا ااارة إذا لاحظنااا 

) محااااااور ال(اتيااااااب ( فااااااإذاً   0xمتنااااااا ر بالنساااااابة للمسااااااتقيم  Xالكثافااااااة الاحتماليااااااة لااااااا 
0X  . 

 صعوبة بالحساب الدبا ر للتكامل . بدونونشير أخيراً إة حصولنا على هذة النتيجة 
7  الدتغير العشوائي الدستمرX : معيَّن بتابع الكثافة الاحتمالية 
















]
4

,0[0

]
4

,0[2cos2

)(




xif

xifx

xf 

 . Xلا  mx أوجد نقطة الوسط 
 : الحـل

 لدتغير عشوائي مستمر ، فإن : mxبحسب تعريف نقطة الوسط 





mx

dxxf
2

1
)( 
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 :ومنه بعد التعويض نجد 

 
mx

dxx
0

2

1
2cos2 

 من هذا نستنتج أن :

2

1
2sin mx 

 ومنه :

62

1
arcsin2


mx 

  إذاً نقطة الوسط الدطلوبة :
12


mx 

)
12

(


XofMedianThe 

8  إذا كان تابع الكثافة الاحتمالية للمتغير العشوائي الدستمرX  : معطى با 
)4,2(6

2

9

4

3
)( 2  xxxxf  

)(0    و xf    ، خارج هذا المجال 
 . Xفأوجد الدنوال و الوسط  والدتوسط لا  

 : الحـل
 بالشكل الآتي : xf)(يمكن كتابة التابع   

4

3
)3(

4

3
)( 2  xxf 

  Xأن تابع الكثافاة الاحتمالياة للمتغاير العشاوائي الدساتمر  xf)(يتضح من هذة الصيغة لا 
 إذاً : 3xيبلغ قيمة عظمى عند 

3  الدنوال لاX 
متناااااا ر بالنسااااابة  Xماااان جهاااااة أخااااارى فاااااإن منحاااااا تااااابع الكثافاااااة الاحتمالياااااة لاااااا 

 إذاً : 3xللمستقيم 
3X  الدتوسط لا (X ) 

3mx  نقطة الوسط لا (X  ) 
9  ليكنX : متغيراً عشوائياً مستمراً معيناً بتابع الكثافة الاحتمالية 
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),(0

),(
1

)()0( 22

ccx

ccxif
xcxfc  

 . X  أوجد تباين
 : الحـل

 يساوي : Xبحسب تعريف التباين لدتغير عشوائي مستمر ، فإن تباين 






 dxxfxX )()()var( 2 

 0xمتناا ر بالنسابة للمساتقيم   Xلاا    xf)(وبما أن منحاا تاابع الكثافاة الاحتمالياة  
) تحقق أيضاً من ذلك بالحساب الدبا ار للمتوساط ( ، وبالتاالي نجاد بعاد  0X، فإن 

 التعويض :










cc

c xc

dxx

xc

dxx
X

0
22

2

22

2
21

)var(


 

tcxهذا التكامل نضع لحساب  sin : فنجد ، 







2

0
222

22

sin

cossin2
)var(



 tcc

dtttc
X  

 

2

0

22

0

2
2

)2cos1(sin
2




dtt

c
dtt

c
 

2
)

2
(]2sin

2

1
[

222

0

2 cc
tst

c








 

10  ليكنX : متغيراً عشوائياً مستمراً معيناً بتابع الكثافة الاحتمالية 














],0[0

],0[sin
2

1

)(





xif

xifx
xf 

 . Xأوجد التباين لا 
 : لدينا : الحـل

22 )()var( XdxxfxX  




 

متنااااااا ر بالنساااااابة للمسااااااتقيم   Xلااااااا   xf)(وبمااااااا أن منحااااااا تااااااابع الكثافااااااة الاحتماليااااااة  
2x     ً2،  فإذا X : وبالتالي نجد بعد التعويض 

2

0

2 )
2

(sin
2

1
)var(




  dxxxX 
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 إذا استخدمنا دستور الدكاملة بالتجزئة مرتيَّ ، نجد :

4sin 2

0

2  


dxxx 

 : Xأخيراً بعد التعويض نحصل على قيمة تباين 

4

8
)var(

2 



X 

11  ليكنX : متغيراً عشوائياً معيناً بتابع الكثافة الاحتمالية 
],0[sin

2

1
)(  xifxxf 

],0[0)(  xifxf 
)(2أوجد التوقع الرياضي للتابع  XXY  . 

 : الحـل
 : Xتغير عشوائي باستخدام العلاقة الدعروفة من أجل حساب التوقع الرياضي لد






 dxxfxXE )()(])([  

 بعد التعويض :نجد 

 



0

22 sin
2

1
][ dxxxXE  

2

4
sin

2

1
2

0

2 
 




dxxx  

12  أوجد تباين التابع : 11في التمرين السابق رقم 
2)( XXY  

 : الحـل
 نستخدم العلاقة :

 
2

2 ])([)()(])([var xEdxxfxX   




 

)(2 ونعوض  :  xx     
xxf :           و   sin

2

1
)(  

 :        و  
2

4
][])([

2
2 



 XEXE 

 فنجد :
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2
24

0

42 )
2

4
(sin

2

1
)var(


 




dxxxX 

 وبعد الدكاملة بالتجزئة نجد :

4812sin 24

0

4  


dxxx 

 أخيراً بعد التعويض نحصل على التباين الدطلوب :

4

8016
)var(

34
2 



X 

13  ليكنX : متغيراً عشوائياً مستمراً معيناً بتابع الكثافة الاحتمالية 
0

!
)( 



xif
n

ex
xf

xn

 

00)(  xifxf 
 . Xوالتباين لا أوجد التوقع الرياضي 

 : الحـل









00

!

1
)(][ dxexx

n
dxxfxXE xn

X  








 
0

12

0

1

!

1

!

1
dxex

n
dxex

n

xnxn  

1
!

!)1(

!

)!1(
)2(

!

1






 n

n

nn

n

n
n

n
 

 لحساب التباين نستخدم العلاقة :

 


2

0

2 )()var( XdxxfxX   

 


 2

0

2 )1(
!

1
ndxexx

n

xn  

 


 2

0

13 )1(
!

1
ndxex

n

xn  
2)1(

!

)3(



 n

n

n  

1)1(
!

)!2( 2 


 nn
n

n  

)var(1  إذاً :   nx 
14  يقااااس القطااارx  لقااارا دائاااري بشاااكل تقاااري  بحياااثbxa   فاااإذا نظرناااا إة .
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],[كمتغير عشوائي يتوزع بانتظاام علاى المجاال   طرالق ba  أوجاد التوقاع الرياضاي والتبااين ،
 لدساحة القرا .

 : الحـل
 لنوجد التوقع الرياضي لدساحة القرا :

4
)(

2X
XY


  

 وذلك باستخدام العلاقة :


b

a

dxxfxXE )()(])([  

 فإذا عوضنا في هذة العلاقة :

4
)(

2x
x


  ، 

ab
xf




1
)( 

 وقمنا بحساب التكامل لوجدنا :

12

)(
]

4
[

222 aabbX
E




 
 أما تباين مساحة القرا فيحسب باستخدام العلاقة :

 22 )]([)()(])(var[ XEdxxfxX

b

a

   

 فنجد بعد التعويض وحساب التكامل :
)474()(

720
]

4
var[ 222

22

aabbab
X


 

15  إذا كانX  وY  : متغيرين عشوائييَّ مستقليَّ يتوزعان بانتظام 
X   في المجااااااال],[ ba    وY    في المجااااااال],[ dc  فأوجااااااد التوقااااااع الرياضااااااي والتباااااااين  ،

 .  XYللجداء 
 لنحسب أولًا التوقع الرياضي : : الحـل

22
][][][

dcba
YEXEXYE





 

 يساوي : XYمن جهة ثانية ، فإن تباين 
22 )]([])[(][var XYEXYEXY   
222 )]([)( XYEYXE   

222 )]()([)()( YEXEYEXE   

 لكن :
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ab

ab
dx

ab
xXE

b

a






 

33
22

3

11
][ 

3

22 aabb 
 

 بطريقة مماثلة نجد : 

3
][

22
2 dcdc

YE


 

 : XYوبعد التعويض نحصل على تباين 

4

)()(

9

))((
)var(

222222
dcbadcdcbaba

XY





 
 : التوزيعات المشتركة

16  إن التوزياااع الاحتماااالي للمتجاااه
العشااااااااااوائي الدتقطااااااااااع ثنااااااااااائي البعااااااااااد 

),( YX  الدباااااااايَّ معطااااااااى با اااااااادول
 . جانباً 

أوجااااااد التوزيااااااع الاحتمااااااالي الذامشااااااي 
 .  Yو   Xلكل من  

 : من جدول التوزيع الاحتمالي الدش(ك أعلاة نحصل على : الحـل
a التوزيع الاحتمالي الذامشي لا )X : 

12 10 3 X 
30.0 43.0 27.0 )( xXP  

130.043.027.0     :control 
b)  التوزيع الاحتمالي الذامشي لاY : 

 
 
 

145.055.0          :control 
17  إن تاااابع التوزياااع),( yxF  للمتغاااير العشاااوائي ثناااائي البعاااد),( YX  معطاااى علاااى

 الشكل التالي :

5  4            Y 

X 

10.0  17.0  3  

30.0  13.0  10  
05.0  25.0  12  

5 4 Y 
45.0 55.0 )( yYP  
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otherwise

yxifyx
yxF

0

2
0,

2
0sinsin

),(



 

),(أوجد احتمال وقوع النقطة العشوائية  YX : في الدستطيل المحدد بالدستقيمات 

3
,

6
,

4
,0


 yyxx 

 : الحـل
 إن الاحتمال الدطلوب يساوي :

 )
364

0(


YandXP  

)
6

,
4

()
3

,0()
6

,0()
3

,
4

(


FFFF   

6
sin

4
sin

3
sin0sin

6
sin0sin

3
sin

4
sin


  

2

1

2

2
00

2

3

2

2
  

26.0
4

26



  

18  إذا كان تابع التوزيع),( yxF  للمتجه العشوائي ثنائي البعد),( YX : معطى با 



 




otherwise

yxif
yxF

yxyx

0

0,03331
),( 

),(أوجد تابع الكثافة الاحتمالية الدش(ك  yxf  َّللمتغيرين العشوائييX  وY . 
 : باستخدام العلاقة : الحـل

yx

F
yxf






2

),( 

 نجد :
3ln)33( yxx

x

F  


 

3ln3 2
2




  yx

yx

F 

),(إذاً التابع الدطلوب  yxf : يعطى با 



 




otherwise

yxif
yxf

yx

0

0,03ln3
),(

2

 

 ومن أجل التحقق من صحة العمل فإننا نوجه القارئ إة إثبات صحة الدساواة :
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0 0

2 133ln dydxyx 

19     َّإذا كان تابع الكثافاة الاحتمالياة الدشا(ك للمتغايرين العشاوائييX    وY   معطاى
 بالعلاقة :

)(),( 22 yxRCyxf    على القرا الدائريD  :222 Ryx  
    0),( yxf   خارج هذا القرض 

 فالدطلوب :
a)  عيَّ الثابتC . 
b)  ما هو احتمال وقوع النقطة العشوائية),( YX : على القرا الدائري 

1

22 :1 Dyx   2إذا كانR. 
 نكتب : C( لتعييَّ الثابت a : الحل

1)( 22  dydxyxRC
D

 

 لحساب هذا التكامل ننتقل إة الإحداثيات القطبية ، فنجد :

3

0

2

0

3

)(

1

R
drrrRd

C
R 












 

b  2( بما أنR   :  ًفإذا ،
8

3
C : ويصبح لدينا 

)2(
8

3
),( 22 yxyxf 


 

Dyxعلى القرا الدائري : :422  . 
),(إن احتمال وقوع النقطة العشوائية  YX : على القرا الدائري 

1

22 :1 Dyx  : يساوي 

dydxyxDYXP
D

)2(
8

3
]),[(

1

22

1  


 

 بالانتقال إة الإحداثيات القطبية نحصل على الاحتمال الدطلوب :

2

1
)2(

8

3
2

0

1

0

  





drrrdP
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 الفصل الثاني ريناتتم
1  إذا كان الدتغير العشوائي الدتقطعX  : معطى بجدول التوزيع الاحتمالي الآتي 
 

10 7 4 3 X 
03.0 4.0 1.0 2.0 )( xXP  

 
 .xF)(لذذا الدتغير العشوائي ثم ارسم الخط البياني للتابع  xF)(فأوجد تابع التوزيع   

 ا واب : 


























101

1077.0

743.0

432.0

30

)(

xif

xif

xif

xif

xif

xF 

2  ليكنX  متغيراً عشوائياً مستمراً معطى تابع توزيعه)(xF : با 





















21

22
2

arcsin
1

2

1

20

)(

xif

xif
x

xif

xF


 

 .)1,1(بنتيجة التجربة قيمة تنتمي إة المجال  Xأوجد احتمال أن يأخذ 
ا واب :      

3

1
)11(  XP 

3  إذا كان تابع التوزيع)(xF : للمتغير العشوائي الدستمر معطى با 

)0(1)( 


xexF T

x

 
)(حسب الاحتمال : ا TXP      : ا وابe1 

4  لااايكنX  متغااايراً عشاااوائياً مساااتمراً معينااااً علاااى كامااال الدساااتقيم الحقيقاااي بتاااابع التوزياااع
 الاحتمالي الآتي :

2
arctg

1

2

1
)(

x
xF


 

 ، التي تحقق الشرط الآتي : 1xأوجد القيمة الدمكنة 
باحتمال مقدارة 

4

. 1xبنتيجة التجربة يأخاذ قيماة أكابر مان  X، فإن الدتغير العشوائي  1
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)أي :   
4

1
)( 1  xXP   .) 

321ا واب :        x 
5  الدتغير العشوائي الدستمرX : معيَّن بتابع التوزيع الآتي 























4
1

4
02sin

00

)(





xif

xifx

xif

xF 

 . Xلا  xf)(أوجد تابع الكثافة الاحتمالية 

ا واب :   


















]
4

,0[0

]
4

,0[2cos2

)(




xif

xifx

xf 

6  ليكنX : متغيراً عشوائياً مستمراً معيناً بتابع الكثافة الاحتمالية الآتي 

)0(
),0[0

),0[
)( 













 

xif

xife
xf

x

 

 . )2,1(قيمة تنتمي إة المجال  Xما هو احتمال أن يأخذ الدتغير العشوائي 
ا واب :       2)1( ee  

7  إذا كانX : متغيراً عشوائياً مستمراً معيناً بتابع الكثافة الاحتمالية 























2
0

2
0sin

00

)(





xif

xifx

xif

xf 

 . Xلا  xF)(فأوجد تابع التوزيع 
8  إذا كان تابع الكثافة الاحتمالية للمتغير العشوائي الدستمرX  : معطى با 























2
0

36
3sin3

6
0

)(







xif

xifx

xif

xf 



- 16 - 

 

 . Xلا  xF)(فأوجد تابع التوزيع 

ا واب :   























3
1

36
3cos

6
0

)(







xf

xifx

xif

xF 

9  لااايكنX  متغااايراً عشاااوائياً مساااتمراً يمتلاااك تاااابع الكثافاااة الاحتمالياااة الآتي علاااى كامااال
 الدستقيم الحقيقي :

21

2
)(

x

c
xf


  

ا واب :     . cعيَّ الثابت 
2

1
c 

10 إذا كانX وائياً مستمراً معيناً بتابع الكثافة الاحتمالية :متغيراً عش 










)1,0(0

)1,0(arctg
)(

xif

xifxc
xf 

 . cفأوجد قيمة الثابت 
)4ln(4) ا واب :        c  ) 

11  الدتغير العشوائي الدستمرX : معيَّن بتابع الكثافة الاحتمالية الآتي 










]1,0[0

]1,0[)2(
)(

2

xif

xifxxc
xf 

 . Xثم احسب التوقع الرياضي ) الدتوسط ( لا  cعيَّ قيمة الثابت 
   43c , 1611Xا واب :    

12  الدتغير العشوائي الدستمرX : معيَّن بتابع الكثافة الاحتمالية الآتي 














)5,3(0

)5,3(
4

45
5

3

4

)(

2

xif

xifxx
xf 

 . Xأوجد الدنوال و الوسط  والدتوسط لا  
 4الدتوسط = الوسط = الدنوال = ا واب :    

13  الدتغير العشوائي الدستمرX : معيَّن بتابع الكثافة الاحتمالية الآتي 














)1,1(0

)1,1(
1

1

)( 2

xif

xif
xxf  
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 . Xلا   mxنقطة الوسط أوجد 
)توجيااااه للحاااال : لاحااااب أن منحااااا تااااابع الكثافااااة الاحتماليااااة متنااااا ر بالنساااابة للمسااااتقيم 

0x ) 
14  ليكنX : متغيراً عشوائياً مستمراً معينناً بتابع الكثافة الاحتمالية 














)3,3(0

)3,3(
9

1

)( 2

xif

xif
xxf  

a)   أوجد تباينX . 
b)  : 1أيهما بنتيجة التجربة يكون أكثر احتمالًاX  1أوX .؟ 

)var(5.4 الأجوبة : X 
  

3

1
arcsin

1
5.0)1(


XP 

  
3

1
arcsin

1
5.0)1(


XP 

15  ليكنX : متغيراً عشوائياً مستمراً معينناً بتابع الكثافة الاحتمالية 



















]
2

,0[0

]
2

,0[cos

)(




xif

xifx

xf 

)(2أوجد التوقع الرياضي للتابع    XXY  

: ا واب     



2

0

2
22

4

8
cos][




dxxxXE 

16  ليكنX مالية :متغيراً عشوائياً مستمراً معينناً بتابع الكثافة الاحت 










]1,0[0

]1,0[5.0
)(

xif

xifx
xf 

)(3أوجد التوقع الرياضي للتابع    XXY  
][4013   :ا واب      3 XE 

17  إذا كانX : متغيراً عشوائياً مستمراً معينناً بتابع الكثافة الاحتمالية الآتي 



















]
2

,0[0

]
2

,0[cos

)(




xif

xifx

xf 
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)(2أوجد التباين للتابع    XXY  
22: ا واب      220)(var X 

18  التوزيع الاحتمالي للمتجه العشوائي الدتقطاع ثناائي البعاد),( YX  معطاى با ادول
 :الآتي 

7.2  3.2            Y 

X 

09.0  05.0  26  

30.0  12.0  30  

11.0  08.0  41 
21.0  04.0  50  

 .  Yو   Xأوجد التوزيع الاحتمالي الذامشي لكل من  
 

 ا واب : 

 
 
 

),(أوجااااااااااد احتمااااااااااال وقااااااااااوع النقطااااااااااة العشااااااااااوائية    -19 YX   في الدسااااااااااتطيل المحاااااااااادد
 بالدستقيمات :

5y      ،3y      ،2x        ،1x 
),(علماً أن تابع التوزيع  YXF  للمتجه العشوائي الدستمر ثنائي البعاد),( YX 

 معطى ، كالآتي :



 




otherwise

yxif
yxF

yxyx

0

0,02221
),( 

 8123P ا واب :      
20  إذا كاااان تاااابع التوزياااع),( yxF  للمتجاااه العشاااوائي ثناااائي البعاااد),( YX   معطاااى

 كالآتي :



 




otherwise

yxifee
yxF

yx

0

0,0)1)(1(
),(

24

 

50 41 30 26 X 
25.0 19.0 42.0 14.0 P 

7.2 3.2  Y 

71.0  29.0  P 
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 . Yو  Xفأوجد تابع الكثافة الاحتمالية الدش(ك للمتغيرين العشوائييَّ 
 مستقلان ؟ . Yو  Xهل  
),(0,08   ا واب :   24   yxifeyxf yx 
     otherwiseyxf 0),(  

21  إذا كااان تااابع الكثافااة الاحتماليااة الدشاا(ك),( yxf  َّللمتغاايرين العشااوائييX  وY 
 با : xyمعطى في جميع نقاط الدستوي 

)25)(16(

1
),(

22 yx
yxf


 

),(فأوجد تابع التوزيع  yxF  للمتجه العشوائي الدستمر ثنائي البعد),( YX . 
( ا واب : 

10

1

5
arctg

5

1
)(

8

1

4
arctg

4

1
(),( 

yx
yxF


 

22  إذا كااان تااابع الكثافااة الاحتماليااة الدشاا(ك),( yxf  َّللمتغاايرين العشااوائييX  وY 
 معطى باالعلاقة :

)(sin
2

1
),( yxyxf  

  :   في الدربع   
2

0


 y        ،
2

0


 x 

),(0و   yxf  خااارج هااذا الدربااع  ، فأوجااد تااابع التوزيااع),( yxF  للمتجااه العشااوائي
),(ثنائي البعد  YX . 

sin(sin[sin([ا ااواب :     
2

1
),( yxyxyxF      في الدربااع الدفااروض       و

0),( yxF خارج الدربع الدفروض 
23   لنفاا(ض أنX    وY   متغاايران عشااوائيان لذمااا جاادول التوزيااع الاحتمااالي الدشاا(ك
 : لآتيا

4  2  3            Y 

X 

02.0  2.0  1.0  1 
1.0  1.0  3.0  3  

 الدطلوب :
a)  أوجد التوزيع الذامشي لكل منX  وY . 

b)  أوجد متوسط التوزيع الذامشي لكل منX  وY . 
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c)  أوجد),cov( YX  َّأي التغاير بي (X  وY . ) 

d)  أوجد تباين كل منX  وY . 

e)   أوجد),( YX. 

 الأجوبة :
2.1),cov(,6.0,2  YXYX  

4.0),(,24.9)var(,1)var(  YXYX  
24 َّإذا كااان تااابع الكثافااة الاحتماليااة الدشاا(ك للمتغاايرين العشااوائيي  X    وY   معطااى

 : با



 




otherwise

yxife
yxf

yx

0

0,06
),(

)23(

 

a)  الذامشي لكل من أوجد تابع الكثافة الاحتمالية X  وY . 
b)   هلX  وY . مستقلان ؟ 
c) حسب ا),cov( YX. 
 الأجوبة :

03)( 3   xifexf x

X 
)(0  خلاف ذلك  xf X 

02)( 2   yifeyf x

Y 
)(0  خلاف ذلك  yfY 

25   َّإذا كااان تااابع الكثافااة الاحتماليااة الدشاا(ك للمتغاايرين العشااوائييX    وY    ًمعرفّاااا
 :كالآتي 

32;20)2(),(  yxifyxkyxf 
),(0   خلاف ذلك    yxf 

 فالدطلوب :
a) حسب اk . 

b)   أوجد تابع الكثافة الاحتمالية الذامشي لكل منX  وY . 
c)  هلX  وY . مستقلان ؟ 
d) حسب ا),cov( YX. 
 الأجوبة :
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9

1
,)24(

9

1
)(,)

2

5
2(

9

1
)(  kyyfxxf YX

 

26 : ليكن لدينا التابع الآتي 
0,

2
),( )(5.0 22

  yxifeyxf yx


 

),(0   خلاف ذلك  yxf 
 والدطلوب :
a)  تأكد من أن),( yxf  هو تابع كثافة احتمالية لدتغير عشوائي مساتمر ذي

),(بعدين مثل  YX. 

b)   أوجد تابع الكثافة الاحتمالية الذامشي لكل منX  وY . 
c)  هلX  وY . مستقلان ؟ 
d) حسب ا),cov( YX. 

 :الأجوبة 
22 5.05.0 5.02

)(,
5.02

)( y

Y

x

X eyfexf  


 

27 : استنتج تابع الكثافة الاحتمالية للمتغير العشوائي 
2ZY  

~)1,0(حيث    NZ. 
 ؟. Yما هو الدتوسط والانحراف الدعياري لا 

1,2 ا واب :      YY  
28 لتكن   ),(~ iii NX      5,,2,1 i 

 متغيرات عشوائية مستقلة ، ولتكن :

i

ii

i

X
Z




    5,,2,1 i 

  وليكن :



5

1

2

i

iZY 

YY   حسب  :ا؟    Yما هو توزيع   , . 
29  من نقطة ماA  على محيط دائرة نصف قطرهاR   ًنرسام وبشاكل عشاوائي وتاراAB  

بحياااث أن جمياااع الافياهاااات في رسااام هاااذا الاااوتر لذاااا الاحتماااال نفساااه . أوجاااد الدتوساااط ) 
 القيمة الدتوسطة ( لطول هذا الوتر .
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هااو متغااير عشااوائي يمثاال رااول الااوتر الدرسااوم فعندئااذ  Xا ااواب : إذا اف(ضاانا أن 
RX 27.1 سألة استخدم التوزيع الدنتظم (. ) من أجل حل هذة الد 

30  رالاااب جاااامعي تتاااوزع وفاااق التوزياااع الطبيعاااي بمتوساااط  800لنفااا(ض أن الأوزان لاااا
kg63  وانحراف معياريkg5 : والدطلوب 

a)  1أوجد عدد الطلابN  َّالذين ت(اوح أوزانهم بيkg62  وkg67 . 

b)  1أوجد عدد الطلابN  الذين تزيد أوزانهم عنkg69 . 

2941ا واب :   رالب   N     922،      رالب N 
31  ليكنX : متغيراً عشوائياً متقطعاً ، وليكن 

),2,1,0(
!

)()(  k
k

L
kXP 

 . Xهو قانون توزيع احتمالي لا  )(كي يكون   Lعيَّ 
  ا واب :    

e
L

1
 

 
 
 




